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KapitolaIV.

POUZITI SYMETRICKYCH FUNKC{
DVOU PROMENNYCH

IV.1, Piiklad. Dejme tomu, Ze méme najit &fsla
x a y, ktera vyhovujf této soustavé dvou rovnic o dvou
nezndmych:
(1) 2+ yt =5,
2+ y3=09.

Podivime-li se na soustavu (1) pozornéji, snadno se ndm
podaif jedno feden{ ,,uhddnout: je to dvojice

(2) x=l: y=2,

a vzhledem k symetrii vyrazi na levych stranach sou-
stavy rovnic (1) bude feSenfm i dvojice

(3) z =2, y=1.

Jsou to viak viechna fefeni soustavy (1)? A jak by
tomu bylo, kdyby na pravych stranach v (1) stdla jind
tisla, napt. = misto 5 a log 2 misto 9? Pak by to asi
8 ,,haddnim* bylo téz8i, a tak budeme muset soustavu
(1) podrobit ponékud systemati¢téjsimu zkouméni.

VyzkouSime tedy metodu eliminaéni: pokusime se
vylouédit jednu nezndémou. Z prvé rovnice miame x* =
= 5§ — g2, z druhé 23 = 9 — 33, a tedy

28 = (56— y?)® = 125 — T5y% + 15y% — g8,
28 = (9 — )2 = 81 — 18y3 + 4.
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ProtoZe x% = 29, dostavame odtud rovnici o jedné ne-
znamsé y:
(4) 2y® —15y* — 18y® + 75y  — 44 = 0.
To je ovSem rovnice 6. stupné, a tu neumime Fesit.

Pokusme se tedy vyuZit symetrie levych stran v (1)
a naSich poznatki z kapitoly I. Na levé strans v (1) jsou
VyTazy 8; a 8y, a podle tabulky I.1 miZeme proto sou-
stavu (1) zapsat takto:
(5) & — 2, =5,

e —3ee, =9.

To je opét soustava dvou rovnic, tentokrdt oviem o ne-
znamych e,, e,. [PFipomefime, Ze

(6) e, =x+y, e=uyl]

Resme soustavu (5): Z prvnf rovnice mime
1

(7) & =5 (d—5);

dosadime-li za e, do druhé rovnice v (5), dostaneme po
tpravd kubickou rovnici pro e,:

(8) & — 15¢, + 18 = 0.

Anij takovou rovnici nenf snadné ¥esit, zde si viak po-
mit¥eme vzorei (2) & (3): vyuZijeme-li tam uvedenych
hodnot z a y, zjistime, Ze jim odpovida hodnota e, = 3,
a to je skutednd Fefenf rovnice.(8). ProtozZe

e} — 16e; + 18 = (¢; — 3) (€] + 3¢, — 6),

redukuje se fefenf kubické rovnice (8) na fefeni kvadra-
tické rovnice
e+ 3¢, —6 =0,
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ktera ma kotfeny

e = (—3+ |33) a & =5 (—3 — J39)

Vypotitame-li jestd odpovidajici e, podle vzorce (7),
zjistime, Ze soustava (5) ma t¥i fefenf, uvedena v nasle-
dujici tabulce:

1 1

- (—3—133)

ol

(—3 +V33)

ey 2 71-(11,—31/%) %(11 + 3)33)

Tab. IV.1

My vsak potfebujeme najit Fesen{ soustavy (1). Vra-
time se proto ke vzorctm (6): Jak vime z kapitoly I, jsou
z a y koteny kvadratické rovnice

tz_elt + 82 Lt O.
Utvofime proto pro kaZdou dvojici e,, ¢, z tab. IV.1 od-
povidajicf rovniei {pro druhou dvojiei je to rovnice
1 — 1 —
P — 5 (—3+ /33) ¢ + - —3)33) =0,
vytesime ji a kofeny ¢, £, budou tvotit dvojici z, y FeSenf
soustavy (1). Pfitom muZeme vzhledem k symetrii volit

=1, y=t
nebo

T =i, y="t.
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Nakonec tak zjistime, %e soustava (1) mé Sest Fedenf:
jsou to t¥t dvojice z, y z tabulky IV.2:

x| 2 %(—3 + V33 + %(——3 — V33 +

+ V=27 6V33) +il2+ eV3s)

g | %[—3 + )33 — %[—3—1/5—
— V=25 6V33) —il2 ¥ 6y33)
Tab. IV.2

a dalsf tfi dvojice, které vzniknou z piedchazejicich za-
ménou z a y.

Soustava (1) md tedy Sest Feseni. Zajimaji-li nas
oviem jen realnd FeSeni, musime posledni dvojici
v tab. IV.2 vynechat: soustava (1) pak ma ¢ty¥Fi redlnd
Tedeni.

Ptedchézejici ptiklad ukazuje, jak miZeme nékdy vy-
Fedit soustavy rovnic, v nichZ neznidmé vystupuji ve
tvaru symetrickych polynomi. VyuZivame pfitom po-
znatku z kapitoly I — pfedeviim véty 1.5 — a déle pak
nésledujicfho tvrzeni:

IV.2, Véta. Budle e,, e, dand &isla. Md-li kvadratickd
rovnice

R) 2—et+ e, =0
Fedent t,, t,, md soustava rovnic
(S) € + Yy =é,

Ty =6
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dvé Fedent:

Ty=1t, Y=t @& Ty=1"ly, Y.=¢l.
Jsou-li naopak &sla zy, y, Feleni soustavy (S), jsou tato
éisla i kofeny rovnice (R).

Dikaz je takika zfejmy. Jsou-li ¢,, ¢, kofeny rovnice (R),
plati
b+t = e, iz = €3,

a jak dvojice {t,, ¢,}, tak dvojice {t,, t,} tedy Fesi soustavu
(S). Tato soustava uz Zidné jiné fedenf nema: je-li totiz

{Zo, yo} FeSeni soustavy (8), je zy + yo = €1, ToYo = €1,
a tedy

B — el + ey =12 — (To + Yo) b + ZoYo =
= (£ —Zo) (t —¥0),
tj. 2, & y, jsou koteny rovnice (R).

IV.3. Pfiklady. (a) ReSme soustavu
(9) *+y=>5,
22—y ="1.
ProtoZe x* — 2y + y* = (v + y)? — 3zy, miiZeme sou-
stavu (9) zapsat pomocf vzorcd (6) takto:
(10) e, =5,
et — 3¢, = 1.

Tato soustava ma FeSenf e, = 5, e, = 6, a fefeni vychozf
soustavy (9) bude tedy podle véty IV.2 tvofeno kofeny
kvadratické rovnice

#—5t+6=0.
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A tak FeSenimi soustavy (9) jsou dvojice
3,2} a {2,3}.
(b) Resme soustavu
(11) r+y=1,
2 + 42 =0.

Pouzijeme-li formule (5) z kap. I, miiZeme soustavu (11)
zapsat ve tvaru

€1=1,

€ — 2¢y =0,

1
a mame tedy e, = 1, e, = - Utvofime kvadratickou

rovnici
1
2 __ = =
t t 4 ) 0

a zjistime, Ze feSenimi soustavy (11) jsou dvojice
1 . 1 . 1 . 1 .
Fa+n za—i} o fFa—n, ga+a}
(c) Re¥me soustavu
(12) 2+yyPp=7r4+y)),
2 — 1y =19z —y).

Je-lix = —y, je prvni rovnice splnéna identicky a druha
mé tvar .
223 = 38z.

Tato rovnice m4 FeSeni © =0, z = J/19, z = —Vl_ﬁ,
a dostivame tak t¥i Fefenf soustavy (12):
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(13) {o,0}, {J19, —J19}, {—V19, V13}.

Je-li x = y, je druhd rovnice v (12) splnéna identicky
a prvnf ma tvar
203 = 14z,

Tato rovnice mé fefeni z =0, z = |/7 a 2 = —/7,
a dostdvdme tak dal&f dvé FeSenf soustavy (12):

(14) 7.17) = {=V7. V7).

Jeli ¢ %2y i * # —y, muZeme rovnice soustavy (12)
zjednodusit vydélenfm (x 4 y), resp. (x — y). Dostane-
me pak soustavu

e —zy+yt =1,
z* +xy + ¥t =19,
kterou miZeme zapsat pomoci vzorci (6) takto:
(15) e2—3e, =1,
et —e, =19.

Odtud zjistime, Ze e, = 6 a e? = 25, takie FeSenimi sou-
stavy (15) jsou dvé dvojice

(5,6} a  {—5,6}.
Utvotime-li k témto dvojicim kvadratické rovnice
2—56t+6=0 a #4566+6=0,

najdeme pomoci kotent téchto rovnic dalsf éty#i Feseni
soustavy (12):

(16) {3,2} a {2,3}, {—2,—3)} a {—3,—2}.

Soustava (12) ma tedy celkem devét feSeni, uvedenych
ve vzorcich (13), (14) a (16).
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IV.4. Ulohy. (a) Re3te soustavu

rt+y=1, i;—+£—=35—-

[(3, 4} a {4, 3)]
(b) Reste soustavu

z2 yz— _
7+7—18, r+y=12.

[{4, 8} a {8, 4}].

(¢) Reste soustavu
z+y=4, zt 4 yt = 82.
[{1, 3}, {3, 1}, {2 4 5i, 2 — 5i}, {2 — 5i, 2 -+ 5i}].

(d) Reste soustavu

x+y=a, 2"+ y =a’ (areilné).
[Proa # 0 : {a, 0}, {0, a}, {%.(1 + iV§),% (1—-i]/§)}

a {—g— 1— ivg), % 1+ iV§)};proa = 0:libovolna dvo-

jice &isel z, y takovych, Ze z + y = 0.]
(e) Reste soustavu

r+y—z="17, x*+4 y*—2? =237,
24 yPt—2 =1

[Ndvod. PouZijte opét vzorci (6) a vyludte z. Zjistite,
Ze e, = 19, ¢, = 90 a z = 12, a odtud dostanete Feseni
{9, 10, 12}, {10, 9, 12}.]

Dalsf tlohy si zainteresovany &tendf jisté snadno se-
stavi sdm, a tak si radéji ukédZeme daldf moznosti vyuZiti
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poznatki z kap. I. Pozorny &tenaf si jisté viiml, Ze poly-
nom vystupujicf v druhé rovmiei soustavy z ptikladu
IV.3(c) nebyl symetricky, a Ze jsme k soustavé v symet-
rickém tvaru dospéli jistymi dpravami. Uvedeme nynf
nékolik tprav, které umoZihuji fesit i ,,nesymetrické*
soustavy éi jiné, komplikovanéjsf rovnice.

IV.b. Piklady. (a) ReSme soustavu
(17) L utdv =5,
w8 4 v3 = 65,

Vyrazy na levych strandch nejsou symetrické; pouZije-
me-li viak substituce

(18) ut =z, v =1y,
bude mit soustava (17) tvar
z+y =25,
z? + y* = 65,

a tuto soustavu umfime fFeSit: zjistime, Ze mé FeSenf
{4, 1} a {1, 4}. Nyni se pomocf vztahi (18) vritime k pa-
vodnim proménnym u, v a zjistime, %e soustava (17) mé
&tyFi feSeni

{2,1}, {—2,1}, (1,4} a {—1,4}.
(b) ReSme soustavu
(19) 4y® 4 9% =5,
8ud — 270 = 9.

Také zde nejsou vyrazy na levych strandch symetrické
v proménnych u a v; pouZijeme-li vSak substituce

2u ==, —3v =y,
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dostaneme ze soustavy (19) soustavu (1). A tak najdeme
FeSeni {u, v} soustavy (19) z feSeni {x, y} soustavy (1)
pomoci vzorei

_1. 1
Y= 'TTF

(dvojice {z, y} najdeme v tab. IV.2).
(c) ReSme v oboru nezipornych &isel soustavu
(20) 6(Jw + Vo) — 5 Jww = 0,
w4+ v=13.

Zde je v prvni rovnici na levé strané sice symetricks
funkce, ale nenf to symetricky polynom, a proto nelze
uzft véty 1.5. Ale pomoci substituce

(21) z=1u, y=o
pfejde soustava (20) v soustavu

6(x + y) —bSzy =0,

24y =13,
¢ili
6e, — bey = 0,
e — 2¢, = 13.
Odtud mime
e, =05, ea=6 a e1=——1-5§-, e2=—;—:-

Druhé mo#nost v8ak nepfichdzi v dvahu, nebotf z (21)
pPlyne, Ze x i y musi byt nezdporné é&isla; z prvni dvojice
{e,, e,} dostdvame

x=2 y=3 a z=3,y=2



a z (21) plyne, Ze soustavu (20) fesi dvojice
{4, 9} a {9, 4}.

Nékteré 1lohy lze vhodnym obratem pfevést na sou-
stavy, jaké jsme zatim Fesili:

IV.6. P¥iklady. (a) Reime rovnici
(22) (22 + 17 — (22 — 1)7 = 128.
Provedeme-li naznadené umocnéni, dostaneme rovnici
12. stupné, a to neni nic p¥jemného. Jestlize viak polo-

Zime
24+ 1l=2, —(2—1)=y,

bude
x+y=2
& rovnici (22) miZeme zapsat takto:
2"+ y? = 128.

Tim jsme vSak rovnici (22) pfevedli na tlohu IV.4(d)
s a = 2 (128 = 27), a podle této ilohy méame pro x &ty¥i
mozZnosti:

xr=2, z=0, =1+il/§a. a:=1—iV§.
Reden{ rovnice (22) pak uréime z kvadratické rovnice
22=x—1,

tj. rovnici (22) fesi tyto hodnoty:

1,—1,i,—i, (1 + I)V—% (1—1i) V—%',
4 ‘
Y EE ﬁ
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(b) Resme v R rovnici

(23) 1/41+z+i/41-—-z=2.
Polozime-li
(24) a:=1/41—|—z, y=1/41.—z,
dostaneme soustavu
xt + y* = 82,
z+y=2

a ta ma tato redln4d fedeni:
{3, —1} a {—1, 3}

(zbyvajici FeSeni jsou komplexni, ovéite!). Z (24) viak
plyne, Ze ¢&sla xz i y musi byt nezapornd, a tak nem4
rovnice (23) v R Zidné Fesend.

(o) Redme v R rovnici

3
(25) VlO—z—1/3—z=1.
Polozime
3
. x=V10—z, y=—1V|3—z
a dostaneme soustavu
z+y=1,
2?4y =1,

Tu dovedeme Fesit: jejimi feSenimi jsou dvojice
{2,—1} a {—1,2},

a protoZe z = 10 — 3, zjistime, %e rovnici (25) ¥esi

hodnoty z =2 a2z = 11.
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(d) Resme v (0, 2x) rovnici
(26) sin®z + cos®z = 1.

Zde vyuZijeme zndmého vztahu sin?z 4+ cos? z = 1. Po-
loZfme-1i

T = Ccos z, y = sin 2,
dostdvame soustavu
w4yt =1,
a3+ 93 = 1;

ta m4 redlnd Fedeni {0, 1} a {1, 0} a ddle jesté komplexni
feSeni, kterd nebudeme uvazovat (zajimaji nas hodnoty
z z intervalu (0, 2x)). Dostali jsme tedy pro z rovnice

cosz =0, sinz =1
nebo
cosz=1, sinz =0,

jimZ vyhovuji v (0, 2x) jen hodnoty

k1

=5 a z=0.

2

Protoze véty 1.5 a 1V.2 ukazuji na tizkou souvislost
mezi symetrickymi funkcemi, vyrazy e, a e, a kofeny
kvadratické rovnice (R), 1ze odekavat, Ze této souvislosti
bude mozno uzit v riznych piikladech majicich néjaky
vztah ke kvadratickym rovnicim a jejich kofentm.
Uvedeme nejprve dva typické piiklady a pak jedno
takika zfejmé tvrzenf.

IV.7. Pifklady. (a) Sestavme kvadratickou rovnici,
jejimiz kofeny jsou osmé mocniny kofeni kvadratické
rovnice
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(27) 2—t+7=0.
Necht mé hledand kvadraticka rovnice tvar
(28) 24 pt+ g = 0;

méme tedy urdit koeficienty p, ¢q. Mohli bychom postu-
povat mechanicky: urdit kofeny =z, y rovnice (27)

[je z = % (1+i3)3),y = 5-(1—i 3V§)], vypotitat
x® a 9° a poloZit pak

p=—+9), g=2.9.

My vSak z a y vibec poditat nemusime: pouZijeme-li
toho, fe x +y =¢, = 1, z.y = ¢, = 7, a tabulky 1.1,
zjistime, Ze

q = (xy)® = e§ = 7® = 5 764 801,
=—(@* + %) = —s8; = —(@ — Befe, +
+ 20efez — 16elel + 2¢3) = —239,
takZe hledand rovnice ma tvar
t* — 239 + 5764 801 = 0.

(b) Sestavme kvadratickou rovnici, vime-li, Ze pro jeji
kofeny =z, y plati

(29) 2249y =0, 2*+2y+y?=86.

Opét bychom mohli spodftat dvojice z, y, které sou-
stavu (29) fesf; my vSak vime, Ze kvadratickd rovnice
uz je urdena &sly e, = x + y a e, = xy; metodou, kte-
rou jsme pouzivali na zaditku této kapitoly, zjistime, Ze
existujf tf1 dvojice {e,, e,} : {0, —6}, {3, 3} a {—3, 3}, tak¥e
nasi tlohu Fesf ¢#7 kvadratické rovnice:
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2—6=0, {2—3t+3=0,
243+ 3=0.

[Ctenat si jistd uvédomil, Ze tilohy tohoto typu jsme pri-
bézné fedili v pfikladech IV.3 i v tlohdch IV.4; neformu-
lovali jsme je oviem tak explicitné jako v pfedchazeji-
cich prikladech, protoZe konednym cilem bylo nalezenf
kotent a sestaveni kvadratické rovnice bylo jen jednou
etapou.]

IV.S. Véta. Budie e,, e, dand redlnd &isla. K tomu, aby
Fedent xz, y sousiavy

(S) z+ Yy =é&,

TY = €y
byla redlnd &isla, je nuiné a staét, aby platilo
(30) e% - 462 g 0.

K tomu, aby &isla z a y byle nezdpornd, je nuiné a stadt,
aby vedle (30) platilo jesté

e, =0, e, = 0.

Dikaz plyne z véty IV.2. Podle ni jsou &isla z, y kofeny
kvadratické rovnice {2 —e;t + e, = 0, a tedy je

g=atia—de _a—ld—t
- 2 Y= 2

Tato ¢isla z a ¥ budou redlné tehdy a jen tehdy, bude-l
diskriminant e} — 4e¢, nezdporny, a to je nerovnost
(30). — Také druhé tvrzeni véty plyne ihned z (S) a z (30):
pienechdvame je -Stendfi, ktery miiZe najit inspiraci
i v prikladu IIL.8.
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Posledni véty mizeme vyuiit opét k FeSen{ riznych
tloh. Uvedeme jich nékolik na ukizku.

IV.9. Pfiklad. Necht jsou x, y dvé nezaporni &isla.
Jaky je vztah mezi tfetf mocninou jejich aritmetického
priméru a aritmetickym primeérem jejich tfetich moc-
nin ?

Znamens, to, Ze musime porovnat &sla

2+ y) 2 4y
[2) T

2 b
. 1 ., 1 | S .
tj. tisla g s=5 (e} — 3e,e;). Pro jejich rozdil
platf
1 1 3 3
?eg——z'ei + g el = —?61(95—492) =0,

nebot ¢, = 0 (¥isla z, y jsou nezdporné) a podle (30) je
také e — 4e, = 0. Plati tedy

sty 2+
(2=
(viz téZ [1], str. 94, vzorec (II1.40) pro r =1, s = 3).

IV.10. Pfiklad. Jaké maximalni hodnoty nabyv4 funk-
ce

F(a, y) = zy(x — y)*%,
jestliZe redlné proménné z, y spliiuji podminku z + y =
= 8?
Funkéni hodnotu F(z, y) miZeme zapsat takto:
F(z,y) = e5(8,— 2¢,) = ey(e] — 4e,);
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zavedeme-li oznadeni
(31) e} —de, =1,
je pfedeviim ¢ = 0 (podle vzorce (30)) a

(32) ey = % (et —1),

takze
1
F(z,y) = ik (e —1).

VyuzZijeme-li jest8 toho, e x 4 y = ¢; = 8, mame
F(z, y) =71-t(64—t) = %—(—t’ + 64¢) =
= —i— [— (¢ — 32)% + 1024] = 256 — % (¢t — 32).

A odtud uZ je vidét, Ze
F(z, y) < 256

a %o své maximalnf hodnoty — tj. hodnoty 2566 — na-
bude F(z, y) pravé tehdy, bude-li { = 32,

A zajfma-li nds navic, pro které hodnoty z, y dosdhne
funkce F(z, y) uvedeného maxima, stadi vyuzit vztahu
(31) a Fesit soustavu

‘ ef - 4-e2 = 32’
e = 8;
zjistime, Ze dvojice z, y jsou kofeny kvadratické rovnice
22—8z2+8 =0,
tj. F(z, y) = 256 pro dvojiciz = 4 + 2]/2, y = 4 —2]/2
a pro dvojiciz = 4—2|/2,y = 4 + 2V2.
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IV.11. Poznimka. Obrat, ktery jsme pouzili v pfedcha-
zejicim piikladu, totiZ zavedeni nezaporného ¢&isla ¢
podle (31) a vyjadieni e, pomoci e, a ¢, viz (32), nebo
naopak ef ve tvaru

(33) e = 4e; 1 ¢,

se dé u tloh tohoto typu dasto vyuiit. Uvedeme jesté
dvé ukazky.

IV.12. Piiklady. (a) UkdZeme, Ze pro libovolnéd nezi-
porné ¢&isla z, y plati

(34) 2t + 22% + 223 4+ yt = 6z,
Pouzijeme-li tabulky I.1 a vzorce (33), bude
2t 4 22% + 2z2y° 4+ y* — 62%y® = 2% 4 ¥t + 2xy(x? 4+
+ y?) —6(zy)®* = 8, + 2e;8, — 6e] = € — defe, +
+ 2¢8 + 2¢4(e? — 2¢,) — 66 = e} — 2¢%e, — 8¢ =
= (dey + t)? — 2e4(dey + t) — 8e2 =12 + 6Gegt = 0,

nebot podle véty IV.8jet = 0ie, = 0.
(b) BudiZ a > 0. Platf-li pro reilna &isla z, y vztah

(35) z+y=a,
pak je
(36) 2+ 2 = % al.

PouZijeme-li totiz tabulky I.1 a vzorce (32), je

1
Byt =2 =d—2(F—0) =
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——2-61 + 7‘ 2—2- €1,
nebot podle véty IV.8 je ¢ = 0. Nerovnost (36) nyn{ ply-
ne z pfedchozi nerovnosti a z nerovnosti (35), podle ni% je
e = G.

IV.13. Ulohy. (a) Dokaizte, Ze za predpoklada ptikladu
IV.12 (b) plati

1
ot +yt =4 at,

1 a
= 128

1
— a'® atd.

T8 | ylo >
(b) DokaZte, Ze pro libovoln4 realn4 éisla z, y plati
zt + yt = 2% + xy,
' a® + yt = zby + xyf,
2+ y® = 2y + 2y,

a rozhodnéte, zda analogické nerovnosti platf i pro vyssf
hodnoty exponenti. (Viz téZ poznémku IV.14.)
(c) Dokazte, %e pro kladné &sla z;, z,, .. ., =, platf

1
37) (@ 4 2t ...+ 7) {—+ +. +x—] >,
(Viz té% poznamku ITI.11.)
Ndvod. DokaZte nejprve, Ze pro kladna &fsla z, y plat
A A
(38) i =2,

a to pomoci véty IV.8; pak provedte v (37) rozndsobenf
a vyuZijte nerovnosti (38).
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IV.14. Poznimka. Pfedpokladdme, Ze ¢tendf si pied-
chézejicf dlohy vyFesf pomoci véty IV.8, ale fada z vyse
uvedenych nerovnosti se d4 dokézat i jinymi metodami,
bez pouZiti teorie elementirnich symetrickych funkef.
Tak t¥eba nerovnost (37) je v [1] dokdzana dvojim zpa-
sobem (z toho jednou pomoci Cauchyho nerovnosti); ne-
rovnosti z Glohy IV.13 (b) plynou pro zménu zase z Hol-
derovy nerovnosti

Ty + Ty < (F + 28)V2(yf + 99",
kdep > 1,9 > 1, —;- +% = 1 (viz [1], str. 72): Zvoli-

me-li totiZ o, = 2%, , = 93, 4y, = Y, Y = %, p = -

a ¢ = 4, dostaneme prvn{ z nerovnost{ v Gloze IV.13(b).

Uvedli jsme zatfm ndkolik ukézek, jak lze elementar-
nich symetrickych funkef ve dvou proménnych vyuZit
k feSeni Fady tloh. Nejsou tim pochopitelnd vyderpiny
viechny moZnosti jejich pouZiti: 1ze pomocf nich doka-
zovat rizné identity, upravovat sloZité algebraické
vyrazy, fedit specidlni algebraické rovnice vyssich ¥adua
i rtzné specidlni rovnice, zkoumat Fesitelnost riznych
soustav rovnic atp. Uvedeme proto spiSe namétkou
a pro ilustraci nékolik pfikladd, z nichZ posledn{ ukazuje,
Ze i poznamka 1.7 o jednoznaénosti polynomu @, urde-
ného symetrickym polynomem P, mé svij vyznam.

1V.15. Piiklady. (a) Platf tato identita:

(39) (z+y)f—2*—y° =bzy(z + y) (2" + 2y +
+ 7).
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Levou stranu lze totiz psit ve tvaru e} —g; = e} —
— (€§ — bele, + 5e,ef) = 5e,eq(e? — e,), a-poslednf vyraz
je roven pravé strané v (39).

(b) Zjednodusime vyrazy

@+yr—a—y @ty —aT—y
@+ yP—a®—y? +y)P—2*—y°

Prvni vyraz maZeme zapsat ve tvaru

e — 35
e —s,

a pomoc{ tabulky I.1 dostaneme, Ze se rovna
5 5
3 Ed—e) =5 @ +ay+y?);
podobné ukiZeme, Ze druhy vyraz je roven
L (t—e) = — (@t + xy + y?)
5t ¥ 5 :
(c) Najdeme celodfselnéa FeSeni rovnice

(40) 24y 41 =3azy:

Rovnici miZeme zapsat takto: 8, + 1 = 3e,, &ili
el — 3ee, + 1 = 3e, &ili

(62 + 1) (ef —e; + 1 —3e;) = 0.
To tedy znamenqﬁ, Ze je bud

61 + 1 = 0
nebo

(41) e—e +1—3e =0.
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Prvni eventualita znamena, %e ¢, = —1 ¢&ili x +y =
= —1, a to diavd nekoneéné mnoho dvojic FeSenf rov-
nice (40), totiZz dvojice tvaru

(42) {k, — (k + 1)}, Fkcelé.
Vysettujme tedy rovnici (41): Podle vzorce (30) je

1
—ey = —7 e, a tedy je

ef—e +1—3¢e =ef—e, + 1_'7::‘e§=
1

= —4— (81 — 2)2.

Nutnou podminkou pro platnost rovnice (41) je tedy
platnost vztahu
(e, —2)? =0¢dilie, = 2,¢8iliz+y =2,
co% ddvé opét nekonednd mnoho dvojio tvaru
{k, 2 —Fk}, k celé.
Ale dosazenim téchto dvojic do (40) nebo do (41) zjisti-
me, Ze jedind dvojice {1, 1} vyhovuje rovnici (40). Od-
povéd tedy zni: rovnici (40) fesf celodiselné dvojice
z=k y=—Fk+1), kecels,
o
z=1, y=1.
Zajimaji-li nas jen kladné celodiselnd FeSenf rovnice
(40), existuje jediné: z =y = 1.
(d) Soustava t*{ rovnio

(43) zr+y=a,
a4+ y* =b,
2 4y =o
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pro dvé nezndmé x, y (a, b, ¢ jsou dani &isla) je pfeurdend
a nemusi mit vidy fefeni. Najdeme tedy podminky na
8sla a, b, ¢, za nichZ je soustava (43) feSitelnd v oboru
komplexnich é&fsel:

Utijeme-li tabulky I.1, miZeme na8i soustavu zapsat
takto

e, =a, e—2,=05b, e —3¢e, =c.
1
Jetedy e, = - (a® — b) a z t¥eti rovnice dostaneme hle-

dany vztah mezi éisly a, b, ¢: musf byt

a®—3ab 4+ 2¢ = 0.
(e) Rovnice

(44) 24 445 — 104 + 42 + 1 =0

je rovnice osmého stupné, a ty neumime obecné fesit.
Nase rovnice je viak v jistém smyslu symeirickd: ma
stejné koeficienty u (8 i {° (totiZ 1), u 71 #! (totiz 0), u ¢®
i#? (totiz 4) a u #° i ¢® (totiz 0). MuZeme proto provést
jisty obrat hodfci se i na rovnice vyssich (ovSem sudych)
stupiid, které maji obdobnou vlastnost symetrie koe-
ficientt: vytkneme ¢* a mame

tﬁ[t‘ + 42— 10 4+ %4_ 714] =0
&ili
(45) 2 [[t‘ + ?14—] + 4[t2 + %]— 10] =0

(snadno se presvédéime, Ze ¢ = O neni kofenem nasf

vychozi rovnice). Oznadme nynf ¢ = z, —:—— = y. Pak je
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a z tabulky I.1 mdme
2 1 2 3 1 3
t +—‘;=91_‘2, t +F=31_3611
1
t‘+F=e‘{—4e§+2

atd. Specidlnd dostdvime z (45) rovnici &tvrtého
stupné o neznamé e, [tedy rovnici polovi¢ntho stupné, nez
byla ptivodni rovnice (44)]:

t9ef —4e2 + 2+ 4(e2—2)—10] =0
&ili -
t4[et — 16] = 0.
Jejf kofeny dovedeme najit:

e =2, e =—2, ¢ = 2i, ¢, = —2i.
Zbyva tedy vytesit éty¥i kvadratické rovnice
1
¢ + T =6,

z nichZ najdeme osm kofent rovnice (44):
1, —1 (oba dvojndsobné), i(1 + 2}, i(1 —V/2), i(—1 +
+ 12), i=1) —2).

(f) Rovnice
(46) 1028 4 45— 4742 — 4T3 + 2+ 10t = 0

nemd vlastnost symetrie (tj. stejné koeficienty u ¢ i ¢,
t5 i ¢! atd.), ale da se zapsat ve tvaru

51065 4 88 — 4713 — 472 4 ¢ 4~ 10) =0,
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z dehoZz je patrny jiz jeden kofen rovnice (46): ¢ = 0.
Zbyva tedy vyteSit rovnici
(A7) 108 + 48— 4T — 4T+ ¢+ 10 =0,

ktera vlastnost symetrie (tj. stejny koeficient 10 u ¢5
i#°, stejny koeficient 1 u %1 ¢! a stejny koeficient —47
u £3 1 %) uZ ma. Rovnice (47) je lichého stupné, a snadno
ge piesvédé&ime, Ze kaZda rovnice lichého stupné s uve-
denou vlastnost{ symetrie ma kofen ¢ = —1. MiZeme
tedy psit (47) takto:

105 4 ¢4 — 476 — 472 + ¢ + 10 =
= (t + 1) (10 — 9 — 382 — 9¢ + 10) = 0,
a zbyvé FeSit rovnici étvrtého stupné
1044 — 9¢° — 382 — 9¢ 4 10 = 0.

Ta je opét symetrickd a mé sudy stupefi, proto mifeme
postupovat jako v pfikladu (e): zapiSeme ji ve tvaru

ﬁ[lo[c2 +712—]—9[t + —:—]—38] =0

£2[10(e2 — 2) — 9¢, — 38] = 0,

&ili
Sili
t3[10e? — 9¢, — 58] = 0.

Kvadratickd rovnice v hranatych zdvorkich ma kofeny
29

ey =—2,¢ = 3o’ takZe zbyva Fefit dvé kvadratické
rovnice

1 1 29

— _2 —_——_————
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Nakonec zjistime, Ze pavodni rovnice (46) ma tyto ko-
Feny: 0, —1 (trojnasobny), g— &

IV.16. Pifklad. DokaZeme toto tvrzeni: Plat{-Ii pro
éisla z, y, u, v veiahy
(48) x+y=u+wv,

x4 y? = ud + o2,

pak platt pro kaZdé pFirozené &islo n vztah -
(49) ™+ = ur 4 .

Oznatme

e,=¢+y, e, =2y, e =u-+v, g =uv.

Ze vztaht (48) vyplyva fee =e} a e1 — 2¢, = &% —
— 263, &ili také e, = 3.

Je-li nyni P(z,y) libovolny symetricky polynom
v proménnych z, y, existuje podle pozndmky I.7 jedno-
znaéné uréeny polynom @ takovy, Ze P(z, y) = Q(e,, e;).
ProtoZe polynom @ je uréen jednoznaéng, je P, v) =
= Q(e}, €3); ale ¢} =e¢,a €] = e, a tedy je Q(e}, ) =
= Q(ey, e,) &ili
(50) P(z, y) = P(u, v)

pro kazdy symetricky polynom P, a specidlné tedy pro
symetricky polynom P(z, y) = x* + y™

IV.17. Poznimka. P¥edchdzejici tvrzeni jsme ovdem
mohli dokézat i bez pouZit{ pozndmky I.7: P¥i oznaden{
z pitkladu IV.16 plyne z (48), Ze

e, = e} a e, = €3,



To vSak znamend, %e jak dvojice {z,y}, tak dvojice
{u, v} je fefenim téZe kvadratické rovnice

£2—et+e, =0 Cili 2—ejt+e; =0.

Proto je bud {z, y} = {u, v}, nebo {z, y} = {v, u} a ze sy-
metrie polynomu P uZ plyne vztah (50).
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