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Kapitola III.

SYMETRICKE FUNKCE
n PROMENNYCH

Zobecnime nyni dvahy z obou p¥edchézejicich kapitol.
Uvazujme algebraickou rovnici n-tého stupnd (v pro-
ménné )

(1) trdaprttapr 4 ... +a i+ a,=0

a oznadéme x,, T,, ..., T, kofeny této rovnice, Pak muZe-
me rovnici (1) zapsat téZ takto:
(2) t—z)(t—2x5) ... (t—wm,) =0.

Provedeme-li ndsobenf naznadené na levé strané v (2)
a porovname-li vysledek s levou stranou v (1), zjistime,
e koeficienty rovnice (1) — tj. ¥isla a,, a,, . .., @, — sou-
visej{ s kofeny z,, x,, ..., x, takto:

o, =—(2, + 2,4 ... + 2,),
@y = T,Ty + 2123 + ... + T,20 + X%y +
+ ot 2t Tag,
Ay_y = (1P Yooy ... Tyy + 125 . - Tp_oZn +
+ ot 2y . T,

a, = (—l1yPzxx;... 2,
Zavedeme-li funkce ¢, = ex(®,, Zp, ..., T) (b —=1,2,. .,
n) formuli
(3) ex = (—1)kax,
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bude tedy
4) e =z +x+ ... + Zn,
e = 1Ty + 173 + ... + Tn_yTa,s

ey = T)Ty%3 + %% + ... I Ta_gTn_ 1T,

€iy = Ty %%y .. Tay + .o+ TTyTy ... Tn,y
€, = T XpTy ... Tp.

Zduraznéme, Ze k-t4 funkce e je polynom tvoreny sou-
étem viech moZnych soudini tvaru

xhzg....x‘k,kdel §1,1<1:2< e <’l:k én.
Odtud plynou dvé daleZité skutednosti:

(a) Polet séitanct v k-té funkei e je roven &lslu

(%)
k

(b) Funkce e, majt vlasinost symetrie: nezméni se, zmé-
nime-li jakkoliv pofadi proménniyjch z,, x,, . .., Ty.

Proto je budeme nazyvat elementdrnimi symetrickyms
funkcems.

ITL.1. Definice. Funkei f(z,, z,, ..., 2;) n proménnych
nazveme symelrickou funkc{, nezméni-li se pfi jakékoliv
zméné pofadi proménnych, tj. plati-li

(5) f(xv Loy o« oy :t,,) = f(xﬁ!xiv e :t;”)

pro jakoukoliv permutaci {¢,, 45, ..., i,} &sel 1, 2, ..., n.
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Je-li funkce f polynomem (tj. soudtem funkei tvaru
arfrg .. . xon,

kde a je redlné &islo, a,, ay, ..., a jsou celd neziporns
¢isla), a ma-li vlastnost (5), nazveme ji symeirickym
polynomem.

II1.2. Piiklady. (a) Funkce ¢, z (4) jsou symetrické
funkee, a to symetrické polynomy.

(b) Funkce 2% 4 2% + ... + 22 je symetricky poly-
nom; dovedeme ji vyjadfit pomoci elementdrnich sy-
metrickych funkef ¢;, nebot

(6) 22t af+ ..+ 2=t —2e
(dokazte!).
(¢) Pro nezdporné celé éislo N oznadme
(7) sy=aof +af + ... +27;
je to symetricky polynom a plati
S =1n (podle definice),
8, =e (podle definice),

8, = et — 2¢, (podle formule (6)).
Obecns plati Waringova formule
1
(8) T Sy = Z (_l)N—a,—a,— EERRt- PN
. (o 4+ o+ ... + az—1)!

al! az! “r e a,,!

a. &,
-efiede ... €ln,

pridems? se s&ité pres viechny n-tice celych nezdpornych
tisel ay, ay, ..., a, takovych, Ze

(9) a, + 2a, + 3a3+ ... + na, = N.
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II1.3. Uloha. Pokuste se dokazat platnost formule (8).
VyuiZijte k tomu nésledujictho rekurentniho vziahu mezi
symetrickymi soudty sy:

(10) 8y = €8y —€by gt €8yg— ... +

+ (—1)¥exs,
(pritom povaZujeme za rovné nule ty séftance tvaru
(—1Y¢exsy _x, u nichz je &k > n).

Ctena¥e nyni jisté neprekvapi, vyslovime-li (bez di-
kazu) vétu analogickou vétam I.5. a IL.7.

II.4. V&ta. Ke Fkatdému symetrickému polynomu P
v proménnijch z,, Ty, . . ., Tn existuje polynom Q v promén-
nyjch ey, ey, . . ., e, tak, Ze plati

(ll) P(xlx Ty, °"1xn) =Q(61! €2y « ¢y eﬂ)'
Polynom Q je polynomem P uréen jednoznadné.

HL.5. P¥klad. Najdeme polynom @ z véty III.4 k sy-
metrickému polynomu

(12)  P(xy, g, - . ., Tn) = (2 — 2o)* + (2, — 75)% +-
+ e + (xn—l '—xn)2

(jedna se o soudet vSech vyrazi tvaru (x; — z;)?, kde
1 =i<j=n).
Provedeme-li naznadené umocnéni, zjistime, Ze

(13) P(x;,xp, ..., %) =(n—1) (22 + 224+ ... + 22)—
— 2¢, = (n— 1)8, — 2¢, = (n — 1) €2 — 2ne,
(pouZili jsme vzorce (6)). Je tedy
Qey, 35 ...y €3) = (n— 1) €2 — 2ne,.
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I11.6. Pfiklad. Vztah (13) m4 ¥adu zajimavych dd-

sledkt: Ze vzorce (12) je zfejmé, Ze P(x,, x,, ..., T,) =
= 0, a tedy je také (n — 1) e} — 2ne, = 0 &ili
(14) (n—1) et = 2ne,.

ProtoZe ze vzorce (6) plyne, Ze 2¢, = ¢2 — s,, dostavame
z (14) nerovnost
e < ns,
dili (protoze e; = 8;)
(15) @+ 2t ... + %) Snfa +2f +
TR

[Posledni nerovnost byla jako specidlni pfipad Cau-
chyho nerovnosti odvozena napf. v [1], str. 51, formule
(11.8).]

Vzorec (14) miiZeme upravit nejriznéjdim zpisobem.
Dosadime-li napt¥. e} = 2e, + 8, — viz (6), bude
n—1

—5 " S

(n—1) (2e, 4 8,) = 2ne, &ili e, < 3

ili
(16) %y + X%y + ...t Tp Ty S
n—1

P @At ).

1

Vsimneme si nynf nékolika dalifch vlastnosti elemen-
tarnich symetrickych funkei.

IIL.7. Uloha. Necht jsou viechna &isla z; riizné od nﬁly

k=12, ..., n). Ze vzorce (4) plyne, %e
BTy .. Tn | LTy ... Ty
€ny = 2, + Zon + ... +
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Ty XXy . . . Ty

Wit ad at Tl A
Ty
Z1%5%g. o Ty x—ll+xi2+ +x_l,.]
dili
enq(®y, Xy, ..., %) =
1 1 1
= e,(Zy, Tg,. - .,Tn)-€; ;1—, 3_2’ SRl .

Dokazte, fe proi =1, 2, ..., n — 1 platf

(17) en_i(®y, gy ..., Zy) =
= e,(2,, T ).e L 1
= €n\Ty, Ty, +++y Tn)- 1[2:1: xz’ ey -'l:"]'
Ndvod. Vztah (17) lze snadno dokizat pfimo — stadf si
oy 1
uvédomit, Ze e (), Ty, - . -, Ty) = Ty Xy ... T, & ZE ¢ [a:_'
1
L, R L] je soudet viech vyrazl tvaru
xa z"
1
——kdel =k <k <...<k=n
T, Lpy - - - Ty

(]

Lze viak vyuZit té2% souvislosti mezi funkcemi e¢; a kofeny
jistého polynomu: Ze vztahti (1) a (3) plyne, Ze &isla

%y, &y, ..., Ty jsou kofeny polynomu P, v proménné ¢,
daného vzorcem
(18) Pt) =tr—etrl fer2— ... +

+ (1) et + (—1)"en;
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zde je e; = ei(xy, xy, ..., %,). Polynom @, v proménné g,
dany vzorcem

0uls) = P ),

mé tudiZ kofeny ,i, ;1—, ce :z:i a jeho koeficienty jsou

1 2 n
(se stFidajfcim se znaménkem) symetrické funkce
1 1 1

— — — iisty !

e.[xl, PR 2..] (s jistym nédsobkem!).
Soudasnd vsak jsou koeficienty polynomu @, uréeny
koeficienty polynomu P,, a porovninim dostaneme
vztahy (17). [Pozor: u polynomu P, je podstatné, Ze
koeficient u {* je roven jedné; proto je t¥eba piislusné
upravit i polynom @,!]

I11.8. P¥iklad. DokédZeme toto tvrzeni: Funkéni hod-
noty funkee e; = elz,, z,, ..., %,) jsou kladné, prdvé kdyé
vdechna &isla ; jsou kladnd (1 = 1,2, ..., n).

(a)Jeliz; > 0 pros =1, 2, ..., n, plyne ihned ze
vzorcl (4), Ze takée; > Oproi = 1,2, ..., n.

(b) Necht je e; > O proi =1, 2, ..., n. Cisla z; jsou
kofeny rovnice

(19) tr—evt fetrr— ...

+ (—1)*teayt + (—1)ren = 0;
vyndsobfme-li tuto rovnici éfslem (—1)*, maZeme psit
(—t + e —t T+ e(—t) 2+ ...+
+eng(—t) + e =0

neboli po substituci s = —¢

(20) st et des 24 ... 8t 6 =0.
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Tato poslednf rovnice mé kofeny y; = —z; (1 = 1, 2,

.., n). Zadny z téchto kofeni nemtiZe byt nezépor-
ny, nebot po dosazeni nezidporného &fsla ¢ do levé strany
v (20) dostaneme kladné &islo a nikoliv nulu (vSechna
e; jsou kladni). Musi tedy byt y; < 0 &ili —=z; < 0, ¢ili
z;,>0prot=1,2,...,n

ITL.9. Pifklad. Necht jsou é&isla z; kladna. Pak platf
(21) exy.expu—eE<Oprok=12 ..., 2—1;
zde klademe \
(22) eo(®y, Zg, ..., ) = 1.

Pozdéji (viz tlohu VI.4) ukiZeme, Ze vztah (21) je
disledkem obecnéj$f nerovnosti; proto zde pouze na-
znadime myslenku pfimého dikazu nerovnosti (21):
Stadf si uvédomit, Ze typickym &lenem ve vyrazu
€x 1€k — € bude vyraz

(23) xza:§ ka_H_lxk_“_z ooe Tpgi ('i < k).

Tento vyraz vznikne jednak ze soudinu ex_,e;.;, jednak
ze soudinu ex.ex = ¢. V prvnim ptipads se bude na levé

strané vzorce (21) vyskytova,t[ 2 ]kra.t nebof z 2¢

»volnych® &initeld x_iyy, Zroire, .. Tuys 12 1 — 1 8-
niteld volit z ex_; a zbyvajici pak pat# do ex,,; takovych
moZnost{ mame { i 1] Ve druhém piipadé se bude
vyraz (23) vyskytovat na levé strané vzorce (21)
2: krat (a bude mit znaménko minus), nebot ¢ &initeld

z 24 poslednich lze volit z prvého e, a zbyvajici pak pati
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do druhého ¢;. Kladné &islo (23) tedy bude na levé strand
vzorce (21) opatfeno koeficientem

) 2!

’

ktery je zdporny. Na levé strané v (21) je soudet zépor-
nych ¢&fsel, a tim je nerovnost (21) dokazéna.,

IIL.10. Uloha. Dokaste: Je-li . >0 pro k=1, 2,
...,m,pakprol < i <j < n platf

(25) €16 < e8j_y.

Ndvod. Uzijte nerovnosti (21), kterou zapiSeme ve tvaru

€x—1 2
<
€x €k+1

postupnéprok =1,2,...,¢,...,4, ...,n— 1.

II1.11. Poznimka. Zvolfme-li v (25) 1 = 1 a j = n,
dostaneme vzhledem k (22) vztah

(26) en < €1€n_1.

Vztah (26) jsme odvodili z (21), a uZ p¥i dikazu této
nerovnosti jsme vidéli, Ze je velice ,,nepfesna‘’, Ze rozdil
mezi ex_,ex,, & €; je nejen zaporny, ale dokonce v absolut-
ni hodnoté ,,velky‘* — viz (24). A tak se asi dopoustime
velké chyby i pfi odhadu (26). Skutednd: uZ jen pros-
tym pohledem na souéin e.e,_, je vidét, Ze bude platit
lepsf odhad neZ (26), totiz odhad

(27) €16n_y > Ne,,
odkud (26) uZ plyne. A ani tento odhad neni nejlepsi:
plati dokonce
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(28) €16n- = Nle,.

Dikaz nerovnosti (28). Vyjdeme z nerovnosti

(29) (@t 2zt ..+ ).
(Lt 1Yo e
[m—l-l-;z— ...+x—”]_n.

(viz napk. [1], str. 29 nebo str. 52). Pfevedeme-li zlomky
v druhém é&initeli na levé strané nerovnosti (29) na spo-
le¢ného jmenovatele, bude mit tato nerovnost tvar

el.&‘— = n?,
€n
a to u je (28).
II1.12. Uloha. Doka¥te, %e pro kladns &sla x; platf

2
(30) e,,e,._,,g[:] e, k=12 ...,n -1,
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