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Kapitola II.

SYMETRICKE FUNKCE
TRIi PROMENNYCH

Uvazujme kubickou rovnici
(1) B +att4bt-c=0

a oznadme z, ¥, z kofeny této rovnice. Pak mtZeme rov-
nici (1) zapsat téZ takto:

(2) ¢t—2)¢—y)(t—2) =0.
Roznasobime-li dvojéleny na levé strané v (2) a porov-
name-li vysledek s levou stranou v (1), zjistime, Ze
koeficienty rovnice (1) — tj. &isla a, b, ¢ — souviseji s ko-
feny =, y, 2z takto:

a=—@+y+2),

b=oy+ yz+ 2z,

c = —=xyz.

Zapisme tyto Viétovy formule jestd trochu jinak: misto
a piSme —e,, misto b piSme e, a misto ¢ piSme —e,.
Pak je

3) e =x4+y+ 2,
e, = xY + yz + 2z,
ey = xYZ.

Funkce e,, ¢,, e; t¥i proménnych x, y, 2 maji opét vlastnost
symelrie: nezmén{ se, zménime-li jakkoli pofadi promeén-
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nych z, y, z. Budeme je — analogicky jako v pfipadé
dvou proménnych—nazyvat elementdrnims symetrickymsi
funkcems.

IL.1. Definice. Funkei f t¥#i proménnych z, y, z nazveme
symeirickou funkci, nezméni-li se pfi jakékoliv zméné
potadi proménnych, tj. plati-li

(@) f,9,2) = [0, % 9) = 5, 2,2) = 19, 2 2) =
= f(z, z, y) = f(2, y, ) pro viechna x, y, ze R.

Je-li funkce f polynomem (tj. souétem funkei tvaru
axkytzn, kde a je realné &fslo, k, [ a m jsou celd nezaporna
tisla) a ma-li vlastnost (4), nazveme ji symetrickym poly-
nomem.

I1.2. PFiklady. (a) Funkee ¢,, ¢,, €5 z (3) jsou symetrické
funkce, a dokonce symetrické polynomy.

(b) Funkee ? + y* + 22, ((e*))r,sin (¢ + y) + sin (y +
+ 2)+sin(z2 4+ 2), (*+ y) (y + 2) (z + x) jsou syme-
trické funkce.

(c) Funkece zy 4+ yz 4 222, zy®z, vy + yz jsou polyno-
my, ale nejsou symetrické (dokazte!).

(d) Vyraz z? + y® + 22 je dokonce symetricky poly-
nom; dovedeme ho vyjadfit pomoci elementdrnich sy-
metrickych funkef ¢,, ¢,, e,:

(5) o+ 42+ 2 = (3 +y + 2 — 2ay — 2yz —
— 22 = € — 2e,.

(e) TotéZ plati pro symetricky polynom z?y 4 zy* +
+ 2% + x2® + y*z 4 y2*: Je totiz

(6) 2%y + xy? +x2z+xz2+y’z+yz’—(zy+xz
+y2)e+ (ey +yz +x2)y + (22 + yz +
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+ay)z—dwyz = (ay + gz + @) (@ 4y +
+ 2) — 3xyz = e,e, — 3e,.
(f) Totéz plati pro symetricky polynom z® 4 3® + 23:
2+ Yyt 2= (x+ y + 2)° — 3% + 2y® +-
+ 22z + 2% 4 y%z2 -+ y2?) — 6xyz;
uzijeme-li nynf formule (6), je
(7) 2 4 y® + 2° = e] — 3(e,6, — 3ey) — bey =
= &} — 3Be,e, 1+ 3ey.

(g) Totéz plati pro symetricky polynom z2yz | xy?z +
+ xy2?:
(8) o?yz + 2’z + 2y =2y2( -y + 2) =
= elea .

(h) Totéz plati pro symetricky polynom z%y? - y222 |
+ z2x%:

zyP + yi2t 4 2%t = (vy + yz + ) —
— 2x%z + 2y + xy2?) = €3 — 2e.6,;
pfitom jsme vyuZili vzorce (8).
I1.3. Uloha. Ozna&me pro ptirozené &fslo n
(9) 8y = 2" + Y™ + 2.

Ukaizte, Ze tyto symetrické polynomy lze vyjadfit po-
mocf elementirnich symetrickych funkef e,, e,, e,.

Ndvod. V ptikladech I1.2(d) a (f) jsme pHmym vypodétem
nasli vyjadfeni pro s, a s,:
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8, = &2 — 2e,,
83 == e} — 3e,e, + 3e,.

Metodou pfimého vypoétu lze postupovat i dale a po-
stupné vypoditat s,, s;, s, atd. Tak je napi.

8, = el — dele, + 268 4 4dese,;

tento postup vSak neni nejlepdi, vyhodnéj#i je pouZitf
rekurentnt formule

(10) 8n = €18n_3 — €8p_p + €39:_3.
(DokaZte platnost této formule!)
I1.4. Poznimka. Je-li P(z, y, z) symetricky polynom
t#{ proménnych, je vyraz
H(z,y) = P(z, y, 0)

symetricky polynom dvou proménnych z, y. (Dokaite!)
Polozime-li ve vzorcich (3) z = 0, bude

(11) g =x+y+0=x+y,
ey =2y + y0 4 Oz = zy,
eg =zy0 =0,

a specidlnd jsou tedy prvé dvé elementirni symetrické
funkce e,, e, stejné jako v pfipadé dvou proménnych.
Dosadime-li z (11) do (10), bude

Ip = €184 — €98,3,

a to nenf nic jiného neZ rekurentni formule (9) z kapi-
toly I (pro z = 0 je totiz 8, = 2" 4 y*» 4 O* = 2» 4 ym).

Odtud je vidét, Ze fadu vysledku platnych pro sy-
metrické funkce dvou proménnych lze odvodit z vy-
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sledkii pro symetrické funkce t¥f proménnych speciilni
volbou z = 0.

I1.5. Waringova formule. V kap. I jsme uvedli formuli
pro pfimé vyjéd¥eni symetrickych soudtd s, = an + y»
pomoci elementirnich symetrickych funkef ¢,, e, — viz
odst. I.4, formuli (10). Také pro souéty s, = a* + y» +
+ 2z plati takova formule:

1 1
=2 - (n —3)!
._(1!,——2)!1!_0T61 2ez+meﬁes+
(n—3)
Tt m—nrzror 4 ‘et —
m—4! .
_mel Seses + ...
séftajf se vyrazy tvaru
(13) (—1p—ep-y 8T BAY DL 0gyy

al Byl
plitemz se s&ftd pfes viechny trojice celych nezépornych
isel «, 8, y takovych, Ze

(14) «+ 28+ 3y =n.

Doporuéujemé &tenafi, aby se pokusil formuli (12)
dokézat a aby ji porovnal ve smyslu pfedchézejici po-
zndmky s formulf (10) z kap. I.

I1.6. P¥iklady. (a) Vyjddiime s, pomoci Waringovy
formule (12). Pro # = 4 m4 rovnice

a4 2843y =14



(s nezndmymi «, 8, ¥ z mnoZiny viech celych nezapor-
nych &fsel) celkem &tyFi fefend, takie na pravé strané
(12) budou é&tyti séitance. Tato feseni a jim odpovidajici
koeficienty podle (13) vypadaji takto:

3! 1
= = =0 (—]1¥48% —— — -
1) a—4’ﬂ 0:')’ 0)( l) '4!0!0' 4’
2!
—3 == == t{— 4-1 —_—  —
2) «a=2,8=19y=0;(-—1) 211101 1,
1!
3 a=Lp=0y=bLE " gy = L
1! 1

4) a=0,ﬂ=2,y=0; (—1)4_2 mr=?°
Podle (12) je tedy
1

1 1
2= Te‘{_egez + eey + ?eg

(porovnejte s formuli pro s, v tloze 11.3).
(b) Vyjadiime s;. Rovnice

a+284+3y=5

a B y koeficient
1

5 0 0 5

3 1 0 —1

2 0 1 1

1 2 0 1

0 1 1 —1

Tab. I1.1
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mé pét Fefenf, kterd jsme uspofidali spolu s koeficienty
podle (13) do tabulky II. 1. Z (12) tedy plyne, Ze

28 4 % + 2% = e — Bele, + Sele, + 5e,ef — Beyey.

Vsechny piiklady, které jsme v predchizejicich od-
staveich uvedli, ukazuji, e n8které symetrické poly-
nomy P(z, y, z) lze vyjadfit pomoci polynomu Q(e,, e,,
¢,) v proménnych e,, e,, e,, tj. jako soudet funkef tvaru
aetele?, kde a je redlné éislo, k, [ a m jsou celd nezdporna
¢isla; mame pak

(15) P, y,2)=Qx+y+zxy+yz+
+ zz, 2yz).

A podobné jako u symetrickych polynomi dvou pro-
ménnych majf tuto vlastnost v§echny symetrické poly-
nomy v proménnych z, y, z. Plati totiZ nisledujici ana-
logie véty 1.5:

IL7. V&ta. KaZdyj symetricky polynom v proménnijch
z, ¥, z lze vyjddFit jako polynom v proménnych e, = = +
+ Ytz e =25+ yz+ 2w, ¢y = 2Y2.

Dikaz je opét myslenkovd jednoduchy, je oviem po-
nékud pracngjdi nez v piipad® dvou proménnych.
Naznaéime zde postup, z néhoZ je patrno, jak se poly-
nom @ z (15) k symetrickému polynomu P sestrojf,
a podrobné ovéfeni pfenechime dtenafi.

ProtoZe polynom P(z,y,z) je symetricky, obsahuje
8 élenem z*ylzm té% viechny é&leny vzniklé zéménou pro-
ménnych; obsahuje proto nisobek vyrazu

(16)  Siim = 2Hyiem + atymd + Tyt + alymt +
+ amyket 4 amylek,

20



Necht je tfeba m nejmensi z &isel k, I, m, tj. necht je
k=m,l =m.
Pak je
(A7) Seim = (@y2)™ (@Fmy ™ + G 4
4 gyt - glTmkm L gkomplom L giomgkom) —
= (Y2)™ Sk—m.1-m. o-

Dile je pro libovolna celd nezdpornd &fsla «, 8
(18) Sa.ﬂ.o = 8a8p — Sa48,

kde s, jsou souéty z dlohy IL.3, tj. s, =2 + y” + 2*
(pro ¥ = 0 klademe s, = 3). (DokaZte platnost formule
(18) jako cvideni!)

Nakonec je tedy

(19) Sktm = (TY2Z)™ (Sk-m 81—m — Sk41-2m) =
= e?(sk-m 8_m — 3k+l—2m) s

a protoZe podle tilohy IL.3. lze soudty s, vyjad¥it jako
polynomy v proménnych e,, e,, e;, plati totéZ i o vyra-
zech Sk.l.m-

Tim vsak je véta dokdzana, nebof symetricky poly-
nom P(z, y, 2) je soudtem vyrazi tvaru aSy,,, kde a je
realné &fslo.

IL.8. Pfiklady. (a) Vyjadiime pomoci elementirnich
symetrickych funkei polynom

Pz, y,2) = (x + y) (x + 2) (y + 2),

ktery je symelricky. PouZijeme-li oznafeni z dikazu
véty I1.7, zjistfme po roznésobeni, Ze

P(x, y, 2) = Spa0 + 22yz = 838, — 85 + 263 =
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= (6] — 2¢,) e; — (e} — e, + 3es) + 2¢5 =
= elea I ea .

[Pouzili jsme vzored (18), (5) a (7).]
(b) Pro symetricky polynom

Plx,y,2z)=@+y—2)@—y+2)(—r+y+2)
je po rozndsobeni
P(z,y,2) = —(@* + y* + 2°) + Spp0— 22y2 =
(20) = —83 1 88, — 83— 2¢3 =
= —2(e} — 3ese; + 3ey) +
+ (et — 2¢,) e, — 24 = —e€} + 4e,e — 8ey.

(¢) Uréime obsah p trojihelnfka, zndme-li jeho obvod,
soudet &tverc stran a soudet tfetich mocnin stran:
Oznadime-li délky stran trojihelnika pismeny z, y, z,
zname tedy s,, s, a 8,. Podle Heronova vzorce je

G G
=l/&. (=tyt?) @—ytz Ety—2 .
2 2 2 b} ;

vyuZijeme-li pfedchazejictho piikladu, je podle formule
(20) (2. Fadek)

s
(21) = V'l_:;‘ (8281 — 285 — 2¢y).
Zbyva jesté vyjadiit e; pomoci 8,, 8, a s5. Ze vzorci

31 = el,
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8, = €2 — 2e,,
8y = e} — 3e,e, + 3e,

zjistime, Ze

z (21) pak plyne
_1 623, — 88,8, — &} .
P= 3

IL.9. Poznimka. Na zavér této kapitoly dodejme, Ze
polynom Qe,, ¢,, e;), ktery odpovidd symetrickému po-
lynomu P(z,y, z) tak, aby platil vztah (15), a jehoZ
existence je zarudena vétou II. 7, je urden jednoznaéné.
Viz té% poznémku I.7.
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