O nahodé a pravdépodobnosti

11. kapitola. Ndhodné veli¢iny

In: Adam Plocki (author); Eva Machac¢kové (translator); Vlastimil
Machacek (illustrator): O ndhodé a pravdépodobnosti. (Czech).
Praha: Mlada fronta, 1982. pp. 142-155.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/404040
Terms of use:

© Adam Flocki, 1982

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of
any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for

electronic delivery and stamped with digital
V signature within the project DML-CZ: The Czech Digital

Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/404040
http://dml.cz

11. kapitola

NAHODNE VELICINY

11.1. V0D

Vysledky ndhodnych pokust jsme kédovali riznym
zpilisobem. Pomocf &fsel, bodu i n-tic. Nejéastéji je bu-
deme spojovat s &sly.

Priklad 11.1. Pfi klasické h¥e o penize se héz{ minci.
Vysledek p znamenad, Ze hréé X vyhraje korunu. Hrdd X
ho tedy spojuje s éislem 1. Vysledek ! znamené, %e hraé X
korunu prohraje — bude ho spojovat s éfslem —-1.
Hr4ié X tak nevédomky zobrazil prostor vysledki hodu
mincf do mnoZiny &isel. Na obr. 11.1 je graf, ktery toto
zobrazen{ znédzorfiuje. Ozna&fme-li zobrazenf pismenem
X, plati X(p) =1, X(I) = —1.

Obr. 11.1.

Pifklad 11.2. V uloze 9.6 jsme hézeli dvakrat kostkou.
Hrég ziskd soudet bodu z obou hodi. KaZdy vysledek
dvou hodi (tj. dvojici &fsel) hraé spojuje s &fslem. Dvoji-
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ci 3, 5 prifadf ¢slo 3 + 5 = 8. Hraé tedy zobrazi
prostor vysledktt do mnoZiny &isel. Oznadime-li toto
zobrazen{ (funkeci) pismenem Y, je napf. Y(35) =3 +
+ 5 = 8. Na obr. 11.2 je zobrazeni zndzornéno (srov-
nejte je s tabulkou v tloze 9.6).

14

-

— : N
(11 12 13 14 15 16 3 4 5 6 7
21 22 23 24 25 26 3 4 § 6 7 8

Ve Y

31 32 33 34 35 36 4 5 -] 7 8 9
41 42 43 44 45 46 5 6 7 8 g 10
51 52 53 54 55 56 6 7 8 9 10 1N
61 62 63 €4 65 66 L7 8 9 10 1 12

|\ J _/

prostor vysiedkl Q obor hodnot funkce Y

Obr. 11.2. Soudet bodti, které padly p¥i dvou hodech kostkou

Piiklad 11.3. Vysledkem stfelby do terde je zasaZeny
bod. Prostor vysledku je terd rozdéleny na odislované
éasti. Vysledek si stfelec spojuje s pottem bodi, které
ziskal, coZ je &islo &dsti, kterou zaséhl. Stirelec také
zobrazil prostor vysledkid do ¢iselné mnoZiny. Znézorné-
te toto zobrazeni graficky.

Priklad 11.4. Otcové jsou zv143€ §fastni, kdy se jim narodf
syn. Otec, ktery si naplanoval t¥i déti, bude s ka%dym
vysledkem ndm uZ zndmého pokusu spojovat tspéch
8 poétem chlapci mezi tfemi détmi. To je také zobrazenf
prostoru vysledkd do mnoZiny &isel. Toto zobrazenf
(funkeci) ozna¢me pismenem S, Napt. je S(299) = 0.
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Obr. 11.3. Podet chlaped mezi tfemi détmi

Piiklad 11.5. (Doba &¢ekani na prvni Gspéch.) Vratme se
k ndhodnému pokusu, kterému jsme Fikali dekdni na
prvni uspéch. Opakuje se zde tentyZ Bernoullitv pokus
tak dlouho, aZ se poprvé dostavi dspéch. Predpoklada-
me piitom, %e pokusy provadime napf. v minutovych
intervalech. S kaZdym vysledkem spojujeme dobu —
potet pokusi (minut). Je to opét funkce, ktera zobrazuje
prostor vysledkd 2 do mnoZiny &fsel. Oznaéme ji pisme-
nem 7' (viz obr. 11.4). Objevuje se tu zajimavy pro-
blém, jak dlouho se musi primérné na takovy tdspéch
dekat.

Piiklad 11.6. S kazdym vysledkem lovu v piikladu 5.8
muZeme spojit potet kachen, které ho preZily. Nap¥. pii
vysledku 23522 prezily 3 kachny (totiz kachny 1, 4 a 6).
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Obr. 11.4, Doba éekén{ na prvnf dspéch

Oznadime-li tuto funkeci Z, dostdvdme napi. Z(11111) =
= b, Z(66666) = 5, Z(12345) = 1 atd.

Uloha 11.1. V tloze 5.12 o fediteli, dopisech a sekretaice
jsme méli nahodny pokus, s jehoZ vysledky spojime
podet dopist, které dosly na spravnou adresu. Oznadte

tuto funkei pismenem U a najdéte jeji hodnoty pro né-
kolik vysledkd z £2.

Uloha 11.2. Hospodyni zajimé podet slepidek, které vy-
sedf kvodna (Gloha 5.13). Kazdému vysledku sezenf na
vejcich pritadme podet slepidek. Opét dostdvame zobra-
zen{ prostoru vysledki do mnoZiny &isel. Zakédujte vy-
sledky (nakreslete strom) a zobrazeni zndzornéte grafic-
ky (podobné jako na obr. 11.3).

Na ka%dém kroku se setkdvame s kédovinim vysledka
riznych pokusd pomocf &fsel a se spojovanim vysledki
8 redlnymi &fsly. S ndhodné koupenym bochidnkem napf.
spojime podet rozinek, které obsahuje. S ndhodné kou-
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penou krabitkou zapalek spojime podet zapalek, které
v ni najdeme. Poéditame-li vozidla, ktera projela uréitym
tsekem silnice v urditych &asovych intervalech, provadi-
me ndhodny pokus. Jeho vysledky zakddujeme podtem
vozidel. S témito ¢isly miZeme ddle spojit napt. podty
nékladnich vozidel, kterd tudy projela. Kazdému pied-
staveni v kiné plifazujeme podet prodanych listki.
Spojovéni vysledki ndhodného pokusu s &islem uZ davno
zname. KdyZ jsme si hrali na zavod v béhu, méfili jsme
dobu béhu. Kazdému zdvodu jsme pfifadili dobu jeho
trvani. Byl to podet hodi potiebnych k zédvodu. Po-
dobné jsme kazdému vysledku ndmotni bitvy pfifadili
podet vypalenych stiel.

11.2. NAHODNA VELICINA

V piikladech, které jsme uvedli, byl vidy prostor 2
zobrazen do mnoziny redlnych ¢&isel. Tato zajimava
zobrazen{ jsou funkce, definované na prostoru vysledk.
Budeme je oznadovat velkymi pismeny z konce abecedy.

Definice 11.1. Zobrazeni prostoru vysledkd £ do mno#zi-
ny realnych ¢&isel se nazyva ndhodnd velidina.

My se budeme zabyvat jen ndhodnymi veliéinami
souvisejicimi s pokusy, které maji koneény podet vy-
sledku.

Nahodné velidiny jsou napt. X, ¥, S,;, T z predcha-
zejicich pifkladd. Hodnotami ndhodné velidiny Y z p¥i-
kladu 11.2 jsou é&fsla 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12,
S kaZdou hodnotou muZeme spojit podmnoZinu viech
vysledki, kterym funkce ¥ tuto hodnotu pfifazuje. Pro
hodnotu 2 je to mnozina {11}, pro hodnotu 3 mno#ina
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{21, 12}, pro 4 mnoZina {13, 22, 31} atd. Nejvétii je tato
mnoZina pro hodnotu 7 — (186, 25 34, 43, 52, 61}. Uvede-
né mnoZiny snadno urédime z obr. 11.2.

Mnozina {16, 25, 34, 43, 52, 61} je mnoZina viech vy-
sledkt w € 2, pro které je Y(w) = 7. Tato mnoZina je
vlastné jev. Oznadime ho {Y = 7} a jeho pravdépodob-
nost oznaéime P(Y = 7). Podobné pro ostatni hodnoty
néhodné proménné Y: Pro k = 2, 3, 4, ..., 11, 12 ozna-
¢ime {Y =k} jev, %e funkce Y nabyva hodnoty k.
Pravdépodobnost tohoto jevu oznadime P(Y = k) a bu-
deme mluvit o pravdépodobnosti, s niZ nahodné velidi-
na Y nabyvé hodnoty %.

Uloha 11.3. Vysvétlete, proé je P(Y = 2) = —,

P(Y =3) = 2 . Pomoci obr. 11.2 najdéte pravdepo-

dobnosti, s nimiZ nabyva ndhodné veli¢ina ¥ ostatnich
hodnot.

Pfiklad 11.7. V piikladu 11.4 jsme zavedli ndhodnou ve-
lidinu 8,, kterd katdému vysledku zjisténi pohlavi tif
narozenych déti pfifazovala podet chlapct. Tato ndhod-
né velidina nabyva hodnot 0, 1, 2, 3. Z obr. 11.3 snadno
vyétete mnoziny {S, = k} pro k = 0, 1, 2, 3. Utrhnete
ze stromu vysledky, pro které S, nabyvid hodnoty 1.
Dostaneme mnozinu {228, 239, 39%)}, coz je jev S, = 1.

Platf tedy P(S; = 1) = % . Snadno zjistime, Ze P(S; =

—0) =, P8, =2) = — a P(S, = 3) = . Skak

dou hodnotou nahodné velidiny spojujeme tedy ¢&islo,
které uddva pravdépodobnost, s niz muze veli¢ina déto
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hodnoty nabyvat. Informace o ndhodné veliéing uspo-
fddame do tabulky

k 0| 1| 2] 8| hodnoty funkce S,

1 3 3 1
P(S;=k) e jejich pravdépodobnosti

Jinym zpisobem muZeme tuto informaci vyjadfit na
¢iselné ose. K bodim osy, které odpovidaji hodnotdm
nédhodné velidiny, pfipi§eme hodnoty pravdépodobnosti,
8 nfiZ velidina miZe této hodnoty nabyvat. Na obr. 11.5
je grafické vyjéddreni informace o ndhodné veli¢iné S,.

Obr. 11.5.

Tabulka i obr. 11.5 vyjadfuji rozloZeni nahodné veli-
¢iny 8. Uz diive jsme urdovali rozloZeni nékterych né-
hodnych veligin. Slo o velidiny, které souvisely s naSimi
ndhodnymi hrami. RozloZeni ndhodné veliéiny budeme
vyjadfovat bud tabulkou, nebo pomoci &iselné osy. Do
prvniho fadku tabulky napiSeme hodnoty, kterych na-
hodné velidina nabyva (uspofddéme je podle velikosti)
a pod né do druhého fddku napiSeme pifslu§né pravdé-
podobnosti.

Priklad 11.8. P¥i urdité hi¥e se hdzi kostkou. Padne-li
liché &islo, ztréci se 1 bod. Padne-li Sestka, ziskavajf se
dva body. Padne-li dvojka nebo &tyika, ziskdva se 1/2
bodu. Hraé tedy spojuje kaZdy vysledek s poétem ziska-
nych bodd. Plati
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X([]) = X([-=]) = X([z]) = —1,

X([]) = X([:]) = 1/2,

X([z]) =2
Vysledky jsme opét zakddovali obrdzkem stény, kterd
se po hodu objevila nahofe. Néhodné velidina X nabyvé

hodnot —1 2. Dostdvame

1
’_2"’
X =0 ={[1], [, =]}
X =1/2} ={[], [}

X=2 ={{E)
P(X = —1) =-2’—,P(X =) == PX =2 = .
Informace o ndhodné velidiné X zapiSeme do tabulky
k |—1 | 2
rc=n| 3|24

Tabulka vyjadfuje rozloZeni ndhodné velitéiny X. Na
obr. 11.8 je toto rozloZeni znidzornéno na éiselné ose.
Podet uspéchi v Bernoulliové schématu je zvldstni

piipad nahodné velitiny. Je-li p = ¢ = —;— an=3je

1. 0

K

1 2

@7l

Obr. 11.6.
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jejf rozloZeni stejné jako na obr. 11.5. Oznadme S, n4a-
hodnou veli¢inu, kterd udava polet tsp&cht v Bernou-
lliové schématu s n pokusy. Pravdépodobnost tspéchu
jednotlivého pokusu oznadme p. Potom pro k = 0, 1, 2,
ceomje

P(S, = k) = [;:) g,
kde ¢ = 1 — p.

Uloha 11.4. P¥i uréitém Bernoulliové pokusu je pravds-
podobnost tspéchu p = —;— . Uréete rozlozenf nahodné

velitéiny S, pomoci pravdépodobnostniho poéitadla.
Srovnejte své vysledky s hodnotami, které dostanete
z pravé uvedeného vzorce pro P(S; = k).

Uloha 11.5. P¥i ndhodné kopané jsme métili dobu trvani
zapasu. Dostali jsme tak ndhodnou veli¢inu 7'. Jeji roz-
loZen{ jsme uré¢ili pomoci simulace; je uvedeno v tabul-
ce na str. 72. Urdete pravdépodobnosti, s nimiZ muZe
veliéina T’ nabyvat svych hodnot, a srovnejte vysledky.

Uloha 11.6. V tloze 6.11 jsme urdovali rozloZeni ndhod-
né velidiny T, ktera udiva dobu béhu. Urdete jeji roz-
loZzeni podle naseho vzorce a srovnejte vysledky.

11.3. STREDNI NEBOLI PRUMERNA HODNOTA
NAHODNE VELICINY

Na krabiéce zdpalek nékdy byvéd napsan napf. pri-
mérny obsah 50 zapalek. Co to znamena? Koupite-li si
krabiéku zapalek, provedete nahodny vybér z velké
urny. Urna obsahuje vSechny krabitky, které jsou
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v prodeji. S kazdym vysledkem koupé — nahodného
vybéru, tedy s kaZdou krabitkou zipalek, muZeme
spojit podet zdpalek, které krabika obsahuje. V ridznych
krabitkach muZe byt razny podet zdpalek, ale primér-
né jich tam je kolem 50. Podet zdpalek prifazeny ka#dé
krabiéce je ndhodna velidina. Pramérnd hodnota diva
zajimavou informaci souvisejici s rozloZenim néhodné
velidiny. .

S ndhodnou veli¢inou jsme se setkali také u lovu na
kachny. KaZdému vysledku lovu pfifazovala podet
kachen, které lov preZily. Velmi zajimavé by bylo védét,
kolik kachen v priméru lov pieZije.

Kazdému zaméstnanci naseho zavodu prifadme jeho
mésiéni vydélek. Primérnd hodnota mési¢ntho vydélku
ndm jisté dé zajimavou informaci o vydéleich v zdvodé.

P#i ndhodnych hrich jsme mluvili o riznych nahod-
nych proménnych. V nékolika piipadech udavaly dobu
trvani jednoho utkani. Ptali jsme se, jak dlouho bude
v priméru utkini trvat, jaky bude primérny podet
krokii, které figurka potfebuje, aby dosla k cfli, atd.

Uvedeme si jes§té dva priklady, které vedou k dilezi-
tému pojmu, k tzv. stfedni hodnoté ndhodné velidiny..

Obr. 11.7.

Piiklad 11.9. Na obr. 11.7 je ruleta, ktera umoziuje vy-
hrit 4 Kés, 6 K&s nebo 12 Kés. Hrdd si chce zahrat
36krat. Kolik miZe vyhrat celkem a kolik v jedné hie?
Oznaéme X vyhru v jedné hie. Obrizek rulety ndm
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umozn{ uréit rozloZzeni této nahodné veli¢iny. Jeho zna-
zornéni na &iselné ose vidite na obr. 11.8. Ze souvislosti
pravdépodobnosti a pomérné &etnosti vyplyvé, Ze asi
v poloving, tj. v 18 px"ipadech, muZe poditat s vyhrou
4 Kd&s, asi ve tfetiné, tj. ve 12 piipadech, s vyhrou
6 Kés a ve zbylych 6 pripadech 8 vyhrou 12 Kdés. Celkem
mé tedy nadéji na vyhru asi

18.4 Ki&s 4+ 12.6 Kd&s + 6.12 Kds = 216 Kés.

0 b

Obr. 11.8.

Na jednu hru tedy pfipadne v priméru —— 2 Kés. To je
primérnd vyhra v ]edne hie, oznaéime j ]1 EX . Plati

EX—£.4K6 412 6Kés+%.12Kés=

l 1
=-2—.4 Kis —|——3—.6 Kds +?.12Kés

Viimnéte si, ¢ EX = 4.P(X =4) 4 6.P(X = 6) +
+ 12.P(X = 12).

Dile si pfipomeiime, jak jsme na str. 72—73 urdovali
stfedn{ dobu ET trvani jednoho utkini. Pfesnou hodno-
tu ET dostaneme, nahradime-li pomérné detnosti pii-
sluSnymi pravdépodobnostmi:

ET = 2.P(T = 2) + 4.P(T = 4) + 6.P(T = 6)

Privé provedené ivahy nas vedou k tomu, abychom
stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny definovali takto:
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Definice 11.2. Stfedni hodnota ndhodné velidiny X, ktera
nabyvé hodnot z,, x,, ..., %, 8 pravdépodobnostmi
PX = x,), PX =), ..., P(X = =,), je &islo

EX =2, P(X = z,) + 2,.P(X =2,) + ... +
+ 20 .P(X = =,) .

Priklad 11.10. Néhodnd veliéina X je podet bodid pfi
hodu kostkou. K urdenf EX potiebujeme znét rozloZeni
ndhodné velidiny X. Vidime je na obr. 11.9. Dostdvéme

1 1 1 1 1
EX=IF+2F+3?+4?+5T+

66 6 b o e

Pfiklad 11.11. Oznadme S, polet chlapci mezi t¥emi
détmi. Pomoci pravdépodobnostniho poéitadla mize-
me zjistit rozloZeni této nahodné velidiny — vidime je
na obr. 11.10. RozloZeni jsme také u% nasli pfi jiné pif-
lezitosti. Dostdvame

3
ES, = 0.4+ 1o + 2.1 4 3.%\ — 1,5,

D

Obr. 11.1

rN

3

@

@>10
QD
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Uloha 11.7. V p¥ikladu 5.4 jsme simulovali mnohonésob-
né opakovéni zji§fovani pohlavi u trojic narozenych
déti. Vyuzijte vysledki simulace a odhadnéte ES,. Brzy
uréime ES, jinym zptsobem a uvidime, Ze se vysledky
budou dobie shodovat.

Na jednom prostoru vysledkd mtzZeme definovat vice
nahodnych veli¢in. Pak miZeme mluvit o soudtu ndhod-
nych veli¢in. Jde o soudet funkei, které maji tentyz de-
finién{ obor. Bez dikazu uvedeme nisledujici vétu:

Véta 11.1. Stfedni hodnota soultu ndhodnych velidin je
rovna soubtu stfednich hodnot téchto ndhodngjch veliéin.

PHklad 11.12. S jednim Bernoulliovym pokusem spojme
ndhodnou velidinu X, kterd udavd podet uspéchi.
Zrejmé muiZe nabyvat hodnoty O nebo 1. Daile je
PX=0)=¢q, PX=1)=p, kde p+¢=1 Na
obr. 11.11 je znazornéno rozloZeni nahodné velitiny X.

0 1
Obr. 11.11.

Dostaneme EX = 0.q + 1.p = p. Opakujeme-li tentyz
pokus nkrit, dostaneme 7z ndhodnych velidin. Oznaéme
X, potet Gspéchit v k-tém pokuse. Podet ispécht v Ber-
noulliové schématu s n pokusy je S, a déle

Sy =X, + Xy +... + X,.

Z véty 11.1 dostaneme jednoduchy vzorec pro urdeni
stiednf hodnoty podtu tispéchii v Bernoulliové schématu

ES, =np.

154



Uloha 11.8. Uréete stiedni hodnotu podtu slepitek, které
vysedi kvoéna ze 30 vajec.

Uloha 11.9. Pravd¥podobnost, e mandelinka po po-
stiiku zahyne, je -i— . Kolik mandelinek v priméru za-
hyne z deseti postifkanych?

Uloha 11.10. Uréete ES, jinym zpasobem ne¥ v piikladu
11.11.
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