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7. kapitola

PRAVDEPODOBNOST

Od jisté doby vénujeme svou pozornost hodnoceni
Sanci, Ze nastanou razné jevy. Mirou Sance je dislo,
kolem kterého se zajimavym zpisobem ,,todi’ pomérna
detnost jevu, roste-li podet opakovani prislusného na-
hodného pokusu. Cislo, kolem n&ho% pomérna &etnost
osciluje, jsme nazvali pravdépodobnost jevu. Vime uZ,
jak ji priblizné uréit. U jednoduchych jevia ji dokonce
dokazeme uréit presné.

7.1. VLASTNOSTI POMERNE CETNOSTI

UvaZujme urédity nahodny pokus. Oznadme (2 prostor
jeho vysledkd a § mnozinu vsech nahodnych jevi,
které s pokusem souviseji. Budeme zkoumat vlastnosti
pomérné &etnosti jevu. Abychom nasli pomérnou &et-
nost jevu 4 z mnoziny S, musime pokus opakovat
n-krat pfi tychz podminkach. Jako c,(4) jsme oznadili,
kolik jsme takto ziskali vysledkd pi{znivych pro jev A.
Pomérna &etnost pak bude

old)

n

fn(A) =

VSimnéme si, %e pro kaZdy jev 4 z mnoZiny § plati
0=c(d) En.

92



Vydélime-li tuto nerovnost &islem =, dostaneme zaji-
mavou vlastnost pomérné Getnosti:

(f1)  Prokaidé A e S plati 0 < f,(d) < 1.

Jisty jev je mnozina Q. KaZdy vysledek je pro néj piiz-
nivy. Pro kaZdé n je ¢,(2) = n, a plati tedy:
(f2) Pro kazdé n je f,(2) = 1.

Vezméme libovolné dva disjuntni jevy 4 a B z mno-
Ziny §. Neexistuje vysledek, ktery by byl priznivy za-
roven pro oba jevy 4 i B. Je-li vysledek pfiznivy pro
jev A \J B, znameni to, Ze je bud piiznivy pro jev A4,
nebo pro jev B. Pro oba jevy piiznivy byt nemiiZe.
Z toho plyne, Ze

cn(A U B) = c.(4) + ci(B) .

Vydélime-li obé strany &islem n, dostaneme dalsi dule-
Zitou vlastnost pomérné éetnosti:

(£3) JeliAeS,BeS a AN B =0, platf
fu(4d U B) = fu(4) + fuB).

Nemo?ny jev je prdzdnd mnoZina ¢. PonévadZ pro
ka%dé » je ¢, (@) = 0, plati

(f4) f.0) =0 prokazdén .
Uvedeme jesté dvé vlastnosti pomérné éetnosti:
(f5) Pro kazdé n a kazdé A € S je f(4') = 1 — f.(4).

(f6) Prokasdé Ae S, Be Sjefi(d U B) = f(4) +
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7.2. PRAVDEPODOBNOST

KaZdému jevu 4 z mnoZiny S chceme ted pfifadit praveé
jedno &islo P(4) — pravdépodobnost jevu A. Chceme
tedy definovat funkci P na mnoZiné § vsech jevi sou-
visejfcich s danym nahodnym pokusem. Cislo P(4) m4
byt mirou Sance, Ze nastane jev A, a tedy musf byt
spiiznéno s pomérnou &etnosti f,(4). Funkce P musi
proto mit vlastnosti analogické vlastnostem pomérné
tetnosti. Z tohoto divodu zavadime nasledujici definici
pravdépodobnosti P.

Definice 7.1. Ndhodny pokus necht ma koneény prostor
vysledka Q. MnoZina § vSech podmnoZin prostoru £ je
mnoZina viech jevi souvisejicich s danym nédhodnym
pokusem. Pravdépodobnost P budeme fikat redlné funkei
definované na mnoZiné §, kterd vyhovuje nasledujicim
tfem podminkam:

(P1) Pro kazdé A € S je P(4) = 0.

(P2) P(Q) =1.

(P3) Pro kaZdé dva jevy A € S a B € § takové, Ze

A N B =0, plati P(4 () B) = P(4) + P(B).

Podminkam (P1), (P2) a (P3) se ¥ka axiomy pravdé-

podobnostt.

Jesté malé vysvétleni k suché definici. Hodnoty prav-
dépodobnosti P jsou ted definoviny jen pro jevy, ne
pro vysledky. Pfi hazeni minci je p vysledek, jev je {p}.
Definovali jsme P({p}) a ne P(p). Abychom zjednodusili
dorozumivani, budeme nékdy psit kratce P(p) misto
P({p}) a ani v Fedi to nebudeme rozli§ovat.

Vsimnéte si, Ze pti definici pravdépodobnosti se uplat-
nily jen nékteré vlastnosti pomérné &etnosti uvedené
v odst. 7.1, D4 se totiz ukazat, %e z téchto vlastnosti uz
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vyplyvaji ostatni. Dd se napf. ukdzat, Ze P(@) = 0,
P(4) <1 a Ze P(4 ) B) =P(4)+ P(B)—P(4 N B).
Pravdépodobnost P je funkce a &asto ji budeme zaddvat
pomoci tabulky.

Pifklad 7.1. Pfi hodu minci je 2 = {/, p}. MnoZina jevi
jie § = {0, {I}, {p}, £}. Funkce P definovand tabulkou

9 {p} | {8 2 | jevy z mnoZiny S

P: 1 1 1 pravdépodobnosti
L B e jeva

je pravdépodobnost, protofe spliiuje vSechny axiomy
pravdépodobnosti. Avsak také funkce P, a P, definova-
né tabulkami

9 {p} _{l} Q2

Py: 1 5
0 — | —= 1

6 6
P,: {p} | &} Q
0 1 1

spliiujf axiomy pravdépodobnosti. Funkce P, a P, jsou
ve smyslu definice 7.1 také pravdépodobnosti definova-
né na §. Ted jste asi zmateni. Ostatné miZeme snadno
uvést nekoneéné mnoho daldich funkei definovanych
na §, které budou mit také privo na nazev pravdé-
podobnost. Také budou spliiovat axiomy pravdépodob-
nosti.

Ze viech nekoneéné mnoha funkei, které jsou podle
definice 7.1 pravdépodobnosti definované na S, jen

95



jedna zasluhuje zvlastni pozornost. Je-li mince pravi-
delnd, bude to funkce P definovand prvni tabulkou.
Hodnoty funkce P se shoduji s idedlnimi pomérnymi
getnostmi jevi. Pro kazdy jev 4 z mnoZiny S jevil souvi-
sejicich s hazenfm minci je P(4) mira Sance, Ze jev 4
nastane.

Pro funkeci P, tomu tak neni. Je P,({l}) = 2 a v pif-

. . . . b .
padé, %e mince je pravidelnd, se é&islo & neshoduje

s idealni pomérnou &etnosti jeva {I}. V tomto piipadé
pro nas nebude mit pravdépodobnost P, (ani P, nebo
jakakoliv ruzni od P) prakticky Zadny vyznam. Pro
hod pravidelnou minci ma pravdépodobnost P zvladstni
vyznam — jeji hodnoty souviseji s ¢etnosti. Funkee P,
a P, takovou vlastnost nemaji.

Daéle budeme uvazovat jen pravdépodobnost souvise-
jici s danym nahodnym pokusem, jejiz hodnoty souvi-
seji s detnosti. Dostanete-li tedy za 1kol urdit pravdé-
podobnost jevu, budeme mit vidy na mysli tuto prav-
dépodobnost.

Piiklad 7.2. Funkce P, je vyborny kandidat na pravdé-
podobnost hodu s-kostkou. Vysledky hodu staéi kédo-
vat takto: [ - prazdné sténa, p - sténa s tetkou.

Uloha 7.1. Necht Q = {w,, w;}. Na mno%iné § viech
podmnozin prostoru £ definujme pravdépodobnost P
tabulkou

Q

w, W,y
P: 2 1
—_— - 1
3 3
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Na kostce jsou dva druhy stén. Nakreslete ji, vite-li, Ze
P je pravdépodobnost pro hod touto kostkou.

Uloha 7.2. Definujte pravdépodobnost P pro taZeni
kuli¢ky:

a) pomoci piistroje pro tah kouli &. 2,

b) pomocf pristroje &. 3.

7.3. VLASTNOSTI PRAVDEPODOBNOSTI

V mnoziné jevi § je vidy nemoziny jev, jev #. V na-
Sich vvodnfch dvahich o pravdépodobnosti se objevil
nékolikrat. Hodnota jeho pravdépodobnosti byla vidy
nula. V axiomech pravdépodobnosti o tom neni feé&.
Vyplyva snad z axiomu, Ze P(#) = 0? UkédZeme, Ze
skuteéné ano. DokaZeme prvnf vétu nasi teorie.

Véta 7.1, Pravdépodobnost nemoZného jevu je nula.

Jak to dokdZeme? Zatim toho piece moc nevime,
zname jen axiomy pravdépodobnosti.

Zvolme jakykoliv jev A € S. Necht P je pravdépodob-
nost definovana na §. Do § patif také 8. Plat{

) AYs =4

(i) ANG =9
VyuZijme axionu P3, podmfnka (ii) nam to dovoli.
Vezmeme-li B = 6, dostaneme

P(4 ) 9) = P(4) + P(9) . .
Podle (i) je vSak vlevo P(A4), a tedy
(iif) P(4) = P(4) 4+ P(p) .
Na (iii) se divejme jako na rovnici o neznimé P(#).
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Dostaneme z ni P(#) = P(4) —P(4) =0,
coZ jsme méli dokazat.

Nabizi se otazka, plati-li také obracend véta. Je-li
P(4) = 0, plyne odtud, Ze A je nemoZny jev? Obrace-
na véta neplati. Abychom to ukédzali, stadi uvést pii-
klad jevu 4, pro ktery je P(4) = 0 a ktery nenf ne-
mozny. (Takovému pifkladu se ifkdvd protipiiklad.)
V naSem prfipadé uZ protiptiklad zndime — staéf si jen
dobte prohlédnout tabulku, ktera definuje pravdépodob-
nost P,. Ktery jev to je? Z naseho vykladu plyne: ne-
mozny jev a jev s nulovou pravdépodobnostf nenf totéz!

Uloha 7.3. Dokaite nésledujici vétu.
Yéta 7.2, P(4’) = 1 —P(A).

Podle véty 7.1 musi v tabulce, kterou definujeme
pravdépodobnost P, pod ¢ byt vidy 0. Podle véty 7.2
staéi, uvedeme-li v tabulce hodnoty funkce P jen pro
nékteré vhodné jevy. Pro ostatni jevy muZeme uz pak
hodnoty funkce P vypoéitat pomoci teorie, tj. podle
vzorce z véty 7.2.

Hodnoty pravdépodobnosti budeme tedy urdovat na
zakladé pokusil, simulace nebo tvah jen pro uréité jevy.
Pro ostatni jevy je vypodteme pomoci teorie, tj. vét.

Uloha 7.4. Dopliite tabulku, aby definovala pravdpo-
dobnost

¢ w; Wy Q
P: 79

93

kde Q = {w,, w,}.
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Uloha 7.5. Jisty nahodny pokus ma prostor vysledka
2 = {a, b, ¢}. Dopliite tabulku pravdépodobnosti.

A {a} {b} {c} |{a,b}| {a,c} | {b,c} | {a,b,c}
1 3
a) P,(4) T T
b | | o | o
c) |PAY| o | P2 | P

Ve tretim rddku je p, + p, + p, = 1 a ¢&isla p,, p,, Py
jsou kladna.

Posledni tloha nis vede k zajimavému ndpadu.
Kdybychom hodnoty pravdépodobnosti P uréili pro
jednoprvkové jevy (struéné feleno vysledky), byla by
tim pravdépodobnost P uZ urdena pro viechny jevy.
Zkratka, i kdy% trochu nepresné: Zname-li hodnoty
pravdépodobnosti viech vysledkd, znidme uZ také hod-
noty pravdépodobnosti vsech ostatnich jevia.

Priklad 7.3. Pfi hodu kostkou je 2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Abychom definovali pravdépodobnost P, méli bychom

udat 28 jejich hodnot. Tolik je totiz vSech jevi souvi-

sejicich s hodem. Staé{ viak udat hodnoty pravdépodob-

nosti jen pro ,,vysledky. Je-li kostka pravidelna, je
1

P() = P(2) = P(3) = P(4) = P(5) = P(6) = —

V ptikladu 3.1 na str. 29 je uvedeno nékolik jevi.
Dostdvame pro né
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1 1 1 3
TTe e "6
1 2

PC) = P((5, 6)) = & + 5 = o

P(4) = P({2, 4, 6}) =

S funkcemi, které mély podobné vlastnosti jako prav-
dépodobnost, jste se uz nejednou v matematice a fyzice
setkali.

Predstavme si &tverec jednotkového obsahu. Bude to
prostor vysledki 2 a § bude mnoZina viech podmnozin
étverce, které maji obsah. Obsah je funkce definovand
na §. Oznaéme ji také pismenem P. VSimnéte si, Ze

Obr. 7.1.

obsah vyhovuje axiomim pravdépodobnosti. Pravdé-
podobnost tedy muZeme poklédat za miru. To ndm
umozni najit my8lenku ditkazi mnoha dalsich vlastnosti
pravdépodobnosti. Na obr. 7.1 vidite dvé mnoZiny A4
a B, pro které je definovdn obsah P. VSimnéte si, Ze

P(4 U B) =P(4) + P(B) —P(4 N B).

To ndm umozituje — s vyuzitim urditych geometrickych
poznatkii o titvarech, které majf obsah — dokdzat na-
sledujici vétu.
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Vita 7.3. Je-li P pravdépodobnost definovand na S,
AeSaBesS, pak

P(4 U B) =P(4) + P(B)—P(4 N B).
Uloha 7.6. Na kostce jsou stény bez tetek, s jednou tes-

kou, se dvéma a se tfemi. Nakreslete kostku, vite-li, Ze
pro sledovani poétu tedek na horni sténé po hodu plati

PO) =5 P =", P(3) =5
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