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Kapitola 8.

LINEARNI PROGRAMOVANI

Pomérné malé rozsffeni stiedoskolského uéiva o linear-
nich rovnicich a nerovnicfch ndm umoziiuje, abychom
v tomto &lanku ukdzali na spolené vlastnosti i metody
FeSenf nékterych matematickych 1loh, které jsou spjaty
8 aktudlnimi problémy souéasného spoledenského Zivota.
Jejich podstatu je mozno charakterizovat takto:

I. Dan4 tloha vede k sestaveni linearnich rovnic nebo
nerovnic o » neznamych, pro néZ se maji nalézt fefeni
v oboru nezipornych &isel. Pro takova feSeni budeme
uzivat ndzvu pfipusind fedent.

II. V mno#iné piipustnych ¥efeni maji byt nalezena
takova, pro néZ velid¢ina stanovend linedrnim podetnim
vyrazem vzhledem k neznimym nabyvd hodnoty co
nejmens{ nebo co nejvétsf, a to podle ucelu, ktery ma
feSenf tlohy sledovat. Ptedpis pro stanoveni této nej-
mend{ (minimélni) nebo nejvétdi (maximélni) hodnoty
velidiny, kterou v nasich ilohdch budeme oznadovat
pismenem m, nazveme #celovoun funkeci.

Redeni tloh tohoto druhu objasnime na jednoduchych
ptikladech, pfi nichZ p¥istup k nému ukaZeme nejprve
geomericky, a pak teprve vyloZime podetni postup. Pro
omezeny rozsah této knizky budou pfiklady voleny tak,
aby zahrnovaly vZdy nékolik tloh.
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Pifklad 1. Hledejme takové feSenf rovnice 3z + 2y —
— 15 = 0, pro které plati z = 0, y = 0 a pro které je
tslo m = = 4 2y a) co nejmensi, b) co nejvétsi.

I. MnoZinu vech piipustnych Feseni této tlohy jsme
jiz hledali poéetné v p¥ikladu 5 kapitoly 6. Geometricky ji
odpovidid mnoZina vSech bodu usedky P@ na piimce r
v obr. 2.

II. Rovnici 2 4 2y = 0 odpovidé p¥imka OR, ozna-
éend p, v obr. 2. Body [z, y], které jsou obrazy piipust-
nych Fesenf, leZf v g(p,), a plati pro né tedy = 4 2y =
=m > 0. Pro vzdilenost v bodu [z, y¥] v poloroviné
a(po) od pHmky p, plati:

v T2 _Im[ _ m
“Vexe 5 T5
Bude-li m nejmensi, bude té% v nejmensi a obracené;
z bodi visedky PQ m4, od piimky p, nejmensi vzdéilenost
bod P = [5; 0] a v tom ptipadé m = 5. Bude-li m nej-
vétsf, bude téZ v nejvétsi a obracend; z bodu tsetky PQ
mé od pHmky p, nejvétsi vzdilenost bod @ = [0; 7,5]
a v tom pifpadé m = 15.
Hledana feSenf danych tloh v tomto ptikladé jsou:
a)x =5, y=0, m=35b) x=0, y="15 m=15.

Pozndmka. Kdybychom dlohy Fesené v predchizejicim
pitkladu obménili tak, Ze bychom pozadovali FeSenf
v oboru celych &isel, pak by piipustna feseni byla zobra-
zena jen tfemi body [5; 0], [3; 3], [1; 6] na tsedce PQ
(viz tfeti odstavec pFedchazejici kapitoly). V tomto
pfipad8 by bylo nejmensi m = 5 prox = 5, ¥y = 0 a nej-
vétsf m prox =1, y = 6.
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PiHiklad 2. Hledejme takové feSeni nerovnic

pro ktera m = x + 2y nabyvéd hodnoty a) nejmensi,
b) nejvétsf.

I. VSechna pFipustna feSeni danych dloh jsou zobra-
zena body konvexnfho pétithelniku PACBQ (viz p¥i-
klad 5 pfedchazejici kapitoly), jehoZ vrcholy dovedeme
urdit geometrickymi konstrukeemi i analyticky.

II. Oznadime-li p, pfimku o rovnici z - 2y = 0, pak
obrazy viech bodi, jejichZ soutadnice udavajf pfipustna
Fefleni dané tlohy, lezf opét v §(p,). Obdobnou 1vahou
jako v pFedchazejicim piikladé dostaneme tyto vysledky:

a) Nejmensi hodnoty m = 2 nabyvd m pro takova
pipustné Fedeni z, y, jejichZ obrazy [z, y] leZ{ na isedce
PQ. V tomto pfipadé m4 Gloha nekonedny podet Fedeni.

b) Nejvétsi hodnoty m = 12 nabyvéd m pro YeSenf
z = 4, y = 4, jehoZ obrazem je bod C, ktery je nejvzda-
lendjsf od pHmky p,. V tomto pfipad® m4 dloha jediné
Feeni.

Pti raznych déelovych funkeich miZeme pochopitelnd
dostat riznéd Fefeni, i kdyZ piipustnd FeSenf zistanou
stejnd. Z geometrického nizoru je zfejmsé, Ze &fslo m na-
bude nékteré krajni hodnoty, at jiZ minimalnf & maxi-
méln{, bud jen v jednom vrcholu konvexnfho geometric-
kého titvaru, jehoZ body jsou obrazy p¥ipustnych feseni,
nebo v jeho dvou vrcholech, pti¢éem? ma pak dloha neko-
nedny podet fefenf, jez odpovidaji bodim na spojnici
pislusnych dvou sousednich vrchold. Tento poznatek
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(ktery pfijmeme za sprivny bez ditkkazu) ndm umo#nf,
abychom celou tdlohu fesili podetnd. Uréime-li totiZ po-
detnd viechny vrcholy konvexnfho pétidhelniku PACBQ
postupem, ktery jsme vyloZili v pifkladu 5 pfedchézeji-
of kapitoly, je mozZno soufadnice téchto vrcholi dosadit
do ddelové funkce a zjistit pak pfislusné Fedeni. Snadnym
vypodtem najdeme P = [2; 0], A = [6; 0], C = [4; 4],
B = [0; 5], @ =[0; 1]. Dosadime-li soufadnice téchto
vrchola do ddelové funkce, dostaneme pro né &fsla m =
= 2, 6, 12, 10, 2. Tak najdeme dva vrcholy P, @, v nichZ
m nabyva minimalni hodnoty 2, a bod C, v ném% m na-
byvé maximélnf hodnoty 12.

PFiklad 3. Vyrobni podnik ma 100 stroji druhu S,
a 150 stroji druhu §,, jeZ slouZf k vyrobdé nékolika typi
vyrobki pro tuzemskou potfebu i pro vyvoz do zahrani-
4. Z nich jen vyrobky typu 4 a typu B jsou exportovany
do SSSR a pfindseji nasemu ndrodnimu hospodéistvi
zisk 5 rubli za 1 vyrobek typu 4 a 4 ruble za 1 vyrobek
typu B. Ke zhotoveni jednoho vyrobku typu 4 je tfeba
2 pracovnich hodin na stroji 8, a 4 pracovnich hodin na
stroji S,, zatimco pro zhotoveni jednoho vyrobku typu
B je tieba 2 pracovnich hodin na stroji §, a 2 pracovnich
hodin na stroji S,. Vyrobni podnik je vazan stédtnim
plénem, aby zajistil denné zisk 1000 rubld pro naSe socia-
listické hospodafstvi. Z provoznich divodié mohou pro
export do SSSR pracovat stroje S, nejvys ve 2 sménach
po 8 hodinach a stroje S, nejvys v 1 sméné 8 hodin den-
nd. Za téchto podminek méme nalézt fefeni tH{ dloh na
stanoveni pracovntho plénu uréujictho podet exportnich
vyrobki typu 4 a typu B, aby byl splnén tento udel:

1. aby vyrobn{ podnik zajistil co nejv&tsi zisk z exportu
do SSSR,
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2. aby vyrabél co nejvétsi celkovy potet vyrobkid pro
export do SSSR,

3. aby byla co nejmensi spotfeba uréité suroviny za pfed-
pokladu, Ze se jf spotfebuje 1 kg na jeden vyrobek typu
A nebo B. '

" I. Podminky omezujici vyrobu exportnfch pfedmé&t
typu 4 nebo B jsou ve viech tfech dlohach stejné. Ozna-
¢ime-li z pldinovany podet vyrobkii typu 4 a y planovany
poéet vyrobkl typu B, pak snadno sestavime nerovnosti

2z + 4y =< 100.8.2,
2z 4+ 2y < 150.8.1,
b6z 4+ 4y = 1000.

Prvni dvé z nich vyjadfujf, Ze podet pracovnich hodin na
strojich druhu S; nemize piekrodit 100.8.2 pracovnich
hodin (100 strojt pracujicich nejvys ve dvou osmihodi-
novych sménach) a na strojich druhu S, nemtZe p¥ekro-
¢it 150.8 pracovnich hodin (150 stroji pracujfcich nej-
vys 8 hodin denné). Tieti nerovnost vyjadfuje, %e zisk
z exportu musf byt asponi 1000 rubli denné. Upravou
téchto t¥i nerovnosti a piipojenim podminek, Ze &isla z, y
nemohou byt zdporna, dostaneme tuto soustavu nerov-
nic:
x + 2y = 800,
r 4 y = 600,
5z + 4y = 1000, (8.1)
x =0,
y =0,

Grafickou metodou nebo podetnd uréime vrcholy kon-
vexniho pétithelnika A BCDE, v ném? leZ{ obrazy vsech
bodd [z, y], jejichZ soufadnice pfedstavuji pfipustni
feSeni viech t¥f tloh,
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Pétidhelnfk ABCDE je znidzornén ve vhodném méiit-
ku na obr. 4. Chce-li vedeni vyrobniho podniku p#ihléd-
nout ke viem podminkam, které byly uvedeny ve zndnf
dloh, mus{ pii stanoveni vyrobniho planu volit takova
celd &isla x, y, aby vyhovovala podminkdm v nerovnicich
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(8.1), tj. aby body [z, y] lezely v pétithelniku A BCDE.
Rozhodne-li vedeni podniku nap¥iklad, Ze se denné bude
vyrabét 300 Vyrobkﬁ typu A a 200 vyrobki typu B,
bude vyhovéno viem danym podminkam, nebot stroje
druhu S, budou pracovat 1400 hodin, stroje druhu S,
1000 hodin a celkovy zisk z vyvozu do SSSR bude 2300
rubla denné. Snadno se presvédéite, Zze bod [300; 200]
je bodem pétithelnika ABCDE.

Kaidému Fedeni nerovnic (8.1) odpovidd bod péti-
thelnika ABCDE, avSak neni pravda, %e by kaZzdému
bodu pétitdhelnika odpovidalo feseni nerovnic (8.1), které
lze ve vyrobé realizovat. Musime totiZz v tilohach tohoto
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ptikladu pamatovat na to, Ze plinovany poéet vyrobku
typu 4 i B musi byt din celym nezapornym éfslem.
Proto nas z bodt pétithelnika ABCDE zajimaji jen ty
body, které jsou m¥iZovymi body roviny.

II. Z mnoziny vSech celotiselnych piipustnych fesent,
ktera je pro viechny tii tilohy tohoto pfikladu spoleéna,
musime nyni vybrat takova FeSeni, aby jistd velid¢ina,
uréena idelovou funkei, nabyvala maximalni nebo mini-
malni hodnoty. Nyni ukdZeme postup pfi dalsim Fesenf
danych tloh.

Uloha 1. Oznadime-li m celkovy zisk z exportu do
SSSR, ktery podnik denné zajistuje, pak tielova funkce
mé tvar m = 5z + 4y. Pfitom se ma z piipustnych
celodfselnych feseni vybrat takové, pro které je m nej-
vétsi. Oznadime-li m, (viz obr. 4) piimku danou rovnicf
5z + 4y = 0, pak viechna piipustnd feSeni maji obrazy
v §(m,), takZe pro né plati 5z + 4y = m = 0. Velidina
m bude nejvétsi pro ty body pétidhelnika, které maji od
pHimky mg, nejvétsi vzdalenost. Tuto vlastnost mé jediny
bod B pétithelnika ABCDE. Ponévadi B = [600; 0],
Plyne odtud odpovéd na poloZenou otazku: Ma-li podnik
za danych podminek dosahovat maximalniho zisku z ex-
portu do SSSR, musi vyribét denné 600 vyrobki typu 4
a zastavit vyrobu typu B pro export; denni zisk podniku
z exportu bude 3000 rublu.

Uloha 2. Oznadime-li p celkovy podet denné vyrabs-
nych vyrobka typu A4 i B, pak ma tdelova funkce tvar
p =z + y, ptitemz hledame z ptipustnych celodiselnych
TeSenf takové, pro které je p nejvétsi. Oznatime p, piim-
ku danou rovnici z + y = 0 a opét vyhledame v péti-
tdhelniku ABCDE takové body, které maji od pfimky
P, vzdalenost co nejvétsi. Snadno zjistime, Ze jsou to
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vrcholy B, C a s nimi vSechny body na strané BC. Z nich
‘nas zajimaji jen ty body, které jsou miffovymi body
roviny. Jsou to body [400; 200], [401; 199], [402; 198],
..., [599; 1], [600; 0]. V tomto pifpadé ma tedy uloha
201 fedeni, z nichZ si vedeni podniku muzZe vybrat které-
koli; pfitom bude celkovy polet denné vyribénych
exportnich vyrobkit 600.

Pozndmka. Kdyby se poZadovalo, aby celkovy podet
vyrobku byl maximalni, a sou¢asné téz maximalni zisk,
pak by existovalo jediné feseni (z = 600, y =0, p =
— 600, m = 3000).

Uloha 3. Oznadime-li s velikost mno#stvi spottebova-
né suroviny, pak ma idelova funkce tvar s = x + y,
piitemz viak pozadujeme, aby s bylo co moZn4 nejmensi.
Snadno se ukaZe, Ze obrazem piislusného FeSenf je bod
A = [200; 0], ktery je nejméné vzdalen od pfimky s, =
= p,. V tomto piipadé bude podnik vyrabét 200 vyrob-
kt typu A denné, spotiebuje 200 kg suroviny a bude
pfitom plnit zavazny plan zisku 1000 rubld denné.

Sami si jisté roziesite viechny t¥i tilohy tohoto pfi-
kladu analyticky a bez pomoci jakychkoli nadrta. Pri-
tom budete postupovat takto:

a) Najdete priseésky véech dvojic hrani¢nich piimek
polorovin (8.1).

b) Urdite, které z nalezenych bodid vyhovuji viem
nerovnicim (8.1), tj. najdete ty body, které jsou vrcholy
geometrického utvaru popsaného nerovnicemi (8.1).

c) Uréite pro vSechny vrcholy hodnoty té velidiny,
ktera je mirou udelu sledovaného FeSenim, a rozhodnete,
v kterych vrcholech nabyva pozadované krajni hodnoty
(maximalni nebo minimalni).
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d) Nabyvé-li tato velitina krajni hodnoty ve dvou
vrcholech, coZ mohou byt jen dva sousedni vreholy, pak
maji tuto vlastnost téZ viechna piipustna feSeni na
spojnici obou vrcholi.

Ruzné otazky hospodakského Zivota, strategické otdz-
ky vojenské i mnohé problémy primyslové ¢i zeméd&lské
vyroby vedou k podobnym matematickym tlohdm, s ja-
kymi jsme se setkali a které jsme Fesili v této kapitole.
PonévadZ pii matematickém FeSeni téchto otdzek jde
o Fefeni linedrnich rovnic a nerovmic s vedlejsi pod-
minkou, kterd je vymezena rovnéz lineirni rovnief
vzhledem k neznamym, dostal tento obor matematiky
nézev linedrni programovdnt. Je to jeden z nejmladsich
obori aplikované matematiky, ktery zadal vyristat
v dobé, kdy matematikové za druhé svétové valky musili
Pesit nékteré otazky vojenskych operaci. Dnes se ho vy-
uifvd k FeSeni nejrozmanitéjsich problému civilnfho
spoledenského Zivota. Pfi Fedeni takovych problémi ze
skuteéného Zivota nejde vSak o jednoduché tlohy se
dvéma neznémymi, nybrz o Fesen{ dloh s velkym poétem
nezndmych, pfi¢emZz vztahy mezi nimi jsou uréeny
velkym poétem linesrnich nerovnic nebo rovnic. Reseni
takovych iloh by viak bylo velmi zdlouhavé a ndkladné,
kdyby k jejich feSeni nebyla nalezena ¥ada mmnohem
udinnéjsich metod (s kterymi se oviem zde nemiiZeme
seznamovat) a kdyby se pro jejich proviadéni nemohlo
pouzfvat modernich, rychle pracujicich samodinnych
poéitatli. Nase dlohy vam zatim ukazaly jen pohled na
podstatu tloh linedrniho programovani.

Ponévadz texty tloh z oboru linearniho programovani
jsou zpravidla dlouhé, neuviadime tu dalsi jednoduché
ptiklady tloh se dvéma neznamymi. Misto toho ukdZeme
Fesen{ tlohy, v niZ pfi sestaveni ptislusnych rovnic a ne-
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rovnic zavedeme Sest neznamych, aviak vztahy mezi
nimi ndm dovoli vylouédit &y¥i z nich tak, Ze se pak FeSen{
tlohy dé provést metodami ndm jiZz zndmymi.

Pfiklad 4. Dil D, té#{ denné 800 tun, dil D, 600 tun
uhli. VytéZené uhli se ma dopravovat do t¥f spotiebnich
stfedisek 8,, S,, 8;, z nichz S, potfebuje 500 tun, S,
500 tun, 8, 400 tun denné. Jak je tfeba rozvrhnout do-
ddvky uhli z doli do spotiebnich stiedisek, aby dopravn{
niklady byly miniméln{, jestliZe dopravmé za 1 tunu
z dolu D, do 8,, S,, S, stoji 16 Ké&s, 10 Kés, 15 K&s a z do-
lu D, do S,, S,, 8, stoji 10 Ké&s, 12 Kis, 10 K&s.

Refen{ tlohy se stane prehlednsjsfm uZitim tdchto
tabulek:

Sl S2 Sa Sl Sﬁ SB
D, 16 10 15 D =z Y z
D, 10 12 10 Dy, u v w

Prvni z téchto tabulek udidva dopravné za 1 tunu uhlf
z obou dold do spotfebnich stfedisek S,, §,, S;; druhé
tabulka obsahuje proménné, jimiZz budou oznadena
mnozZstvi uhli pfepravovaného z obou doli do spotfeb-
nich stfedisek S,, §,, S, pfitem? za jednotku zvolime
100 tun. Celkové dopravni ndklady oznaéfme pismenem
m a za jejich jednotku zvolime 100 Ké&s. Nynf sestavime
3 skupiny linedrnich rovnic a nerovnic, jejichZ smysl sami
poznéte:

z+u=05 y+v=5 z+w=4, (8.2)

zt+y+2z2=8, u+v+w=86, (8.3)
=20, y=0, 220, u =0, (8.4)
v=20 w=0.
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Pro celkové dopravni naklady sestavme téelovou
funkei

m = 16z 4+ 10y 4+ 15z + 10u 4 120 + 10w. (8.5)

Z rovnic (8.2) a (8.3) vypodteme

u=5—x v=5—y, w=4—z2
z=8—x—y
& po dosazeni do (8.4) a (8.5) dostaneme po snadné tipra-
vé
z20,y=20,z+y <8 z=5, y=5, (8.6)
Tt+y=4, |
m =x — Ty + 190. (8.7)

Obr. 5

Mno#ina viech pfipustnych fedeni, ktera vyhovuji nerov-
niofm (8.6), je zobrazena body konvexniho Sestiihelnika
ABCDEF (viz obr. 5). Z piipustnych fedeni se ma vybrat
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takové, pro které m, urdené rovnici (8.7), nabyva hodno-
ty minimélni. Rovnici z — 7y 4 190 = 0 by odpovidala
na obr. 5 piimka protinajicf soufadnicové osy x, y v bo-

dech P =[—190; 0], G = [0; %(—)], kterou si jen pred-

stavime. Je rovnobéind s pfimkou o rovnici x — 7y = 0,
ktera prochézi poéitkem a je v obr. 5 zobrazena. Viechny
body Sestidhelnika A BCDEF lezi v poloroviné x — Ty -
+ 190 = 0 a ¢&slo m =z — 7y + 190 bude nejmensi
pro bod E = [0; 5], pro ktery m = 155. Dopravni né-
klady ve vysi 15 500 Kés budou tedy nejmensi, kdy%
distribuce doddvek uhli bude provedena tak, jak je
zfejmé z nasledujici tabulky:

| 8 8 8

D, | 0 5 3
D, | 5 0 1

V této tabulce znameni oviem jednotka dodavku 100
tun uhli.

Analytické feSeni této ilohy si provedete jistd sami
jako cvideni. P¥itom se jednoduchym vypodtem miZeme
presvéddiit, Ze rod¢ni Gspora na dopravném pfi nejlepsim
rozvrzeni muZe pfesahovat milion Kés proti jinému,
neptiznivéjsimu rozvrzeni dodavek, a¢ jsme zvolili pro
nis piiklad jen dva doly s nizkou téZbou. Proto si jisté
dovedete udélat spravnou pifedstavu o tsporich, jichz
je mozno dosahnout, kdyZ se pro celostitnf distribueci
uhlf ze v8ech dola pouZije nejvyhodnéjéiho feSeni, které
ziskdme pracovnimi metodami linedrniho programovani.
Obdobné je mozné dosahnout velkych tspor pfi rozvrho-
vani dodavek cihel z riznych cihelen na podetnd stave-
nisté, dodavek mouky z velkomlynt do velkych pekaren
apod. Z téchto ptikladii vybranych z jediného oboru uzité
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matematiky si miZete udélat pfedstavu o vyznamu celé
matematiky, kterd umoziuje ve stdtd socialisticky orga-
nizovaném hospodarné vyuZiti energie i pracovnich sil
k prospéchu vseho lidu.
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