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Kapitola 6.

ALGEBRAICKE NEROVNICE
0 JEDNE NEZNAME

UvaZujme vztah
2 + 3 > 0. (6.1)

Dosadime-li za # é&fslo 2, pfejde tento vztah v nerovnost
2.2 4+ 3 =7 > 0. Dosadime-li za z &islo —2, dostaneme
nerovnost —1 < 0, ktera neplati.

Velmi dasto se v matematice setkivame s tilohou na-
lézt vSechna takovi &fsla x, pro ktera plati néjaky vztah,
napt. 2z + 3 = 0. V tomto pfipadé existuje takové &islo
pravé jedno. P#i vySetfovani vztahu (6.1) je viak situace
jind. Pokusme se Te§it ilohu: Naleznéte vechna redlna
¢isla z, pro néz plati 2z -+ 3 > 0.

Predstavme si, Ze dosazenim néjakého é&isla — oznad-
me je @ — pfejde (6.1) v platnou nerovnost 2¢ 4- 3 > 0.
Pfidteme k obéma strandm této nerovnosti &fslo —3.
To, co jsme provedli, lze téZ popsat slovy ,,pfevedli
jsme sé¢itanec 3 na druhou stranu nerovnosti s opaénym
znaménkem*. Dale vynasobime obé strany nerovnosti
&islem 0,6. Dostaneme tak nerovnost ¢ > —1,5. Od
ptvodni nerovnosti 2a¢ + 3 > 0 jsme pfesli ekvivalent-
nimi dpravami podle vét Ty, T, k nerovnosti a > —1,5.
Tato nerovnost je vSak jednoduisi nez nerovnost pid-
vodni. Snadno z nf vidime, %e nejen ¢&islo a, ale kazdé
éislo z intervalu (—1,5; + o) dava po dosazeni do (6.1)
platnou nerovnost; vidime dokonce vice: ta redlnd é&sla
z, pro néZ platf (6.1), jsou pravé viechna é&fsla z mnoZiny
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Vztah (6.1) nazyvame nerovnice (podrobnéji: linedrn{
nerovnice o jedné nezndmé). Kdybychom chtéli hovotit
udendji, jsou nerovnice vyrokové formy a tloha Fesit
nerovnici neznamend nic jiného neZ urdit obor pravdi-
vosti této vyrokové formy. Jinak fedeno: hledame viech-
ny hodnoty proménné z, pro né% vysetfovany vztah pke-
chiz{ dosazenim v platnou nerovnost. Rikime pak
struénéji, Ze ,,tato x vyhovujf nerovnici‘‘ nebo Ze ,,jsou
feSenfmi nerovnice*. PFi této piileZitosti je vhodné
upozornit na jedno tskalf. Nazvem Fefeni oznadujeme
nejen viechna ¢&isla, kterd nerovnici vyhovuji, ale i po-
stup, ktery pfi hleddni téchto ¢isel uZivime.

Vratime-li se jesté jednou k nademu ¥efenf nerovnice
(6.1), miZeme uZity postup téZ interpretovat takto:
Nejprve jsme nahradili (6.1) jednodus&fmi nerovnicemi
se stejnymi mnoZinami vSech Feseni (22 + 3 > 0, 2z >
> —3, x> —1,5) a pak jsme z posledni nerovnice
piimo ,,vytetli’“ feden{ Glohy (interval (—1,5; + o) je
mnoZinou pravé viech feSeni). P¥itom jsme uzivali iprav
obdobnych vpravim nerovnostf podle vét z pfedchéze-
jictho é&lanku. Pfipomenime jesté, Ze kdybychom maéli
zjistit, zda je &fslo —1 feSenfm nerovnice (6.1), nepotfe-
bovali bychom provadét Z4dné ekvivalentni dpravy
a prosté bychom jen za x dosadili &islo —1.

Pro feSenf nerovnic majf zakladni vyznam ty véty,
které popisujf jejich ekvivalentni Gpravy, tj. upravy,
pfi nichZ se neméni mnoZina vSech jejich feseni. Tyto
véty jsou obdobné vétim, které jsme uvedli pro nerov-
nosti. Tak nap¥. misto T, pro Gpravu nerovnost{ uziva-
me vétu:

T; Pfiéteme-li k obéma strandm nerovnice totéz é&fslo,
mnoZina jejich FeSeni se nezméni.

VéiHme, %e d&tendf snadno zformuluje dalsf véty
o upravich nerovnic podle vét z pfedchézejici kapitoly.
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Nejlastdji pouzivime téch, které odpovidaji tvrzenim
K,, T,, T, a T;. Diive, kdy se nerozli§ovalo mezi nerov-
nostmi a nerovnicemi (kaZzdy chapal, Ze se slova nerov-
nost uZivéd ve dvou vyznamech), odpadla tato starost
s formulovanim ,novych‘ vét. Ostatné nerovnici (8.1)
jsme 1ispé8né roziesili jen se znalosti vét o nerovnostech.
Lze tedy stru¢né ¥ici, Ze s nerovnicemi lze zachizet jako
s nerovnostmi a %e jediné, naé pfi jejich FeSenf musime
davat pozor, je to, aby se ipravami nezménila mnoZina
jejich FeSeni. Je vak vhodné p¥ipomenout, Ze i upravy,
kterymi se eventuélnd zméni (napf. zvEétsf) mnoZina
viech fefienf, maji pro feSeni nerovnic vyznam.

Ponévadz feSeni linedrnich nerovnic tvaru ax + b >
> 0, kde a % 0, b jsou dand redlnd &isla a z je nezndma
(stejné tak FeSenf linedrnfch nerovnic se zna¢kami =, <,
<), je vdm dobfe zndmo, omezime se jen na nékolik
poznidmek o soustavich lineirnfch nerovnic o jedné
neznamé a viimneme si takovych nelineirnich nerovnie,
jejichZz FeSeni se snadno pfevede na feSeni nerovnic
linearnfch.

Casto se stavé, Ze je déna soustava dvou nebo nékolika
nerovnic, které je t¥eba roziedit a pak vybrat takova
FeSenf, kterd jsou vdzéna jistymi podminkami mezi da-
nymi nerovnicemi. Pro jednoduchost pfedpoklidejme, Ze
je ddna soustava dvou nerovnic s nezndmou z a %e je
dovedeme rozfe§it. Pak si miizeme kldst tyto otdzky:

1. Kter4 é&fsla 2 vyhovuji obéma danym nerovnicfm ?

2. Kterd ¢isla x vyhovuji prvni nerovnici & nevyhovuji
druhé?

3. Kterd ¢isla « nevyhovuji nerovnici prvnf a vyhovuji
pFitom nerovnici druhé ?

4. Ktera &fsla  vyhovujf aspori jedné z danych nerovnic?
5. Kterd é&fsla x nevyhovuji Z4dné z danych nerovnic ?

37



6. Ktera &isla  vyhovuji nejvys jedné z danych nerov-
nic ?
7. Kters &isla z vyhovuji praveé jedné z danych nerovnic ?

Nejdastéji nds ovSem zajima otazka, kterd &fsla z
vyhovuji obéma danym nerovnicim. Odpovéd najdeme,
kdy? dovedeme najit prinik mnoZin (intervalit), z nich%
kazda je mnoZinou viech FeSeni jedné z damych nerovnie.
Reseni takovych tloh je ptilezitosti k dobrému vycviku
v logickém my$leni. Pfitom jisté date pozor na vyznam
slov ,,aspon jeden“, ,,nejvys jeden* a ,,pravé jeden®, coz
mé velky vyznam. Piitom se upevni va§ poznatek, Ze
poptit platnost nékteré z nerovnostiz = a,y < b,z >,
u < d znamend totéZ jako uznat platnost nerovnosti
protikladné ji odpovidajici podle pfedchazejictho pofadi
r<a,y>bz=cu=d

Soustava nerovnic byva nékdy dana tak, Ze je struéné
zapsana postupnou nerovnici. Nejéastéji to byva troj-
¢lennd postupnd nerovnice tvaru f(r) < g(z) < h(x)
(resp. s jednou nebo obéma znadkami <), kde jsme sym-
boly f(z), g(x), k(x) naznadili, Ze jde o podetni vyrazy,
v nichZ se vyskytuje pismeno z ve vyznamu neznamého
¢isla. V tom pifipadé muZeme pFepsat tento zdpis na
z4pis dvou nerovnic f(z) < g(z), g(x) < h(x). Snadno lze
dokézat, Ze lze provadét ekvivalentn{ dpravy postupnych
nerovnic tim, Ze ke viem &lentim stejné &fslo pFiéteme
nebo kaZdy é&len stejnym kladnym ¢&islem znasobime.
Jestlize kazdy ¢élen zndsobime stejnym é&islem zapornym,
musime znatky <, =<, >, = po zndsobeni nahradit
znatkami >, =, <, <. Téchto vét vyuZijeme pt¥i Fedeni
nékterych nerovnosti.

VSechny mocniny 2?1, kde z je redlné é&islo a k &fslo
pfirozené, tedy mocniny s lichym pfirozenym mocni-
telem, nabyvaj{ viechny soudasné hodnot kladnych pro
z >0, hodnoty 0 pro 2 = 0 a hodnot zipornych pro
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z < 0. Jsou proto vSechny nerovnice tvaru 221 < 0
navzdjem ekvivalentnf, a tedy i ekvivalentni s nerovnicf
z < 0. Vylouéime-li pfipad z = 0, jsou vSechny mocniny
s lichym zdpornym exponentem té% é&fsly souhlasnymi,
nebof jsou ptrevricenymi &fsly k mocnindm s lichym
kladnym mocnitelem. P¥ vyloudeni z = 0 jsog také
viechny mocniny 2% a 272¢ &fsly souhlasnymi, a proto
nerovnice 22 > 0, 2% > 0 jsou vSechny ekvivalentnf,
tedy ekvivalentni s nerovmici 22 > 0. VSechna tato
tvrzeni plati obdobné i pro ostatni nerovnice. Dosadi-
me-li z=az + b nebo z =z —ax; do nerovnic vyse
uvedenych, ukaze se, Ze fesenf nerovnic (ax + b)* < 0,
resp. (x — ,)* < 0 lze pfevést na FeSeni jednoduchych
linearnich nebo kvadratickych nerovnic, coz ukdZeme na
pfikladech.

Nezli zaéneme fesit piiklady, pfipojme jesté jednu
poznimku. Pfedstavme si, Ze mame Fesit nerovnici

2243 3z41
2 3

> 0. (6.2)

Pomoci ekvivalentnich dprav ji pfevedeme postupné na
nerovnice

6r 4+ 9—62z—2 >0,
6
6xr+9—6x—2 =0, (6.3)
7=0.

Posledni nerovnici vyhovuje kazdé z € (— oo, + o), ne-

boli fesenim nerovnice (6.2) je kazdé realné é&islo.
Nékdo jiny by mohl postupovat takto: Zapamatoval

by si, Ze fedf nerovnici (6.2), a upravoval by nerovnost
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(6.2) s bliZe neurdenym reilnym é&islem z. Obdriel by
postupné

6r 4+ 9—6xr—2
6

6x +9—6x—2 =0, (6.4)
7=0.

v

0,

Viechny tyto nerovnosti jsou ekvivalentni podle vét
z &lanku 5. Platf-li posledni nerovnost pro ka%?dé redlné
¢slo, plati pro né i (6.2). UvdZime-li odlidnost obou po-
stupi, neni p¥ili§ podstatné, zda pracujeme s nerovnice-
mi nebo nerovnostmi. Ostatnd ze zédpisu

Ja? < Ja| (6.5)

budete stézi rozhodovat, zda jde o nerovnost nebo o ne-
rovnici. Proto aZ budete pti sledovani piikladi eventudl-
né na rozpacich, zda ten & onen vztah je nerovnici nebo
nerovnosti, uvédomte si, Ze to nenf nékdy ta nejdalezi-
t8j8i otdzka — tou pro nds zustavi spravné feSenf zada-
né tlohy.

P¥iklad 1. Re¥me nerovnici
28 —322 4+ 3z—1 >0.

Tuto algebraickou nerovnici t¥etfho stupnd snadno
rozfedime, kdyZ ji pfevedeme na tvar

(—1)3 >0;

tato nerovnice je ekvivalentni s nerovnicf 2 — 1 > 0.
Hledané fesenf popisuje nerovnice

x>1.
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P¥iklad 2. ReSme nerovnici

5

22 —6zxz 49 =0.

Pondvad? 22 — 6z 4+ 9 = (x — 3)%, nemd zlomek na

levé strand smysl pro x = 3. Obé strany nerovnice déli-

me &islem 6 a pak p¥ejdeme k nerovnmici (z — 3)%2 < 0.

Pro x # 3 jsou ob8 nerovnice ekvivalentni. Aviak pro

z # 3 nemi nalezend nerovnice feSenf. Tedy pdvodni
nerovnice nemd fesenf.

P¥fklad 3. Redme soustavu nerovnic

2 — b5z

—1 < < 2.

Viechny éleny této postupné nerovnice zndsobime
kladnym é&islem 3 a pak od nich odedteme &fslo 2. Tak
dostaneme postupnou nerovnici —5 < —52 < 4. Viech-

ny jejf &leny zndsobfme zdpornym &fslem — %, pfi¢emz
znaménka mezi jednotlivymi &leny obritime a dostane-

. . 4 ,
me tak nerovnici 1 >z = — 5 kterou miZeme psit

téz ve tvaru —% <z < 1. Ka#dé z téchto postupnych

nerovnic udavd, kterd ¢&isla x dané soustavé nerovnic
vyhovuji. Jsou to prdvé viechna &fsla z z intervalu

4
51
Ptiklad 4. Hledejme na ¢&iselné ose viechny body «z,

které maji od bodu a vzdilenost mensf nez ¢ > 0 (viz
obr. lc).
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Ekvivalentnf zapis této tlohy je: feSte nerovnici
|t — a| < e. Podle véty A, ji miZeme napsat ve tvaru
—e <& — @ < e Jestlize ke viem &lentim této postupné
nerovnice pfiteme ¢islo a, dostaneme jiZ FeSeni nasi
tlohy ve tvaru ¢ — e < x < a + &. Hledané body z lez{
zfejmé v otevieném intervalu (@ — ¢, a + ¢).

Pozndmka. Pt studiu matematické analyzy se setkite
s nerovnicemi v tomto pfikladé uvedenymi tak ¢asto, Ze
je uzitetné, kdyz se vam p¥i pohledu na né vybav{ ihned
piedstava okoli bodu a. Znamenajf tedy nap¥. |z — 7| <
< 2 otev¥eny interval (5; 9) nebo |z 4 3| < 0,2 otevieny
interval (—3,2; —2,8).

Priklad 5. Jak musime volit &islo m, aby soustava
rovnic 3x + 2y = 15,z 4 2y = m méla feden{ z, y, ktera
jsou a) nezapornd, b) kladna. Ktera Feseni soustavy maji
tu vlastnost, Ze &fslo m je pfi uvedenych podminkach
1) co nejmensi, 2) co nejvétsf?

Resime-li tuto soustavu rovnic, dostaneme pro nezn-
mé

_15—m __ 3m—15
r=—g o Y=
a) Maji-li byt &fsla x, y nezdpornd, musi platit nerov-
nosti 5 —™ =0, 3m — 15 =0. To znamens, Ze

2 4
¢islo m musf byt prvkem uzavieného intervalu (5; 15).
b) Maji-li byt ¢isla x, y kladna, musf platit ostré nerov-
. 15—m 3m — 15 .s .
nosti — > 0, — > 0. Jejich dpravou
dostaneme, Ze ¢fslo m musi byt prvkem otevieného
intervalu (5; 15).
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1. Pii feSeni v oboru nezépornych &isel miZeme vybrat
nejmens{ hodnotu m = 5 z intervalu (5; 15). Této
hodnoté m odpovidd feSeni = 5, y = 0. P#i feSeni
v oboru kladnych ¢isel nemiZeme z intervalu (5; 15)
vybrat nejmensi hodnotu. I kdy% zvolime pro m &islo
hodné blizké é&slu 5, jako napt¥. 5,000 001, pak v otevie-
ném intervalu (5; 15) najdeme snadno dalsi ¢&islo, které
je mensf nez 5,000 001. Nejmensf &fslo v tomto otevie-
ném intervalu neexistuje.

2, P¥i fesenf v oboru nezipornych é&isel mizeme vy-
brat nejvétsf m = 15, jemuZ odpovida feseniz = 0,y =
= 7,5. P¥i FeSeni v oboru kladnych éisel neexistuje Zddnd
dvojice ¢&isel z, y, pro néZ by bylo m nejvétaf.

Priklad 6. ReSme nerovnici [/z* + 5 <& — 3.

Nejprve zjistime, Ze podetni vyrazy na levé i na pravé
strané nerovnice maji smysl pro libovolna realnd &fsla x.
Ponévadz druhd odmocnina z nezdporného &fsla je neza-
porné &fslo, musi platit £ — 3 = 0 ¢&ili z = 3. S touto
podminkou miiZeme nerovnici umocnit a pak FeSenim

2
linearni nerovnice dostaneme x < 3 Tento neomezeny
interval nem4 vSak Z4dny spoledny prvek s neomezenym
intervalem # = 3. Dané nerovnici nevyhovuje tedy Zad-
né realné é&fslo z.

Cvileni
6.1 Ndrodni podnik musi vynaklddat m Ké&s na jednu vyrob-
ni jednotku ke krytf ndkladi zdvislych na velikosti vyroby

(suroviny, polotovary, mzdy apod.) a mimoto s K&s roénd na
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kryti stdlych vydaji nezdvislych na velikosti vyroby. Kolik
vyrobkt musi roénd produkovat, mé-li celkovy zisk podniku
byt z Ké&s pfi prodejni cend ¢ K&s na jednotku produkce? Pro-
vedte diskusi fedeni.

6.2 Osazenstvo dolu md vytéZit @ tun uhli denné a t&%{ dennd
b tun. Tim plni plén na p procent. KdyZ se plénovand denni
téZba i skutedné dennf t&Zba zvysily o d tun, zménil se tim
procentovy ukazatel plndni plénu ne p’ procent. Porovnejte
rozdilem procentové ukazatele p, p’ a provedte diskusi fedeni.

6.8 Reslte nerovnice:
a)z + 10z + 25 > 0, b) (x> — 322 + 3z — 1)? £ 0,
c) (42 — 42 + 1) > 0, d) (42 + 3)-% = 0.

6.4 Kterd &isla  vyhovuji vSem nerovnicim dané soustavy:
a)2x +1 <0, 2x + 5> 0, 0<z+2<3,
b) bz + 3 > 0, [#] < 0,5, lx—1] < 0,6,
)3 <22 +8<7,22—1=<4x+2<2z 141,
d)ezr—1<|axs—1,0 <3—=z <0,5.

6.5 Pro kterd &isla m md soustava rovnic x — 2y + 4 = 0,
4z + 3y + m = 0 takovd Feleni, Ze z, y jsou ¢&fsla nezdpornéd.
Zvolte pak nejvétsi moZnou hodnotu éisla m & urdete k nému
piisluéné fefeni dené soustavy rovnic. PFitom si vSimndte, %e
neexistuje 24dné FeSenf{ soustavy, pfi némZ by bylo &islo m
nejmensi.

Nynf se naudime feSit algebraické nerovnice tvaru
(—=z2)(@—2)(x—24) ... (x—2z,) =0, (6.6),

v nichZ lev4 strana je soudinem linedrnfch &initeld tvaru
z—z;(t=1, 2,8, ..., n). Pfitom se m4 rozhodnout,
zda a pro kterd z plati mezi timto soudinem a &islem 0
ostra nebo neostra nerovnost. P¥i daldich ivahach bude-
me nejprve piedpoklddat, Ze &fsla @; jsou navzijem
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riiznd a Ze jejich oznadeni bylo zvoleno tak, aby platilo
Z, <Xy <Xy ... <Zyy < T, Soudin linedrnich &initeld
v nerovnici (6.6) bude rovny nule pravé jen pro tato &sla
%y, Ty, Ty, - . ., Ty Jejich soudin bude rizny od nuly jen
ve vnitfnich bodech intervali, jejichz krajnimi body na
¢iselné ose jsou &fsla x;. Znaménko soudinu je t¥eba urdit
jen pro body zmfnénych intervald, co vas pro v&ti{ na-
zornost i struénost nauéfme na vhodné zvolenych piikla-
dech. P¥itom budeme piedpoklidat, Ze umite rozloit
kvadraticky trojélen v souéin reilnych lineirnich &ini-
tell, coZ je vidy moziné, kdyZ diskriminant kvadratic-
kého trojélenu neni zdporny.

Priklad 7. Refme nerovnici
z(z® —4) (x* — 42— 5) = 0.

Po rozkladu z? — 4 =(x + 2) (x—2), 22 —4x —b5 =
= ( 4+ 1) (x — 5), po dosazenf do dané nerovnice a po
uspofddani linedrnich éinitelt dostaneme

@+2)(@+1)(@—0)(z—2) (@—5) =0. (8.7)

Platf tedy rovnost pro body x, = —2, 2, = —1, 2, = 0,
z, = 2, x5 = 5. Vyznatte si tyto body na nadrtu &¢fselné
osy, abyste mohli dobfe sledovat dalsf vyklad. P&t bodt
—2,—1, 0, 2, 5 rozdéluje ¢iselnou osu na Sest &astf a na-
8fm tkolem nynf je zjistit znaménko soudinu linedrnich
diniteld z nerovnice (6.7) pro ¢&isla 2 v otevienych inter-
valech (— o0; —2), (—2; —1), (—1; 0), (0; 2), (2; 5),
(5; + o). Pfedpoklddejme nejprve, Ze jsme zvolili
¢slo 2 z posledniho intervalu, takfe plati x + 2 > 0,
z+1>0,2—0>0,2—2 >0, x—5 > 0. Soudin
viech péti éiniteld bude pro &fsla x z posledniho neome-
zeného intervalu kladny, a proto tato z jsou fedenimi
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dané nerovnice. Zvolme nyni x z pfedposledniho inter-
valu (2; 5). Pro body z tohoto intervalu plati z 4+ 2 > 0,
z+1>0,2>0,2—2 >0, x—5 < 0. Soudin &ty¥
kladnych &initeld s jednim zdpornym bude zaporny,
a proto body intervalu (2; 5) nebudou dané nerovnici
vyhovovat. Zvolime-li nyn{  z intervalu (0; 2), budou tfi
¢initelé kladni, dva zaporni. Soudin viech péti &initelil
bude kladny a vSechny body intervalu (0; 2) budou rese-
nimi dané nerovnice. Tak postupujeme déle od jednoho
intervalu k druhému, aZz dojdeme kone¢né do prvniho
neomezeného intervalu (— o0; —2). Pii tomto zkouméni
soudinu linearnich &initeld v nerovnici (6.7) se stiidaly
oteviené intervaly, jejichZ prvky patiily k feSeni, s in-
tervaly, jejichZz prvky k FeSeni nepatfily. Shrneme-li
vysledky zkouman{ dané nerovnice v otevienych inter-
valech se zji§ténim, %e v krajnich bodech intervala plati
v dané nerovnici rovnost, dostaneme tento vysledek:
Nerovnice (6.7) plati pravé pro vSechny body z intervala
(—2; —1), (0; 2), (5; + o).

‘i Pozndmka. VySetfovini dané nerovnice jsme mohli
provadét pii libovolném potadi intervald. Vyhodné je
oviem, kdyZ je probirime v pofadi odleva doprava
nebo odprava doleva. '

Priklad 8. Resme algebraickou nerovnici 6. stupng
(#2 — 4z 4 5) (2 — 4z + 4) (x* — 42— 5) = 0.

Prvnf z kvadratickych trojélentt ma zédporny diskri-
minant a nelze jej rozloZit na soudin redlnych linearnich
diniteli. Ponévad% pro né&j platf 22 —4x + 56 = (x —
—2)2 4- 1 > 0 pro libovolné z, miZeme kladnym é&is-
lem, které tento trojélen pfedstavuje, kratit a po rozkla-
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du zbyvajicich kvadratickych trojélenit dostaneme
ekvivalentni nerovnost

(@®—2)(x+ 1) (z—5) =0.

Rownost bude platit v této nerovnosti pro &isla x = 2,
x =—1 a pro z = 5. Ctverec prvniho dvoj&lenu msa
mimo vyjimedény bod # = 2 stéle kladnou hodnotu, takZe
timto étvercem miZeme kratit a hledat nynf jen YeSenf
ostré nerovnice (kvadratické)

(z+1)(=—38) <0,

kterou vysetifme podle vzoru z pfedchazejici ilohy pro
hodnoty z ve tfech otevienych intervalech (—oo; —1),
(—1; 8), (6; + o0). Jen v prosttednim z téchto intervali
jsou linedrn{ ¢initelé &isly nesouhlasnymi, jejichZ soudin
je zéporny. Cisla  z tohoto intervalu dané nerovnici
vyhovuji. Shrneme-li vysledky naseho zkoumani, dosta-
neme: Dané nerovnici vyhovuje éislo x = 2 a vSechna
tisla z intervalu (—1; 5). Tedy nerovnice je splnéna
pravé pro viechna &fsla z intervalu (—1; 5).

P¥iklad 9. ReSme nerovnici
x—2 6 &
- <1.
z—3 a1 ="

Vyrazy na levé strané nerovnosti majf smysl, jen kdy%
z # 1, z # 3. Pfevedeme-li viechny vyrazy na zlomky
se spoleénym jmenovatelem, dostaneme po seétenf a po
zkraceni nerovnici
x—3,6
E—De—3 ="

Vyraz na levé strand posledni nerovnice nabyvé nulové
hodnoty jen pro & = 3,5. Ponévadz pfipad, kdy nastiva
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v této nerovnici rovnost, jsme jiZ vysetfili, mhtZeme
vyset¥ovat jiZ jen ostrou nerovnici

x—1)1(x—3)1(x—3,6) >0,

kterd je vSak (za pfedpokladu z = 1, # # 3) ekvivalent-
n{ s nerovnic{

(—1) (x — 3) (z — 3,6) > 0.

Tato nerovnice je splnéna pro « z intervali (1; 3), (3,5;
-+ o).

Shrnutf. Dané nerowvmnici vyhovuji privé vechna x
z intervalid (1; 3), (3,56; 4+ oo).

PFiklad 10. Re¥me nerovnici
@ + 2)° (& + 1)1 (& — 1)~ (z— 3)* (z — B)* < 0.

Vyraz na levé strané ma smysl, jen kdyz = # —1,
xz # 1. Rovnost nastane pro x, = —2, z, = 3, 23 = 5.
Po vysetfeni pifpadd, kdy nastavd rovnost, miZeme
vysetfovat ostrou nerovnici, kterou z nerovnice dosta-
neme vynechénim znaménka =. Pfitom vynechame
linedrni dvojéleny se sudymi exponenty, nebof pfedsta-
vujf kladné &fsla v intervalech, které budeme vysetto-
vat, a vSechny dvojéleny s lichymi exponenty nahradi-
me dvojéleny s exponentem 1, takie dostaneme nerov-
nici

(x+ 2)(x + 1) (zx —3) < 0.

Tato nerovnice m4 fefeni, a to éfsla 'z z intervalt (— co;
—2)’ (—1; 3)'

Shrnutf. Dané nerovnici vyhovuje &islo 5 a viechna
¢isla z intervalt (— oo; —2), (—1; 3).
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Nerovnice, které se daji pfevést na tvar
kylz — 2| + kolw — 25| + kgz — 2] + ... +
+ kalr — 2| < kox + g,

fesfme tak, Ze je vySetfujeme v intervalech, jejichZ kraj-
nimi body jsou &fsla z;, <z, < 3 < ... < x,, plesnéji
v intervalech (—oo0; z,), (x,, Z,), (xy, Zy), ..., Xu_y, Xa),

(@, + 00).

Pfiklad 11. ReSme nerovnici
|| — |& — 2| 4+ |x — 5| = 4.

Délici body xz, = 0, z, = 2, 3 = 5 jsou krajnimi body
intervali (— oo0; 0), 0; 2), (2; 5), (5; + o0). V kazdém
z téchto intervalt se d4 dand nerovnice nahradit jedno-
dussf nerovnici, kterd jiZz neobsahuje absolutni hodnoty.
Méi-li v takovém intervalu zjednodusend nerovnice
fedeni, je toto FeSeni soudasné i fefenim nerovnice pi-
vodni. Pofad{, v némz bereme jednotlivé intervaly, nemé
na fesenf vliv, zachovani uréitého systému je viak vhod-
né, nebot to zmensuje nebezpedi vzniku chyb. Berme
tedy intervaly napf. v pofadf zprava doleva.

a) Zkoumani v intervalu (6; 4 o). KdyZ # = 5, pak
platf [#| ==, [r—2|=2—2, [r—5|=x—5. Po
dosazeni do dané nerovnice dostaneme

g —(x—2) + (z—5) < 4.

Po upravé dostaneme x < 7. Ve zkoumaném intervalu
popisuje mnoZinu feden{ vztah 5§ <z < 7.

b) Zkoumén{ v intervalu (2; 5). V tomto intervalu je
jiz x — b < 0, zatimco ostatni vyrazy, a to z, x — 2,
zustavaji jestd nezaporné. Proto plati v tomto intervalu
|t| =, g —2| =2 —2, [ — 5| = —(x — 5). Po do-
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sazenf do dané nerovnice a po kratké Gpravé dostaneme
z = 3. Ve zkoumaném intervalu méa tedy dana nerov-
nice feSeni 3 < x < 5.

¢) Zkoumani v intervalu (0; 2). V tomtointervalu plati
|| =z, |t —2] = —(x—2), |#— 5| =—(x—5). Po
dosazeni a jednoduché tpravé dostaneme z < 1. V tom-
to intervalu ma tedy dani nerovnice fefenf 0 < 2 <1,

d) Zkoumén{ v intervalu (—oo; 0). V tomto intervalu
platf |z| = —=z, [t — 2| = —(z—2), | — 5| = —(x —
— 5). Po dosazenf{ a Gpraveé dostaneme = —1. V tomto
intervalu ma tedy dana nerovnice ¥efenf —1 < x < 0.

Shrnuti. Dana nerovnice m4é za Fesenf pravé viechna z
z intervald (—1; 1), (3; 7).

Piiklad 12. Redme nerovnici
[4(x? + 22)] < 3

a rozhodnéme pak, zda existuje néjaké okolf bodu 0, je-
ho# prvky vyhovuji dané nerovnici.

PrepiSeme-li nerovnost podle véty A, na tvar —3 <
< 4(z? + 2x) < 3, zjistime, Ze je tfeba nalézt vSechna
¢isla x, kterd vyhovuji soudasné dvéma kvadratickym
nerovnostem:

l. 422+ 843 >0, 2, 4x* 82 —3 < 0.

Nésobime-li tyto nerovnosti kladnym &islem 1/4 a pro-
vedeme-li rozklad kvadratickych trojélenid na soudin
linearnich kotfenovych ¢&initela, dostaneme mfsto nich
ekvivalentni nerovnice:

l[x-l-%)(a:-l—%] >0,
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2.[x+ 1 +—;—V’7—](x-|- 1—%1/7] <0.

Kvadratické nerovnice tohoto typu, v nichZ levou stranu
tvoff soudin dvou linearnfch é&initela (x — z,) (x — x,),
mizZeme podle vzoru piedchazejicich uvah tohoto ¢linku
rozfesit zkoumanim znameni hodnot tohoto soudinu
v intervalech (— oo, 2,), (z;, %,), (,, + 00). Snadno se
ukdZe, Ze kvadraticky trojélen 2?4 px + ¢ = (x —
— z,) (x —x,) je kladny v prvnfm i t¥etim z téchto inter-
vald a zdporny v druhém z nich. Je éelné pamatovat
si tento vysledek pro rychlé feseni kvadratickych ne-
rovnic; k zapamatovani vam bude jisté napomdahat po-
znatek, Ze graf funkece y = 2% 4+ px + ¢, kterda v bodech
x,, &, nabyvad nulovych hodnot, lezi v (neomezeném)
prvoim i tfetim intervalu nad osou z a v druhém inter-
valu (z;, z,) pod osou x (nadrtnéte si ptisludny graf, jimz
je parabola protinajici osu 2 v bodech =z,, z,). Tak
zjistime, Ze vySe uvedenym nerovnicim vyhovuji &éisla x
v intervalech

e it
2.[—1—_;_1/7; —1 +%V7)-

Déle zjistime, %e ob&ma nerovnicim vyhovuji &sla x
z intervali

-3 -2 (3 dw)

Na dodatkovou otdzku dané dlohy miZeme nyni odpo-
védét, Ze okoli bodu 0 vyhovujici dané podmince existuje
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a je dasti druhého z téchto intervalia. Jeho ¢dstmi jsou
napf. intervaly (—0,3; +0,3) nebo (—0,25; +0,25) apod.

Pozndmka. Pfi studiu matematické analyzy se setkate
8 fesenim tloh typu, ktery byl v tomto piikladé nazna-
ten. Zpravidla viak stadf nalézt odpovéd na otdzku toho
druhu, kterd byla uvedena jako dodatkova otdzka v na&{
dloze. UkdZeme, Ze feSen{i lze pak nalézt rychle uzitim
vét K, a A,. Budeme-li pfedpoklidat pro feSeni nasi
dlohy |x| < 1, pak platf [2?| < |z|. Za tohoto pfedpokla-
du lze viak danou nerovnici upravit tak, Ze existence
feden{ se snadno prokaze. Podle véty A, miZete psit

|[42? + 8x| < [4x?| + (82| = 4[z?| + 8lz| =
< 4fz| 4+ 8|z = 12]x|.

1
Odtud plyne: je-li 2| < e tj. —0,25 < x < 0,25, po-

tom je 12|x| < 3 a pivodni nerovnost je splnéna. Tento
piklad ukazuje té% uZiteénost véty A; kterd se &asto
nazyva trojdhelnikovd nerovnost.

Cvideni
6.6 Reite soustavy nerovnic:
a)yr—2z—2=0, 4z — 122 + 5 < 0;
b)z? +2z2—2 > 0, z?—2x—3 < 0;

c) (x* —2x + 6) (x*— 4) < 0, (2! + 22— 3) (2* — 2z +
+1)> 0;

d) |z — 3z| < 2;

e) |8x? — bz| < 6.
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8.7 Reite nerovnice:

8) ——— 2 2;

o) +
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