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Kapitola 5.

ZAKLADNI VETY
0 NEROVNOSTECH

V matematice uZivime velmi &asto vztahid oznadova-
nych znatkami =, #, <, >, =, =. Je uZite¢né prehled-
né pfipomenout vlastnosti téchto vztahi a jejich vzajem-
nou souvislost. Pismena budou oznadovat redlna é&isla.
Vztah rovnosti (=) ma tyto vlastnosti: Plati vidy
a = a. Soudasné plati @ = b, b = a. Z platnosti @ = b,
b = ¢ plyne a = ¢. Vztah ruznosti () mé tyto vlast-
nosti: Nikdy neplatf @ # a. Soudasné platia # b, b # a.
Z platnosti a # b, b + ¢ nelze nic soudit o vztahu a, c.
Ze vztaht = a # mezi dvéma &fsly plati pravé jeden.
Jestlize tedy jeden z téchto vztaht popirdme, musime
uznat platnost druhého. Vztah @ # b souvisi s ostatnimi
vztahy tak, Ze p¥i jeho platnosti musi platit jeden ze
vztahi a < b nebo b < a.

Spolednym nézvem nerovnosti oznadujeme ty vztahy
mezi ¢sly, které v matematice zapisujeme znackami
<, >, =, 2. (Vyspélejsi ¢tenat patrné vi, Ze se nynf
zabyvéme relacemi.) Vztahy zapsané znadkami <, > se
dasto nazyvaji nerovnosti ostré, vztahy zapsané znaé-
kami =<, = nerovnosti neostré. Vztahy g <b, b > a,
o nichZ ¥fkdme, %e jsou navzijem obrdcené (konverzni),
soudasné plati nebo soudasné neplati. Také nerovnosti
a <b, b =a jsou navzijem obracené. Dvojice nerov-
nosti @ < b, @ = b a také dvojice @ > b, @ < b maji tu
vlastnost, %e z kazdé dvojice plati pravé jedna nerovnost.
Z popieni (negace) platnosti kterékoli z téchto nerovnost{
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vyplyvs platnost druhé nerovnosti v téze dvojici. Rika-
me téZ, Ze nerovnosti v téchto dvojicich jsou navzijem
protikladné (kontradiktorické).
Nyni uvedeme nékolik definic:

1. Plati-li ¢ > 0, ¥ikame, Ze &islo a je kladné, plati-lia <
< 0, fikame, Ze &éislo a je zdporné. 2. Jsou-li dvé &isla obé
kladnd nebo obé zaporna, iikame, Ze jsou souhlasnd.
Je-li ze dvou ¢&isel jedno kladné a jedno zaporné, fikame,
Ze jsou nesouhlasnd. 3. Souhlasné nerovnosti jsou takové,
v jejichZ zdpisu je stejna znadka nerovnosti. 4. Zapis
soustavy nerovnosti @ < b, b < ¢ provadime struénéji
a < b < ¢ a takto zapsanou soustavu nerovnosti nazy-
véme postupnd nerovnost a &isla a, b, ¢ jeji &leny.

Ostré a neostré nerovnosti maji tyto vlastnosti:

N Nikdy neplati ¢ < @ ani e > a.

P Vidy plati ¢ < a a také ¢ = a.

R Ze soudasné platnostia < b,a = b plynea = b.
8, Plati-li @ < b, pak plati téz a < .

S, Plati-li @ > b, pak plati téz a = b.

Nyni uvedeme nejdilezitéjsi véty o nerovnostech mezi
redlnymi &isly a, b, c.
T, Platf prave jeden ze vztah@i @ < b nebo a = b nebo
a >b.
T, a)Jelia <b, b <c, pak plati a < c.
b)Jelia > b, b > ¢, pak plati @ > c.
Platf obdobné téZ pro nerovnosti neostré.
T, Priéteme-li k éislim na obou stranich nerovnosti
totéz éislo, zlistane nerovnost zachovana.
T, Znasobfime-li &isla na obou stranach nerovnosti tyms
kladnym ¢&islem, ziistane nerovnost zachovana.
Ts; Znasobime-li &isla na obou stranich nerovmosti
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tymZ zdpornym é&islem, musime nahradit znagku >
(=, <, =) znadkou < (£, >, =)

T; Soudin dvou &fsel souhlasnych je kladny, nesouhlas-
nych zéporny.

T, Vidy plati a? = 0; je-li @ # 0, pak a2 > 0.

T, Kazdé &islo ¢ # 0 je souhlasné s éfslem k nému pte-
vricenym.

T, Souhlasné nerovnosti je dovoleno séitat.

Pro nerovnosti mezi kladnymi &isly plati jesté tyto dalsi

véty:

K, Souhlasné nerovnosti mezi kladnymi &fsly je dovo-
leno spolu znasobit.

K, Nerovnost mezi kladnymi ¢&isly je dovoleno umocnit
nebo odmocnit.

K; Plati-li mezi dvéma kladnymi &isly nerovnost, pak
mezi ¢isly k nim pfevracenymi plati nerovnost obra-
cend.

K, Pro kladné &islo a a pro ptirozend &isla m < n plati:
a) je-li ¢ < 1, pak a” > a»;
b)jelie =1, pak a®» =a* = 1;
c)jelia > 1, pak a™ < an.

Pro absolutnf hodnoty realnych &isel plati:
A, |a]| =a,jelia 20; [a] = —a, jelia £ 0.
Ay — o] =a < al.

A; ja| <e¢, kde ¢ > 0 znamenid totéz jako —e < a <
<e.

A, [lo] =Pl =lo + 8] = |a| + o

Vsechny véty uvedené v tomto piehledu nejsou na
sobd nezdvislé. D4 se dokonce ukdzat, %e uZitim vt T,
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Ty, Ty, T; bylo by moZno dokézat vSechny dalii véty

v tomto piehledu za nimi uvedené. Z toho je zfejmé

velké4 dulezitost vét T,—T,, které byste si méli pfedeviim

dobfe zapamatovat. Budete-li vSak znét i véty za nimi

Elé.sllledujici, urychlite tim svou préci p¥i FeSeni mnohych
oh.

Piiklad 1. Na ukézku toho, jak se dokazuji véty vyse
uvedené, dokéZeme vétu T, za pfedpokladu sprédvnosti
vét T, az T,.

Vétu T; dokdZeme nejprve pro nerovnost ¢ << b, Za-
porné &fslo, jimZ chceme nerovnost zndsobit, oznaéime
¢; plati tedy ¢ < 0. JestliZe k &fslim na obou strandch
této nerovnosti ptiéteme — ¢ podle véty T,, dostaneme
0 < —, ¢ili pfechodem k obracené nerovnosti —c > 0,
coZ znamena, %e ¢fslo — ¢ je &islo kladné. Jestlize timto
&fslem znasobime nerovnost a < b, coZz je dovoleno
podle véty T,, dostaneme —ca << —cb. JestliZze na obou
strandch této nerovnosti ptiéteme é&islo ca + cb, dosta-
neme bc < ac. Prechodem k zapisu s obracenou nerov-
nosti dostaneme ac > bc. Tim je dokdzdna jiZz podstatna
d4st nadi poutky T;. Je nynf tfeba dokdzat vétu o naso-
beni nerovnosti ¢ > b &fslem ¢ < 0. To je snadné, a to
tieba tak, Ze uZijeme obdobného postupu jako v p¥ipadé
predchézejicim. Je vSak moZno také nerovnost a > b
prepsat na tvar b < a a provést nisoben{ této nerovnosti
kladnym éfslem — ¢ > 0 a postupovat dale stejné jako
v pfipadé pfedchozim. Zjistime pfitom, Ze posledni krok
nebude nutné provadét jiz tak jako v p¥ipadé predcho-
zim. Tim je jiz véta dokdzana pro obé ostré nerovnosti.
PonévadZz v8ak rovnost a = b smime nasobit &islem c,
af je jakékoli, vede nas toto zjisténi k tomu, Ze véta T
plati i pro nerovnosti neostré.
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Piiklad 2. DokaZme, %e pro kladné ¢isla a, b plati ne-
rovnost
a b
3ta =2
JestliZe danou nerovnost zndsobfme é&fslem ab > 0,
dostaneme
a? 4 b = 2ab. (5.1)

Priéteme-li k &¢fslim na obou strandch nerovnosti (5.1)
dslo —2ab, pak po jednoduché tGpravé dostaneme
(@ — b)? = 0. Nerovnost plati tehdy a jen tehdy, plati-li
(@ — b)? = 0. Tento vztah viak platf podle T,. Dikaz je
proveden.

JestliZze z dané nerovnosti dostaneme tpravou druhou
nerovnost takovou, Ze obé nerovnosti soudasné plati nebo
soudasné neplati p¥i jakémkoli dosazen{ uréitych éisel do
podetnich vyrazi, z nichZ se nerovnosti skladaji, pak ta-
kové nerovnosti nazyvame ekvivalenin{ a pFislusnou
vpravu ekvivalentnt dpravou. Dikaz platnosti dané nerov-
nosti miZeme proto provadét tak, %e ji ekvivalentnimi
upravami pfevedeme na nerovnost, jejiz platnost je jiz
dokézéana.

Piiklad 3. DokaZme, Ze pro libovolna reélné &isla a, b,
¢ platf nerovnost
a®+ b2+ c? =2ab+ ac + be.

Uvedeme dvé feSeni tohoto piikladu.

1. Znisobfme danou nerovnost éfslem 2 a viechny
tleny prevedeme na levou stranu, pak vyraz na levé
strané upravime tak, Ze dostaneme (¢ — b)? + (b — ¢)*+
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+ (¢ — a)? = 0. Tento vztah vSak plati, nebot podle T,
je &tverec kazdého dvojélenu na levé strané neziporny,
a proto je nezdporny i jejich soudet. PonévadZ jsme od
puvodni nerovnosti k nerovnosti (@ — b)2 + (b—c)+
+ (¢ — @)2"= 0 dospéli ekvivalentnimi dpravami, je da-
kez proveden.

2. Mé-li nékdo v paméti vztah (5.1), pak ho snad na-
padne, aby k nému piipsal dalsf nerovnosti z ného ply-
nouci zdménou pfsmen, tj. b2 4 ¢ = 2bc, 24 a =
= 2ac; vSechny platf pro libovolna redlna &fsla. Sedte-
me-li tyto nerovnosti podle véty T,, pak po zkricenf
éislem 2 dostaneme hned nerovnost, kterou jsme méli
dokizat.

Piiklad 4. DokaZme, %e pro libovolni realnd &fsla a, b
platf nerovnost

a+b <)20@®F0Y.

Podle znén{i dané ulohy miZe byt na levé strané dané
nerovnosti i éfslo zaporné a danou nerovnost nelze umoc-
nit, nebot umocriovani je podle véty K, ekvivalentni
ipravou jen pro nerovnosti mezi kladnymi &fsly. Rozpo-
meneme-li se v§ak na vétu A,, pak podle nerovnosti,
kterou predsta.VUJe druhy a tieti élen postupné nerov-
nosti A,, muZeme psit @ + b =< |o + b|. Kdybychom
k ni pfipsali dal$f nerovnost |a + b l = 1/2(0,2 + b%), pak
by z této dvojice nerovnosti plynula podle véty T, ne-
rovnost, kterou mame dokdzat, ovSem za predpokladu,
e nerovnost |a + b| < }/2(a® + %) plati. Dikaz jejf
platnosti je vSak nyni sna,dn)'r, kdyZ ji jako nerovnost
mezi neza,pornyml ¢fsly miZeme umocnit a daldimg
ekvivalentnimi dpravami uvést na tvar (@ —5)* =20
Provedte podrobné sami.
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Cviteni

5.1 Jsou-li @, b libovolnd kladné é&isla takové, Ze a > b,

plati tato tvrzeni: a) zlomek % se zmensf, kdyZ jeho &itatele

b
i jmenovatele zvétSime o stejné kladné &islo; b) zlomek — se
a

zvétsf, kdyZ jeho ¢itatele i jmenovatele zvétiime o stejné
kladné &fslo. DokaZte.

5.2 Do tfidy, do niZ chodi chlapci i dévdéata, piistoupil
stejny podet chlapct i ddvdat. Co lze usoudit o vztahu mezi
pPuvodnim poétermn chlapei i d&v&at, vi-li se, Ze po pfistoupeni
novych Zdkl a Z4kyh pivodni poet % chlapoi a) se zvysil,
b) se nezménil, ¢) klesl ?

8.8 DokaZte, Ze geometricky pimér dvou nezdpornych &isel
se nejvys rovnd jejich aritmetickému priméru. Kdy nastane
rovnost ?

5.4 DokaZte, e pro kladné disla a, b plati:

- 1
a) a + - 2 21
a
1 1
be+n(5+g) 24 ~
a b
5.5 DokaZte, Ze pro redlné &isla a takovd, Ze |a| < 1, plati:
1
a) 21 +a,
1—
b 21—a.
) l1+a ¢

Kdy nastane rovnost ?
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5.8 Jsou-li @, b velikosti odvésen a ¢ velikost pfepony pravo-
Ghlého trojihelniks, pak o nich plati: a) a + b < ¢ |2, b) ¢ >

2
> ry (@ + b). Dokazte tato tvrzeni.

5.7 Dokaite, Ze pro libovolné redlné &¢fslo a plati nerovnost

al? 1
<.
at +1 2

5.8 Dokazte, Ze pro libovolng kladné &isla a, b, ¢ plati nerov-
nosti

a)(a +b +c)[—l-+l+—l-)g9,
a b 0
b) 1 + 1 + 1 > 9 .
a+bd b+o c+a  2a+b+ec)

Rozhodnsdte téZ, kdy plati rovnost.
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