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VII. KAPITOLA

VYUZITI PRINCIPU INKLUZE
A EXKLUZE V TEORII CISEL®)

V teorii disel hraje vyznamnou roli tzv. Eulerova**)
funkce g(n), kterd ptifazuje katdému pfirozenému slu
n > 1 podet vlech ptirozenych &fsel, kterd jsou mensf
ne¥ n a pfitom s n nesouddlni. Tak nap¥. ¢(28) = 12,
nebot z &fsel mensich neZ 28 je s nfm nesoudélnych pravé
12 &isel, toti 1, 3, 5, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 23, 25, 21.
Znimé Fermatova***) vdta tvrdi: Je-li a celé &lslo, kleré
neni délitelné prvotislem p, pak a»~t ddvd p*t délent prvo-
&tslem p zbytek 1. L. Euler zobecnil tuto v&tu pro
viechna pfirozend é&fsla p >'1 a v nf se pak setkdme
8 Eulerovou funkei:

Je-li a celé &islo a p pFirozené éislo nesoudélné s a, po-
tom pri délent a®™ lslem p zbude 1. (Je-li p prvodislo,
redukuje se Eulerova véta na Fermatovu vétu, nebof
pro prvodislo p plati @(p) = p — 1; %4dné z &isel 1, 2,
..., p— 1 totiZ nenf soudélné s prvoéislem p.)

Nebudeme zde tyto teorie dile rozvijet a soustiedime
se na problém, jak pro dané ptirozené ¢islo n > 1 spodist
ptisludnou hodnotu ¢(n). Je-li n velké, da vyhledani

*) Na tuto kapitolu se ddle nenavazuje.

**) L. Euler (1707—1783) — prosluly matematik §vycarské-
ho ptivodu. Svymi vice neZ osmi sty pracemi ovlivnil
té]l:léf‘ viechny oblasti matematiky a teoretické mecha-
niky. :

»#*) P. Fermat (1601—1665) — francouzsky prdvnik, ktery
s 11spéSné zabyval matematikou a optikou.
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véech mensich a s » nesouddlnych &fsel hodné pré.ce
Pokud vSak znime vSechna prvodisla p,, p,, ...,
vyskytujici se v rozkladu &sla » na prvodinitele (]e]lch
nésobnosti pot¥ebovat nebudeme), pomiiZe princip
inkluze a exkluze.

Pro katdé ¢ e{l, 2, ..., ¥} oenadme M, mnoZinu véech
plirozenych &sel nejvyse ravnych n, ktera jsou délitelné
prvodislem p;. Mnofina M, Y M, ) ... U M, obsahuje
viechna ptirozend ¢sla mens{ nef n, kterd jsou délitelnéd
nékterym z prvodisel p,, 7y, ..., 73, tedy kterd jsou
souddind s &fslem n. Jo tedy

M, UMy U ... UM,y =n—gn).
Bud @ # {ji, ju ..., f} {1, 2, ..., k}. Mnotina M,
0 M, ... M, obsahuje viechna pFirozens 3sla nej-
vyke rovnéd n, kterd jsou dlitelnd kaZdym z prvodisel
Piys Pigs -+ -» Py, & tedy i jejich soudinem p, p;, ... py,. Je
]lch

27 M, 0 My O 0 M) =

n
pflpiz s Pi,
Podle principu inkluze a exkluze dostavame

n

n—en) = (-1t ——
wlm) D PiPig - - - Dy,

neboli

1
18 n =n(1+2—1'——-),
(18) o(n) (-1 PP D
kde se s&itd pies viechny neprizdné podmnoZiny
{1 92> - - » it C€{1, 2, ..., k}. VyTaz v zdvorce na pravé
strand viak vznikne, jak se snadno pfesvéddime, roz-
nasobenim soudinu
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[1__1_] I_L]. .. I_L].
41 y 23 Pr

Odvodili jsme tak vzoreo

1 1 1),
19 = l———][l—-—][l-——]
(19) g(n) n( 21 Y2V 2
Vratme se k pitikladu, ktery jsme uvedli na zadétku:

V rozkladu &#fsla 28 na prvodinitele se vyskytujf prvoéisla
247 Je tedy
1

1
¢(28) = 28(1 .-?][1 .._7] =12,
co¥ souhlasf s tim, oo jsme zjistili na zadétku,

U velkych &sel je vyznam vzorce zvlidt patrny ve
srovnén{ s bezprostfednim hledénfm nesoud&lnyoh &sel.
Naptiklad

(221 728) = @(25.13%.41) =

1 1 1
= 221 728 (l —?](1 -—Tg—][l _H) = 99 840.

Obrafme déle svou pozornost k jiné dileZité funkei,
kterd se studuje v diselné teori’. Je to funkce m(nm),
kterd pfifazuje kazdému pfirozenému é&fslu » podet
viech prvodisel, kterd jsou nejvyse rovna . Pribéh této
funkce tedy vlastnd vyjadfuje rozloZeni prvodisel mezi
pfirozenymi &isly. To je jeden ze zédkladnich problémi
teorie ¢&isel, jehoZ zkoumdni bylo v prabdhu historie
matematiky vénovano nemdlo dsili. Leccos se vyjasnilo,
ale dost obtiZnych otdzek zistiva jestd otevienych.

Nejprve si pfipometime, %e vSechna prvodisla mensf
nez dané n > 1 lze najit postupem zvanym Eratosthe-
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novo*) sfto. Spodiva v tom, Ze se z ¢&isel 2, 3, ..., n nej-
prve vynechaji vSechny ndsobky é&isla 2 vétSi nes 2.
Pak se vynechaji vSechny nésobky é&fsla 3 vétsf nez 3
atd.; v k-tém kroku se tedy poneché k-té dosud nevy-
nechané ¢&islo odleva a vynechaji se viechny jeho dalsi
nasobky. Nakonec oviem zbudou pravé viechna prvo-
dsla nejvyde rovné n, pridems? stadilo provést [|/n] krokd.
Ka#dé sloZzené &islo nejvyse rovné n je totiz délitelno
nékterym prvodislem ne]vyse rovnym Vn Idea Erato-
sthenova sita se sleduje i v nas]edu]ici dvaze.

Bud 7 > 1 ptirozené &slo a polozme k& = n([}/»]).
Pro kaidé 1 €{l, 2, ..., k} oznadme M, mnoZinu viech
plirozenych &fsel nejvyse rovnych =, kterd jsou délitelna
t-tym (v pfirozeném pofadi) prvodislem p;. MnoZina
M, UM, ... U M, obsahuje vSechna sloZzend ¢&isla
nejvySe rovna n a kromé nich jesté pravé prvnich %
prvodisel. Obsahuje tedy kromé é&isla 1 a prvodisel
vétdich nei |[/n vSechna pirozens ¢isla nejvyse rovna
n. Je tedy

My UMY ... UM =n—1—na(n)+

+ a((}/=D).

Je-li @ = {j‘l, jos - -5 9} € {1, 2, ..., k}, obsahuje mno-
Zina M;, ) M;, N ... () M;, viechna pfirozend &isla

nejvyse rovna n, ktera jsou délitelnd kazdym z prvodéisel

Pip» Pig - - -» Ps, & tedy i jejich soudinem p; pj, ... p;,.
Je tedy
n
M, N M; N M= .
| uﬂ 12” ﬂ i,Ir [pflpiz"'pf,]

*) Eratosthenes z Kyreny (276—194 pt¥. n. 1.) — fecky mate-
matik a astronom.
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Podle principu inkluze a exkluze dostivéme

n—1—afn) + a({}/n]) = = <—”'“[m]

neboli
—. n
n)=n—14 z([{n T(—1)y——r-—],
(20) (n) Ve + =ty gt
kde se s¢itd pfes viechny neprizdné podmnoZiny

{1 Gar - Gy C{L 2, ..., n([}/n])}.

Vyjadfili jsme tedy z(n) pomocf hodnoty funkce pro
podstatnd mensi proménnou, totiz pomoci x([[/n]). Za
to jsme samozfejmé museli néco zaplatit: Potfebujeme
znat jestd také viech n([]/n]) prvnich prvoéisel (tedy ne-
jen jejich polet) a musime spoéist pislusné zlomky.

Uréeme pro ilustraci 7(120). Je [Vl20] = 10 a prvo-
¢isla mensi nez 10 jsou 2, 3, 5, 7. Vypoditime 2¢ — 1
zlomlka

120 [ 120 120 120

1 = T = = 4 =
2J 60, 3 [5] 2 [ ] 17,

" 120 120 120 120

23] [38]-n [2]- [32]-
120 | _ , [120] _

37" |57 3 ’,

120 © 120 120 120

2.3, 5J— 4 2.3.7]= 2'[2 5 7] - 1’[‘3.5.7 =1
120

| 2.35. 7] = 0.
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Dostdvame
7(120) = 120 — 1 + 4 — (60 4 40 + 24 4 17) +
+(20+12+8+4+8+5+3)—
— (4 +2+1+1)=30.

K praktickému vypoétu hodnot funkee n(n) se, jak je
vidét, vzoreo (20) piili§ nehodf, méné price di Era-
tosthenovo sfto. Vzorec mé viak vyznam pro teorii.

Cvileni

7.1 Dokazte, Ze pro kaidé dvé pfirozend &isla m > 1, n > 1

plati
 g(m) g(n) S g(mn).
Kdy nastane rovnost ?

7.2 Dokazte, Ze pro n > 2 je @(n) sudé &islo.

7.8 Kolik z &fsel 1, 2, ..., 100 000 je mocninou jiného pfiro-
zeného ¢&isla ?

7.4 V teorii &isel se pracuje také s Mobiovou*) funkei u(n),
kterd je definovéna pro vsechna pfirozend &isla n takto:
Pokud se v rozkladu é&isla » > 1 v soudin prvodiniteli
nevyskytujo 24dné prvodislo ve vys${ ne% prvni mocnin,
klade se u{n) = (—1)*, kde v je podet prvoé&initeli. Pro
ostatni n se klade u(n) = 0 s jedinou vyjimkou u(l) = 1.
Dokazte
8) Zu(d) = 0, s&itd-li se pfes vdechny kladné délitele d
ptirozeného &isla n > 1.

d
i fi ) ssit6-li se pres véechny kladné dlitele d

b) p(rn) =n =
ptirozeného &isla n > 1.

*) A. F. Mébius (1790—1868) — ndmecky astronom a mate-
matik. Vynikl zejména v geometrii.
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¢) nifn) = n([v;:]) —1 + Su(d) I%] , 88ité-li se pfes vioch-
ny kladné délitele dsoudinu viech p!:voéisel nejvyse rovnych
i

d) Zu(d) [%] = 1, s8it4-li se pfos viechny kladné dalitele

d soudinu viech prvodisel nejvysSo rovnych ptirozenéinu
éislu n > 1.
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