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- VI. KAPITOLA

PRINCIP INKLUZE
A EXKLUZE

I nadale se budeme zajimat o poéty prvku jistych
mnozin. Bude vhodné, kdyZ si pro poéet prvkii konedné
mnoziny *) M zavedeme oznadeni |M|. S absolutni hod-
notou si to nespleteme, nebot vzdy bude jasné, je-li
uvnité &islo, nebo mnoZina,.

Budte dény koneéné mnoziny M,, M,, ..., M,. Jak
uvidime, bude mnohdy velice uZitedné vyjadfit podet
prvki sjednoceni téchto mnoZin v naSem oznaden{
M, UM, ... U M| — pomoci poéta prvku téchto
mnoZin a jejich priniki.

M, M,

K schematickému obrizku jisté neni tieba nic dodivat.
V ptipadé k = 2 takové vyjidieni snadno najdeme:

|M1 U le = lMll + |M2|— |M1 0 le»

*) Této velitind se Fiké mohutnost mnoZiny nebo kardindlni
&slo a znadi se téZ moh M nebo card M.
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v pfipadé t#{ mnoZin bude situace u# trochu slozitéjsf,
ani zde vSak neni obtiZné pfesvédéit se o platnosti
vztahu

1M, U M, U M,| =| |+|le+ | My —
— |M, ﬂMzI—Id |—M2 N M| +
Obecné pak plati
15) M, UM, ... UM|=
= Mll +‘|M2 + + |Mk|_
— M, 0 M, — |M Mal — — M5 0 M,,
M N M, N M|+ ... + IMk-aﬂ M., (Y M

+ (=1 M N M, ﬂ M| =
=3 (G0 M0 0 M, |,

kde se sé&ita pfes vsechny neprazdné podmnoiiny
{i1s Go» + -5 Ir} mnoimy {l 2, , k}. Soudet jsme uspo-
Fadali a napsali tak, %e v - ‘tém Fadku j jsou séftance odpo-

vidajici ¢-prvkovym podmnoima,m je tam tedy [k] séf-

tanct (pro viechna ¢ e{l, 2, , k).
Jedté neZ se pustime do ditkazu vzoroe (15), ptedve-
deme si ho na ptikladé.

Télovijchovnd. jednota md E&yii oddily: atleticky (4),
kopané (K), odbijené (O) a dachovy (8). Kaidy dlen
jednoty sportuje v nékterém oddilu, nékteri v nékolika na-
jednou. Pfehled o Elenstvu poddvd tabulka

A ...2 A0 ... 18 AKO . 5
K ...17 A8 ... 3 AKS . 0
0O ...58 KO ... 9 A0S .2
§ ... 19 KS ... 0 KO8 ...0
AK ... 17 o8 ... 5 AKOS ... 0

(napfé. AO znamend polet viech Cleni péstujicich atletiku
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t odbijenou bez ohledu na lo, jsou-li pripadné jesté v daldim
oddilu ). Kolik &lents md jednota ?

Oznadime-li M, mnozinu vSech atleti, M, mnoZzinu
viech fotbalisti, M, mnoZinu viech volejbalisti a M,
mnoZinu viech Sachistd, je potom

M, M, UM, UM,
mnoZina viech ¢lent jednoty. Podle vzorce (15) je
IMIUMzuM,,UM,,I—26—|—17+58+19—
—7—18—3—9—5+542 =85
& jednota mé tedy 85 &lenil.
Vzorec (15) vypada na prvni pohled sloZité, ale dikaz

je jednoduchy: Zvolme libovolny prvek m e M, Y M,
U... UM, Necht M,, M, ..., M, jsou pravé

viechny z uvaZovanych k mnozin, do nich% prvek m
patfi. V kter)"ch mnoZinach typu

(16) M; 0N\ M, () ... 0 M,
je prvek m obsaien ? Pré.ve v tech, Pro néz je

0 # {jl’ 7'2’ ey 7?} C{ql, Qs « o Qs}-
Pro kaidé re{l, 2, ..., s} je tedy prvek m zapodten

v pra.vé[ ]séitancich typu (16) a pro r > ¢ v Zadném.

Celkovy piispévek prvku m k pravé strané vzorce (15)
tedy &inf

(3)-(5)+ -+ (3] =2

(podle vzorce (8)). Na levé strané je prvek m zapodten
samoziejmé také pravé jednou. Dikaz je proveden.

Ponékud jsme v ném zpiesnili pivodni nizornou
ideu, kterd ke vzorci vedla: V soudtu |M,| + |M,| +
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+ ... + |M;| jsou zapolteny privé jednou pravé ty
prvky, které lezi v jediné z mnoZin M,, M,, ..., M;
viechny ostatni prvky jsou tam zapodteny vicekrat.
Odedteme-li Z|M; N} M}, budou uvedeny na pravou miru
i prvky leZfci pravé ve dvou mnoZinach, pfitem? podty
prvki leZicich ve vice mnoZindch byly zredukoviny
pfilis. To se u prvki lezicich prdavé v tfech mnoZinich
napravi pfidtenim Z|M; N\ M; () M,| atd.

Vzorec (15) se nazyva princip inkluze o exkluze
a z pfedchazejici ivahy je patrno pro&*).

Casto jsme postaveni pied tikol urdit podet objektd,
které maji alespon jednu z danych & vlastnosti. Ozna¥i-
me-li pro kazdéie{l, 2, ..., k} jako M, mnoZinu viech
uvaZovanych objekti, které maji ¢-tou vlastnost, hle-
déme tedy |M, O M, U ... U M|. Leckdy je p¥fmé
cesta neschiidnd, zatimco sé¢itance typu (16) na pravé
strand vzorce (15), vyjadiujicf podet prvki, které majf
soudasnd j,-tou, j,-tou, ..., j-tou vlastnost (a t¥eba
jedté dalsi z uvaZovanych vlastnosti), se daji snadno
spodist. V tom je hlavni vyznam principu inkluze
a exkluze. Piedvedeme to na pfikladé.

Uloha 9. Uréete potet vdech poradi s opakovdnim dvow
proki 1. drubu, dvou proki 2. druhu, ..., dvow prokd
n-tého druhu, v nich? alespori pro jeden druh jsou oba proky
vedle sebe.

Redeni. Ozna¥me M mnozinu viech potadi s opakova-
nim po dvou prvcich n druhi. Déle oznadme pro kazdé

¥) Latinsky includere — vloZit, pojmout, vsadit; excludere —
vyloudit, nevpustit, zabrénit v piistupu. Nékdy se setké-
védme i s pofestdnym nézvem ,,princip zapojeni a vypojeni‘.
Piesny pFeldad odpovidajici smyslu by vdak byl spife
»princip zehmuti a odstranéni‘‘ nebo ,,princip zafazen{
a vyfazeni‘‘. Zustaneme raddji u cizich slov.
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te{l, 2, ..., n} jako M, mnoZinu viech potadi z mno-
Ziny M, v nichZ jsou prvky ¢-tého druhu vedle sebe.
Hledany podet pak bude roven

1M, UM U ... UM
Utijeme principu inkluze a exkluze. Bud
9 :’é {7.1’ j2) sy 7r} C{]-, 2, SRR n}.

Mnozina M;, (Y M;, (\ ... N M, obsahuje pravé vech-
na pofadi z mnoziny M, v nichZ jsou soudasné vedle sebe
prvky 4;-tého, j,-tého, ..., j-tého druhu (piidemZ na
to, zda jsou prvky ostatnich druhi vedle sebe, nehle-
dime, coZ podstatné zjednoduSuje situaci). Téchto
poiadi je ziejmé pravé tolik, kolik je vSech pofadi s opa-
kovinim po jednom prvku j,-tého, j,-tého, ..., j,-tého
druhu a po dvou prveich ostatnich ».— » druhi, tedy

—_—r)!
IMh ﬂ Mz‘z n e n Mi,-l =£2n2n—'r). .

Stejny vysledek dostaneme pro kaZdou z r-prvkovych
podmnozin mnoziny {1, 2, ..., n}, kterych je [?],a pod-

le vzorce (15) je

a ) (2n—1)!
0 3,0 - 0 0 = 5 e () S
Sledovali jsme typické vyuziti principu inkluze
a exkluze. Zajimavé bylo, Ze véec_h[:'] stitanct | M;, )
NM,0...0N M,rl vySlo stejné, a tak se do vysledku
dostala kombinaénf &isla. To se stava dasto, ale ne vidye-
ky, jak hned uvidime.
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V prvni a ve &tvrté kapitole jsme odvodili vzorce
pro- podet viech j-prvkovych kombinaci z & prvki bez
opakovini a s opakovanim. To mtiZeme chdpat jako
speoialnf piipady obecndjsf 1ilohy:

Uloha 10. Jsou ddna pfirozend &isla j, k a nezdpornd
celd Hsla c,, ¢y ..., cx. Uréete polet vdech j-prokoviyech
kombinact s opakovdnim 2 k proké, v nichE se pro kaidd
t€{l, 2, ..., k} opakuje i-tyj prvek nejvide c,-krdt.

Pro ¢, =¢g = ... =¢; =1 dostdvime kombinace
bez opakovén{, proc, = ¢, = ... = ¢; = j véechny kom-
binace s opakovanim,

Redent. Oznadme M mnotinu viech j-prvkovyoh kom-
binacf 8 opa.kové,nim z k prvkd a M, bud pro ka¥dé
1e{l, 2, k} mnoZina viech kombinaof z mnoZiny M,
v nichZ se ¢- ty prvek vyskytuje vice ne% c,-krét. Hledany
podet bude roven

‘Ml_lMluMzu---UMkl'
Jak vime (viz vzorec (12) na str. 32), je
_(i+k—1
=" 207)

K uréenf |M, U M. ... U My uiijeme principu
inkluze a exkluze. Bud @ # {v;, v,, ..., 9} C{L, 2, ...
.+, k}. Mnoizina M, U M, U ... U M, obsahuje
pravé viechny kombinace z mnoZiny M, v nichi se
v,-ty, v,-ty, ..., v-ty prvek opakuji po fadé alespoii
€y + 1,60 + 1, ..., ¢, + 1-krit, a téch je zFejmé pravd

tolik, kolik je viech [7’ — % (e + 1)]-prvkovych kombi-
: i=1
naci s opakovanim z k prvka.
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Je tedy
| Sy —r+k—1
|M.,lnM.m...nM,,|=[’ ST ]
E—1 !
pokudy'——-éc,‘—r = 0, jinak je
f=1
My, ) Mo, Y ... N M, | = 0.

Podle principu inkluze a exkluze je potet viech zakédza-
nych kombinaof roven

1M, QMU ... UMy =
= ("'1)'+1 [7' _4§10w = + k— 1] ’ .
k—1

kde se stitd pfes viechny neprdzdné podmnoZiny
{1, 5, ..., 0} C{1,2, ..., k} takové, e

Toy+r<i
i=1
Hledany podet pak muZeme psit ve tvaru
—Z e, —r+ k—l]
i=1
E—1 !

kde se s¢itd pfes vSechny podmnoZiny {v;, v, ..., v} C
C {1, 2, ..., k} takové, Ze

(17) = (—1) {j

r
e, +r=j
fe=1

— tedy i pFes mnoZinu prazdnou, pro kterou dostaneme
&len '
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kE—1

O tom, jak silny néstroj princip inkluze a exkluze
je, se v této knfZce jedté mnohokrét piesvédéime,

o =TT,

Cyifen{

8.1 Co Mk4 princip inkluze a exkjuze v pHpadd disjunktnioh
mnotin ¥

8.2 Dokaite prineip inkluze & exkluze matematiokou indukef,

8.8 Dokatte, fo pro libovolngch b konedngych mnoiin M,,
M.. veep Mb plﬂ“

M, (0 M) ..o ) Myl = B(—1)r lMa UM, U.
U Mf'li
kde se sditd ples v!eohny IR P R A Y o {l, 2,
.» k}. (Tento vzoreo vznilme z principu inkluze a exkluze
zdéménou sjednocen{ a priniku.)

6.4 Kolika zpisoby miZete posadit v kiné n manZelskych pari
do posledni fady, kde je 2n mist tak, aby Zddny manzelsky
pér nesedél vedle sebe ?

6.6 Z pytliku, v ndmz jsou 3 Zluté, 1 modré, 10 dervenych
a 19 zelenych kuli¢ek, nabereme hrst deseti kuligek. Kolik
riznych hrstf miZeme dostat ? (Srv. cvié. 4.13.)

6.6 Viimnéte si, Ze pokud v iloze 10 pro nékteré ¢ €{1, 2,

» k} je ¢; & j, nevyskytuje se ¢; v Z24dném &lenu vzorce
(11) a nemsd tedy vliv na vysledek. Vysvétlete to na zékla-
d3 kombinatorické predstavy.

0.7 a) Budte j, k ptirozenéd &isla. Oznadme m = min [Ic [ ]]
Dokazte, Ze soudet

()0

86



kY
jev ptipadd j < k& roven[ ] a jinak 0.%)
J

b) Budte j, k pFirozend é&isla. Oznadme m = min (4, k).

Potom
j—r +k—1
Eo(—l)'( ][ k—1 ] =0

Dokatzte.
8.8 Budte n, k ptirozend &isla. Kolik fesen{ md rovnice
i+ + ...+ =n
a) v oboru nezdpornyoh oelyoh ]ednoclfornyoh éisel
b) v oboru celych &isel, ptidems
6, £ =b,a, - N Sba- e O ST sbk-
kdea, £ b, a8, S by, ..., a8, S by jsou dand celd Sisle ?
6.9 Na Zkole pracuje 54 2dkd v 11 zdjmovych krouZcich. KaZ-
dy krouzek mé aspon ‘15 &lenti. Zédny %dk nepracuje ve
vic ne% tfech krouZcich, ale ka¥dé tFf krouzky maji
alespoit jednoho spole¢ného &lena. Dokaste, e existuji
dva krouzky, které maji spolednych alespoii 6 &leni.

*) Symbolem [z] znadime oelou &dst &isla z, tj. nejvétsi celé
¢islo, které neni vétsi ne z.
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