Kombinatorika

IV. kapitola. Variace s opakovanim, kombinace s
opakovanim a poradi s opakovanim

In: Antonin Vrba (author): Kombinatorika. (Czech). Praha: Mlada
fronta, 1980. pp. 29-35.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/403967
Terms of use:

© Antonin Vrba, 1080

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy
of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for

electronic delivery and stamped with digital
V signature within the project DML-CZ: The Czech

Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/403967
http://dml.cz

IV. KATITOLA

VARIACE S OPAKOVANIM,
KOMBINACE S OPAKOVANIM
A PQRADT S OPAKOVANIM

Vratme se jestd k 35 vyletniktim, které jsme v 1. kapitole
nechali pfespat v nocleharné, a pfedstavme si, Ze jdou
kolektivné na vedeti. Na jidelnim listku je celkem 12 druhs
jtdel a kaZdy vyletnik st jedno objednd. Kolik raznijch
objedndvek maZe skupina uéinit?

I zde nejdfive musime stanovit, co budeme rozumét
raznymi objedniavkami. Z hlediska &isnika (a samozfejmé
i vyletnikia) bude dilezité, kdo si ktery druh jidla
objednal. Pajde tedy o uspofidané 35-tice z 12 druhd
jidel. Kuchati, jeniz pfipravuje porce, bude viak lhostej-
né, kdo objednal které jidlo, podstatné pro ného bude
jen kolik poref kterého jidla ma pfipravit. Z tohoto
hlediska pajde o neuspoiadané 35-tice z 12 druhiu jidel.

Obecnd predpokladejme, Ze je dana neprazdnad
k-prvkova mnoZina M a pfirozené &islo 5. Budeme hledat

a) podet vdech usporddangch j-tic proki mnoZiny M,

b) podet viech neuspoiddanych j-tic prokd mnoZiny M.
(Mnozina M odpovidé mnoziné vsech druht jidel na
jidelnim listku.) Od podobné tlohy, kterou jsme fesili
v 1. kapitole, se Gloha li§f v tom, Ze ted uZz nepoZadujeme,
aby se kazdd j-tice sklidala z navzdjem riznych prvki,
prvky se mohou v kazdé j-tici opakovat. (Zatimco
jsme mléky piedpokladali, Ze na %adné posteli nespal
vice neZ jeden nocleinfk, muZe si totéZz jidlo objednat
vice stravnikii.) Proto se mluvi o j-prvkovych variacich
s opakovdnim (v ptipadé uspofadanych j-tic) a o j-prvko-
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vych kombinactch s opakovdnim (v ptipads neuspofida-
nych j-tic) z k prvkia. Jejich potty budeme znaéit
Vi Ic) a K(j, k). Tam, kde je tfeba zduraznit, Ze se
jedné o variace & kombinace zavedené v 1. kapltole se
uzfvd ndzvd variace &i kombinace bez opakovdni.

Tak napf. ze t¥i prvkd mnoziny M = {m,, m,, ms} mu-
Zeme utvofit nasledujicich 27 ti‘iprvkovych variac{
s opakovanim

(my, my, m,)
 (my, My, My)

(m,, mg, m,)
(mg, my, m,y)
(ml’ mh ma)
(mI’ '”"3» ml)
(mg, my, my)
(ml’ mz, mz)
(mg, my, M)

(my, my, m,y)
« (my, my, my)
. (ml’ ml’ ms)

(mzs My, ml)
('m’l’ Mg, 'm's)
(Mg, My, My)
(ms: ms; ml)
(mI’ mz» ms)
(my, My, My)
(ma, m27 ml)
(mg, Mg, m,y)
(m37 ml’ mz)

(ml! m2’ mz)
(my, Mg, my)
(mls my, ms)

(my, My, m,)
(mg, My, my)
(mz; mZ’ ms)
(mg, my, my)
(ma) mz, mﬂ)
(m:lr mas m2)
(m3, my, my)
(mz’ ms, ’ma)
(mg, M3, My)

a nasledujicich 10 t¥iprvkovych kombinaci s opakova-

(m2s My, ma)
(mz» My, ma)

(ms: my, ma)
‘ (my, My, my) :

Je tedy V,(3, 3) = 27 a K3, 3) = 10.

Rozd&lme vSechny (n 4+ 1)-prvkové variace s opako-
vanim z & prvka na % disjunktnich skupin podle toho,
ktery prvek maji na prvnim mfsté. V kazdé skupiné je
pak zfejmé privé tolik variaci, kolik je viech n-prvko-
vych variaci s opakovanim z k prvka. Plati tedy
Voln + 1, k) = kVy(n, k). Vzhledem k tomu, Ze existuje
privé k jednoprvkovych variaci s opakovanim z k&
prvki, dostivame:
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Pro ka%dd dvé prirozend &isla 9, k je
(11) : Volj, k) = .

Podle ného si vyletnici mohli objednat vedefi (z $i3ni-
kova hlediska) celkem V(35,12) = 1235 zpisoby. Ze
Vo(3, 3) = 3% = 27 vime uZ od di{véjska.

Zbyvé nam jesté uréit podet viech j-prvkovych kom-
binaci s opakovanim z k prvki m,, m,, ..., m;. KaZdou
takovou kombinaci s opakovinim si miiZeme znazornit
nisledujicim zptisobem: Postupujeme odleva doprava.
Nejprve napffeme tolik tedek, kolikrat je v kombinaci
s opakovéinim zastoupen prvek m,. Pak napiSeme od-
délovaci &irku/. Dale napiSeme tolik tedek, kolikrét je
v kombinaci s opakovidnim zastoupen prvek m,, a za
nimi ¢irku. Tak pokradujeme déle, aZz nakonec po &irce
nésledujici za tetkami odpovidajicimi prvku m;_, bude
nésledovat tolik tedek, kolikrit je v kombinaci s opako-
vanim obsaZen prvek m; (za nimi uZ &irka nebude).
(Tak napf. schémata

T O B B

budou odpovidat prvnimu fddku seznamu t¥iprvkovych
kombinaci s opakovanim ze ti{ prvka na str. 30). Vidy
tak dostaneme schéma obsahujici j tedek a k — 1 &irek.
Obracend, kazdému Fadku sloZenému z j tedek a kb — 1
darek ziejmé odpovidé j-prvkova kombinace s opakovi-
nim z &k prvka. Hledany podet kombinaci s opakovanim
je tedy roven poétu viech ¥adkd sloZenych z j + &k — 1
znameének, a to z j tedek a k — 1 &arek. Jde tedy vlastné
o to urdit, kolika zpisoby lze na j + k& — 1 mist napsat
j tedek a b — 1 éarek. Hledany podet je oviem roven
podtu viech j-prvkovych podmnoZin (tedek) (5 + & — 1)-
-prvkové mnoZiny (znamének), tj. [7 + I; 1] .
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Pro kaZdd dvé pfirozend Eisla j, k plati

(12) K.,(a',k)=[7+';_l]-
] ' 46
Kuchai mohl tedy dostat celkem K(35, 12) = [35J =

= [‘;f] raznych objednivek, a jak uz vime, je K (3, 3) =

- [g] = 10.

Zivérem vyfeSme jesté jednu dlohu: Kolik raznych
slov lze wutvorit ze slova abrakadabra zménrou pofadi
pismen? Jedno ze slov, které dostaneme, bude napf.
barbaradaka a jiné té€Zko vyslovitelné aubrardaakb. Jde
vlastné o to urdit, kolik existuje riznych pofadi péti
pismen @, dvou pismen b, jednoho pismene d, jednoho
pismene k a dvou pismen r. Kdybychom jesté rozlifo-
vali mezi sebou pismena téhoZ druhu (nap#. je graficky
odlisili), bylo by celkem (5 +2 + 1+ 1 4+ 2)! = 11!
raznych pofadi téch jedendcti navzijem raznych pismen.
Piitom by stejné slovo ddvala pravé pofadi, kterd se
navzajem lif{ jen tim, Ze maji zaménéna pismena téhoz
druhu mezi sebou. V kazdém uvaZovaném slové lze mezi
sebou zaménit pismena e 5! zpisoby, pismena b 2! zpu-
soby, pismeno d 1! zptisobem, pismeno k také 1! zpisoby
a pismena r 2! zpusoby. ZFejmé lze provést celkem
5! 2! 1! 1! 2! zdmén pismen téhoZ druhu mezi sebou
a tolik je tedy potadi téch jedenacti pismen, ddvajicich
stejné slovo. Z daného slova lze tedy sestavit celkem

11!
5121111121
ruznych slov.
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Obecnd se mluvi o poradich s opakovdnim p, proki
1. druhu, p, proka 2. drubu, ..., p, prokd k-tého druhu.
Jsou to vlastné (p, + p, + ... + px)-prvkové variace
8 opakovanim z k prvkia m,, my, ..., my, v nichZ se
(pro kaidé se{l, 2, ..., k}) prvek m,; opakuje privé
pi-kréat. Jejich podet je

(pr+p2+ ... + @)
AN

(13) Po(Pn P2 - -y Pk) =

Cvi&eni

4.1 Zformulujte podrobns, co rozumi pod riznymi objednév-
kami &idnfk a co kuchaf.

4,2 TUrdete pomoct latky této kapitoly podet vEech podmnoZin
k-prvkové mnoZiny. (Jinym zptisobem jsme jej urdili
pfi kombinatorickém odvozeni vzorce (7).)

4.8 Vysvétlete, prot v tGvahdch o j-prvkovych variacich
s opakovédnim a kombinacich 8 opakovdnim z % prvki
uZ nevystupuje predpokled j < k, ktery nds provézel
u variaci a kombinaci bez opakovéni.

4.4 Plati vzorce (11) a (12) i v singuldrnich ptipadech j = 0
ak=0?

4.5 Vysvdtlete souvislost mezi kombinadnim dislem a podtem
potedi s opakovénim prvki dvou druh.

4,6 Nadich 35 vyletnikii se pfed cestou zpét rozdélilo na
&ty¥i skupiny: 17 se jich vracelo vlakem, 8 autobusem,
6 lodi & 4 pésky. Kolika zpisoby se mohli rozdélit

4.7 Leatinskd abeceda se sklddéd z 26 pismen. Kolik Sesti-
pismenovyech slov z nf lze utvofit ?

4.8 V kolike bodech se protinaji dhlopiiéky konvexniho
n-dihelnika, neprotinaji-li se 2ddné tfi v tomtéz bodd?

4.9 Na jidelnim listku jsou 4 aperitivy, 6 pfedkrmi, 3 po-
lévky, 23 hlavnich jidel, 4 studené ndpoje, 5 moudniky,
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2 teplé ndpoje a 12 vin. Kolika zpisoby lze sestavit menu
sklddajici se ze viech osmi souddsti? -

4.10 V sazce se tipuji vysledky 12 zdpastt — zda vyhrajf do-
mdef, hosté &i zdpas skondi nerozhodné. Kolik je véech
moznych tipt?

4.11 Vysvétlete podrobné, co se skryvé za shivkem ,,zfejmé**
v zdvéru vykladu o pofadich s opakovénim.

4.12 Na sefazovacim nddre#f stoji 5 lizkovych, 7 jidelnich
a 20 obydejnych osobnich vagéni. Bude z nich sestavena
souprava o pdti vagénech. Kolik riznych souprav je
mozno dostat ?

4.18 Z pytliku, v ndmz je 73 Zlutych, 41 modrych, 50 &erve-
nych a 19 zelenych kuliek, nabereme hrst deseti kulitek.
Kolik riiznych hretf je mo#no dostat ?

4.14 V pritelni sténd Skolni budovy je 35 oken. Skolnik dostal
po péti praporcich sedmi spidtelenych st4ti. Kolika zpi-
soby jimi muZe ozdobit okna tak, aby Zddné nezistalo
prézdné?

4.15 Vysvétlete, prot j-prvkovych kombinaci (resp. variacf)
z k prvku s opakovédnim je vice ne% bez opakovéni, ale
potadi s opakovanim p; prvka 1. druhu, p, prvka 2. dru-
hu, ..., p; prvka k-tého druhu nenf vice neZ pofadf
D1 + P2 + ... + pi prvki bez opakovdni.

4.16 Dokazte vzorec pro podet pofadi s opakovénim tak, e
nejprve odvodite vzorec

Py(prs Pas - - -» P2) =
=[m +Pat ...+ )(Pa +... +Pk] [m_; +mIm]
I Ps U mea Am)
4.17 Budte 7, k ptirozend &isla. Urlete, kolik feSeni mé rovnice
z,+23+ ... +3, =10
&) v oboru nezdpornych celych &isel,
b) v oboru celych &isel, pfi¢emZ =z, = ¢;,, 2, = ¢,,

« o T 2 O kde ¢y, ¢y, . . ., €; jsou dang celd tisla,
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¢) Kolik feseni mé nerovnice
Ty + Xy + ... T En
v oboru celych nezdpornych ¢&isel ?
4.18 Dokaite multinomickou*) vétu: Budte m, n pfirozend

&isla, a,, a,, . . ., a, redlnd disla. Potom
f
(3, +ay+ ... +am)"=2m+la!—a'{‘a’2" ooatm
kde se sditd pfes vBechny uspofddaené m-tice (k,, %, ...
.« +y kp) celych nezépornych &isel takovych, fe k, + k, +
+ ... +k, = n. (Mocniny s exponentern 0 klademe
rovny l.) Kolik je na pravé strané séitancii? ]
4.19 S&ftdme-li ptes vlechny uspotddanéd m-tice (k,, k,, ...
...y ky) celych nezédpornych &fisel takovych, Ze k, +
+Ek+ ... +k,=mnmje
n!
e— = m".
byt kgt ... Epy!
Dokazte
&) kombinatorickou dvahou,
b) pomocif multinomické véty.
4.20 DokaZte pro nezdporné celd &isla nerovnost

G,lay! ...a,! (@, +ay + ... + a,)!.
4.21 Jak souvisi kartézsky souédin s ldtkou, kterou jsme pro-
brali ?

*) Casto se také rikéd polynomickd véta.
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