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III. KAPITOLA

BINOMICKA VETA

Jednou z prvnfch vécf, kterou jste se.udili v algebfe, byly
vzoredky :
(@ + b)* = a* + 2ab + b1,

(@ + b)® = a® + 3a% + 3abt + b3, ,

Nenf t82ké odvodit podobné vzorce, vyjadiujici n-tou
mocninu (a + b)* dvojélenu (a + b) i pro exponenty
n > 3. Tak napt. ’ ' ’

(a+bf=@+b)(a+0d)(a+d)(a+?d) =

= a% + ba® 4+ aba? 4 alba + a® + ba® 4 baba +

-+ ba2b 4+ ab?a -+ abab + a?b® 4 b3%a 4 b%ab -+ bab? +
+ ab® + b* = a* + 4a% + 6a%? + 4abd + b,

Nejprve jsme rozndsobili soudin &étyf dvojélent (po-
‘mocf distributivniho zikona) a pak jsme (podle komu-
tativniho a asociativniho zakona) sedetli &leny lisici se
pouze potadim &initeld. Clen 4a% tedy vznikl sedtenim
&tyF &lentt ba?, aba?, a%ba, a®b. Na roznasobeni soudinu
dvojélenti vSak miiYeme hled8t také takto: Z kaZdého
dvojélenu vezmeme po jednom d&lenu (bud a nebo b)
a utvofime z nich soudin; toto provedeme viemi mo%-
nymi zpusoby. U a% je pak koeficient 4, nebof lze
pravé &tyfmi zpiisoby vzit ze t¥i dvojslent &len a a z jed-
noho dlen b.
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Ted uZ budeme védét, jak dokazat tzv. binomickou
v¥tu (binom je cizi nizev pro dvojélen).

Pro redind &isla a, b a pro pfirozené &islo n plati
(@ + by =[g]a» +[’1‘]awb + [:]aﬂ“’b' +

(8) _ ...+[n_'_‘_1]ab~'l+(::]b».

Dikaz, Rozndsobime soudin n dvojdlend (a 4 b)
(@ +b)... (6 + b). Dostaneme tak soudet &lenti tvaru-
a't!, kdes + § = n. PFitom u a*~** bude koeficie;it, kte-
ry bude roven podtu zptisobd, jak z n dvojélent vybrat
k dvojélend, z nichZ se vzal élen b (z ostatnich n—-%
dvojélenti se vzal &len a). Koeficient bude tedy roven
podtu k-prvkovych kombinacf z n prvkd, tj. &iv'a

K(k,n) = [Z] . Tim je ditkaz proveden.

Vzhledem k tomu, Ze kombinaéni &fsla se vyskytuji
jako koeficienty v binomické vété, fikava se jim také
binomické koeficienty. Soustava n -+ 1 koeficientd

(5)- () - ()

tvofi, jak vime, pfislusiny Fidek Pascalova trojihelniku.

Dosadime-li do binomické véty za @, b urdita &isla,
dostaneme d&asto zajimavé rovnosti, v nichZ vystupujf
kombina&ni ¢fsla. Tak napf. proa = 1, b = 1 dostaneme

) e (o)) -
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proa=10=—1

(8) [g] - [7;]+ [’;’]— + (.—1)»-1(nil]+
+ (—1r(n) =0
apod. DokaZme si jestd, %e

()

[T+ )+ () -+ (2 + ()= (3)
Vyjdeme z toho, Ze pro kazdé redlné &fslo = plati
(10) @+ =@+ 1@+ 1)

neboli

()2 (2)-
[+ (3
JHEHEH |

Pravou stranu jesté roznasobime. U z* pak stoji na levé

strand koeficien [2:] a na pravé strand koeficient
GG+ ()2 + () 2e)+ -+
+HuZ)(D)+GIE) = (56 + () +
ISR AR
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(uzili jsme vzorce (2)). Oba koeficienty se viak musejf
rovnat (podle véty o rovnosti polynomi).

Vztah (7) mGZeme dokéazat také nisledujicf kombina-
torickou dvahou: Na levé strand je soudet poétii viech
prézdnych, jednoprvkovych, dvouprvkovyech, ...,

(n ~ 1)-prvkovych a n-prvkovych podmnozin n-prvko-
vé mnoZiny, tedy podet viech podmnoZin n-prvkové
mno%iny. Pfitom se snadno dokéZe, %e n-prvkové mno-
#ina mé priavd 2" podmnoZin: Zvelime jeden prvek
(¢ + 1)-prvkové mnoZiny a véechny jeji podmnoZiny
rozdélime na dvd disjunktni skupiny podle toho, obsa-
huji-li ho. Ka?d4 skupina pak zfejmd obsahuje privd
tolik podmno#in, kolik mé podmno%in k-prvkovéd mno-
Zina. Podet vSech podmnozin (k + 1) prvkové mnoZiny
je tedy roven dvojndsobku podtu vSech podmnoZin
k-prvkové mnoziny. Vzhledem k tomu, Ze jednoprvkové
mnoZina m4 pravé dvé podmnoZiny, mé jich n-prvkova

prave 2n.
O néco sloZitéjsi je to u vztahu (8): Na mnoziné viech
podmnozin n-prvkové mnoziny {m,, ms, ..., m,} defi-

nujme nasledujici zobrazenf: Obsahuje-li podmnoZina
prvek m,, pfifadme ji podmnoZinu, kterd z ni vznikne
vynechanfm tohoto prvku; neobsahuje-li podmnoZina
prvek m,, pfitadme ji podmnoZinu, kterd z ni vznikne
piidénim tohoto prvku. To je zfejmé vzdjemné jedno-
znadéné ‘zobrazen{ mnoziny viech podmnozin na sebe,
v ném? je ka?dé podmnoZiné o sudém podtu prvki
pfifazena podmnoZina o lichém podétu prvki a obracens.
Platf tedy

(6)+(3)+(3)+ -~ =(3)+(3)+(5)+

Naznadme jedtd kombinatorickou tvahu vedouci ke
vztahu (9). Rozdélme 2n-prvkovou mnoZinu M na dvé
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n-prvkové mnoziny M, a M, Kaidé n-prvkovi pod-
mnoZina P mnoZiny M se pak rozpadd na dvé dasti:
prvnf je P )\ M, a druhd je P (\ M,. M4-li prvnf z nich
k prvkd, druhd mén — % prvki, a pro kadé k€{0, 1, . .,

, n} dostavame pravé (’; ](n _’_'_ k] podmnotin,

Cvileni

8.1 Dokatte binomickou vétu metodou matematickd indukce.
8.2 Dokaste vzoreo (7) metodou matematické indukoe.

8.8 Dokazte vzorec (8) opakovanym uzitfm vzorce (3).

8.4 DokaZte vzoreo (8) pro liché » pomocf vzorce (2).

8.6 Vyitdte vzoroe (7) a (8) z Pascalova trojihelnika.,

8.6 Vypod&tdte soudet

o +("’+ ”]+
1 (3] 5
n (n n ' n
b —2 21 —_—— 4 (—2) .
(o)=2(5) + #(2)=+ r(7)
8.7 Dokazte, %e pro celd nezé,porné, disla m = p plati

(2)(3) G2 = -+ (2)(2) - (727

a) pomoci binomické véty,
b) kombinatorickou tdvahou.
8.8 DokaZte vzorec (2) pomocf binomické véty.

7 l 10
8.9 Jaky koeficient mé u z® funkee [32:' -——] ? Budou
x

viechny &leny zdviset na =1 /

8.10 Roznésobte: (t° — ul)/3)s.
8.11 Dokazte, Ze &islo 111 — 1 m4 na konei dvé nuly.
8.12 Urtete zbytek pfi déleni &isla 91°° osmi.
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8.18 Dokaite Bernoulliho nerovnost: Pro ptirozené &islo n
a nezdporné reélné &islo x plati
(1 4+z)* =1 + na.
8.14 V méstské dopravé se Zasto pouZivé tento systém:
Cestujief si pfedem zakoupi jizdenky v pfedprodeji. Po
nastoupeni do vozu zasunou jfzdenku (je znézornéna na

obrédzku) do oznadovaciho strojku, ktery v nf vyperfo-
ruje otvory do ndkterych z deviti politek. Uréete, kolika
zpuisoby miZe byt jizdenka oznadena.

8.15 Urdete, kolik kladnych délitola m4d &islo 2730.

8.16 Dokazte, %e pro kaZdé ptirozené dislo n plati

["] +2["]+3('3‘]+ +(n—1)("’f_l]+

1 2

+n (n) =n.2n1
n

a) dpravou jednotlivych &lenu levé strany,

b) zménou pofadi séitanci,
¢) metodou matemstické indukee,

d) kombinatoricky.
8.17 Do ka?dé mezery mezi &fslicemi &fsla 14 641 vepiste jestd

k nul. Napidte druhou odmocninu &fsla, ktoré jste tak

dostali.
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