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1I. KAPITOLA

FAKTORIALY A KOMBINACNI
¢isLA

Abychom napf. nemuseli vypisovat soudin p &initela b,
byl zaveden symbol b® a jeho slovnf vyjidfenf ,,b na
p-tou’’. Jeho uZivani znaéné zrychli praci s algebraicky-
mi vyrazy, které se nadto stanou prehlednymi. Tak je
tomu i u zavdddni jinych matematickych symboli.
V kombinatorice (i jinde) se vyplati oznaédit soudin
n(n — 1) ... 2.1 prvnich n pfirozenych &sel*) symbo-
lem n!, ktery se ¢&éte ,,n-faktoridl. Tak napf. 4! =
=4.3.2.1 = 24. Vzorec pro podet viech pofadi &
prvki nabude piehledného tvaru

P(k) = k.

Uz jsme si vysvétlili, pro¢ se pokladd P(0) = 1, v sou-
hlase s tim poloZfme 0! = 1. Vzorce pro podet variaci
& kombinaci miZeme pomoci faktoridla zapsat pfehled-
néji ve tvaru

k!

k!
= |
(Na ptipadech § =k a § = 0 je zde vidét, jak vhodné

*) Pron = 1 to znamené 1. —
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bylo polozit 0! = 1. Vzorce plati pro viechny dvojice
nezipornych celych éisel j < k.)
Utzitetné bude néjak oznadit i 8asto se vysRytujicf

lomk P!

Z YT Y ]
Y 9tp— 90! p
¢isla. Znadime je symbolem [ , coZ se &te ,,p nad q",

kde p = ¢ jsou nezédporni oceld

q
a Fika se jim kombinaéni &isla*). Tak napf. bude (g] =
51 - ;
312!
jesté piehlednéjiiho tvaru

xG.1) =(5)-

DokaZeme si nynf dvé dileZité vlastnosti kombinag-
nich &fsel: :

= 10. Vzorec pro podet kombinaci nabude

Pro celd nezdpornd &sla p = q plati

o -0

Dikaz. Postupné dostavame

(42 )~ == -
P—gq P—p—(@p—)!

p—alet dp—9! g
Jinyg dakaz. Kombinaéni &slo [:; ) udéva podet g-prv-

*) V rusky psanych publikacich se misto (2) uzivé symboluCY.
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kovych kombinaci z p prvkd. Pritadme kazdé g-prvkevé
podm.nozlne p-prvkové mnoZiny jeji doplndk. To je
vzajemné jednoznaéné zobrazeni vsech g-prvkovych pod-

mnozin, jichz je [p ] na viechny (p — gq)-prvkové pod-

mnoziny, jichZ e[ p ].Jet.ed [ ]a( p ]
M ! P—4q y q P—gq

Pro celd nezdpornd &isla p > q plati

@ (@)+(3)-6G5

Dikaz. Postupné dostdvime

("’) (o 51)-75ar+

+ _ P+ V) +plp—q _
(¢ + 1)'(p—q—1)' @+ D! p—q)!
__ P+l _ (p+ 1! _
(@+Dp—a)!  (@+ D p+1—(g+ D)

-(251)-

q+1

Jing dakaz. Viechny (g + 1)-prvkové kombinace
P+ 1)

q+1

rozdélme na dvé disjunktni skupiny: v prvn{ budou

ty, které obsahuji prvek m,,, a ve druhé ty, co
ho neobsahujf. Prvni skupina zfejmé vznikne tak, Ze ke

z p + 1 prvkim,, m,, ..., my, Mmyy,, jichd je[
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ka¥dé g-prvkové kombinaci z prvkd iy, my, .., Mms,
jichZ je [g ] , ptiddéme prvek m,,,,i. Druhéa skupina je
tvofena pravé viemi (¢ + 1)-prvkovymi kombinacemi
z p prvkd my, m,, ..., m,, jich% je( b ] Je tedy
Gi)-0+(r)

q+1 q g+1)°

V ptedeslém odstavei jsme pro podet kombinaci od-
vodili vzorec '

Y kk—1)...(k—j+1)
@ () G—1n..1
Podle (2) je viak také

%) [k]=( k ]= ke —1)...(j + 1) .
j k—j) (G;—pE—j—1...1
Zatimco ve vzorei (4) je v Sitateli i ve jmenovateli soudin

j éiniteld, jsou ve vzorei (5) soudiny (k — j) Ciniteld. Pii
praktickém vypoétu kombinaéniho &sla je tedy v p¥i-

padé j >—I;— vyhodnéjsi postupovat podle vzorce (5).
Tak napf. podle vzorce (4) je

175 175.174. ... .6
[170]= 170.169. ... .1 °’
zatimco podle vzorce (5) je
' (175]_ 175.174. ... .171
170 b4, ... 1

Od prvniho zlomku bychom oviem dospéli ke druhému
zkricenim é&initelt vyskytujicich se soudasné v &itateli
1 ve jmenovateli.
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Pfedstavme si, Ze bychom méli vypoéist kombinaéni
tislo (;c] z danych hodnot 4, & nebo naprogramovat jeho

vypodet na poéitadi. Jedna mozZnost by byla nejprve
rozhodnout, zda pouZit vzorce (4) nebo (5) a pak spoé&ist
piisludny zlomek. Pokud by se nejprve spoditaly soudiny
v Citateli a ve jmenovateli a ty se pak vydélily, dasto
by se stiavalo, Ze oba soudiny by byly obrovské, coz by
vedlo k technickym potiZim. Tomu bychom se vyhnuli,
kdyby se nejprve spoditaly podily &initeli a ty se pak
vynasobily. To mé zase tu nevyhodu, Ze by se mnohokrat
délilo, coz je operace ¢asové niroéni. Kromé toho by
jednotlivé podily nebyly vidy cela &sla a to by vedlo
ke kumulaci chyb zpisobenych zaokrouhlovanim.
Existuje v8ak vhodnéjii metoda vypoétu kombinad-
nich &isel. Sestavme kombinadni &isla do schématu
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atd.

(Rika se mu Pascaliw™®) trojihelnik). Podle vzorce (2) je
schéma soumérné podle svislé osy a podle (3) je soudet
dvou sousednich éisel v témze fadku roven é&islu, které
je mezi nimi o fidek nfZe. To umoZiiuje rychle dojit
podle schématu k hledanému kombina¢nimu é&islu, p¥i-
demZ se pouZivd pouze operace séitdni. Soumérnost
umozituje pracovat jen s jednou polovinou schématu
a vyhodné je i to, Ze k vypodttu urditého fadku je za-
potfebi pouze piedchozi Fadek, ostatni se nemuseji
uchovivat.

Zivérem poznamenejme, %e hodnoty faktorialda !
a kombinaénich é&isel [5 ] a jejich logaritmy byvaji pro

nevelka n, p, ¢ uvedeny v b&inych matematickych ta-
bulkéch.

Cviteni

45 2
2.1 Spodtdte: 7!, ], 7 )
3 68

%) Francouzsky udenec Blaise Pascal (1623—1662) vynikl
v matematice, filozofii a fyzice.
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2.2 Dopliite dalii tii radky Pascalova trojuhelnika na str. 12

(5)
a urlete .
14

2.8 Dokaite: n! + (n — 1)1 n? = (n + 1)!

(n + 2)! (. + 1) n!
2.4 Seiltdte: o —2 m—1) + n—2) .

» S 10 10
8.6 Vyjddiete jednim kombinadnim &fslom: [ ) + [ ] .

2.8 Nalezndto véechna.z_disla. z, pro né% plati ° ?
((2a)+(328) -

9.7 Které z kombinadnich ¥fsel [ 11573] R ( i::] jo vBtA(?

2.8 Kterédzedvouldfseln! + (n + 8)1, (n + 1)1 + (n + 2)1 je
vatEf? )

2.9 Sefadte kombinaé&ni é&fsla (';] , [n] yoase s (:]podle ve-

2
likosti.

'2.10 DokaZte, %e pro ptirozend &fsla p = g plati
P P— 1] p—2 g—1
G
[ q] [q —1 g—1 g—1
a) opakovanym pouZitim vzorce {3),
b) pomoci kombinaci,
¢) metodou matematické indukee,
d) pomocf evié. 1.11.
2.11 Doka’te, %e pro kaZdé pfirozené d&islo k plati
k(e + 1
1+2+ ... +k= LzL.).
a) metodou matematické indukce,
b) vhodnou organizaci s¢itdni,
¢) pomocf kombix_mci,
d) pomoci vzorce ze cvid. 2.10,
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2.12 Dokazte, %e pro nezdpornd celd &fsla p = ¢ = r plati

7)== ()0)
rjlg—r gJ\r
a) dpravou levé strany,
b) pomoci kombinaci.
2.18 Kolika nulami konéf dislo 129!?
2.14 Dokaste, Ze soudin J po sobd nésledujicich celych &isel jo

vidy délitelny &islem j!.
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