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II. KAPITOLA

ALGEBRA A TEORIE CISEL

Algebra byla ptivodné pouze naukou o Fedeni rovnic.
S jejimi podatky se setkivame uZ ve starém Recku. Ve
II1. stoleti pfed nadim letopoétem Zil Diofantos z Alexan-
drie, jehoZ jméno se nam zachovalo v termfnu diofan-
tick4 rovnice; je to rovnice, jejiZ fefeni se hleda v oboru
celych &isel. O systematickém rozvoji algebry v antice
(na rozdil od geometrie) v3ak mluvit nelze. Zapodali
8 nim aZ arabst{ matematikové v raném stfedovéku.
Samo slovo algebra pochézi z nazvu knihy ,,Hisab al-
-dZebr val-muqgabala‘ (nauka o napravovani'a zjednodu-
Sovéni), kterou napsal Muhammad ibn Misa al-Chvariz-
mi v IX. stoletf. Ono ,,napravovéni a zjednodusovéani*
znamend postup p#i Fesenf algebraické rovnice, jak jej
znéme ze $koly. Poznamenejme, %e ve Spanélsku (pod
vlivem Mauri) slovo ,,algebrista’ znadilo napravovade
zlomenin, coZ byval zpravidla také holi&. ‘

Pozdéji se nasly zpusoby fedenf rovnic druhého a tie-
tiho stupné. Vzorec pro feseni kvadratické rovnice jisté
znate, Vzorec pro feseni kubické rovnice 23 + pxr = g se
nazyvé Cardantv vzorec podle H. Cardana (1601—1576);
je to )
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Dlouhou dobu se matematikové sna#ili ziskat podobné
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vzorce pro rovnice stupnd vyssfho nez étvrtého. Teprve
E. Galois (1811—1832) a nezivisle na ném N. H. Abel
(1802—1829) dokazali, Ze u takovychto rovnic nelze
vypoiitat kofeny z koeficientti rovnice pomoci podet-
nich operaci séftani, odéditani, ndsobeni, déleni, umoectio-
véani a odmociiovani (fikédme, Ze tyto rovnice nelze fesit
v radikdlech). Tento dikaz byl vlastné podatkem
abstraktni algebry, o niZ bude dile fed. Jak vidime
z letopodt narozeni a imrti, oba zminéni matematikové
zemfeli velmi mladi; Galois mél dokonce podobny osud
jako basnik Puskin — zemfel v souboji.

K zapisovdn{ a TeSeni soustav linedrnich rovnic se
uzivaji matice; jsou to tabulky ¢&isel uspofadané do
obdéInika, popfpads do étverce, a jsou pro né definovany
podetni operace podobné jako pro &sla. Vyznam matio
dnes jiz daleko pfesahuje pouhé fedeni soustav rovnic;
matice se uplatiiuji v fadé jinych matematickych oborii
i ve fyzice. Dokonce se definuji i funkce matic. MiZeme
mft napfiklad sinus matice — tedy ne sinus d&fsla, ale
sinus celé tabulky &isel; tento sinus je opét matici. Teorie
matic se zahrnuje do takzvané lineirnf algebry. Ta se
kromé matic zabyvé vektorovymi prostory, linedrnimi
zobrazenimi a podobnymi pojmy.

Rtzné operace se daji provddét i s jinymi objekty nez
8 ¢isly. Zname séitdni tsedek a 1hli, analogif nasobeni
¢isel miize byt sklddani néjakych zobrazeni. Zabyvéme-li
se riznymi operacemi bez ohledu na to, jakého druhu
jsou objekty, s nimi% je provddime, mluvime o abstraktni
algebfe. O riznych pojmech tohoto oboru si povime
pozdéji.

Samostatnym oborem, ktery tésné souvis{ s algebrou,
je teorie &isel. Zdalo by se, Ze o &slech musf byt ui
viechno znamo; neni tomu tak a stdle zlistdvé mnoho
nefefenych problémi. Do teorie &isel patif napiiklad
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otdzky délitelnosti ptirozenych &fsel, prvodisla a podob-
né. Podle metod, jichZ se pouZiva, mluvime o algebraické
teorii &isel a analytické teorii ¢isel.

Algebra se uplatiiuje i v ostatnich matematickych obo-
rech; mame napfiklad algebraickou geometrii a algebraic-
kou topologii.

ZAKLADNI VETA ALGEBRY

Vite, Ze pomocf komplexnich é&isel Ize vyjadiit odmocni-
ny ze zapornych ¢isel, o nichZ bychom jinak museli
tvrdit, Ze neexistuji. Vite, e pomoci nich Ize Fedit ka%-
dou kvadratickou rovnici. To v8ak neni vse; plati tak-
zvana zakladni véta algebry (neboli fundamentalnf véta
algebry), kterd tika, Ze kazda algebraickd rovnice ma
v oboru komplexnich &isel alespon jeden kotfen. Alge-
braickou rovnicf nazyvame rovnici, kterou lze ekviva-
lentnfmi dpravami upravit na tvar

ax” +- a2 '+ ...+ a,x +ay =0,

kde a,, a,, ..., a, jsou ndjakd komplexni &fsla; samo-
zfejmé alespon jedno z &fsel a,, @, ..., a,_;, musi byt
rizné od nuly; jinak by se v rovnici viibec nevyskyto-
vala neznama. Tato véta nebyla dokdzina algebraicky-
mi prostfedky, ale prostfedky matematické analyzy.
Lze z nf pak odvodit, Ze kaZda algebraicka rovnice stup-
né n ma pravé n kofent, pokud se oviem ka#dy kofen
bere s pfislusnou nasobnosti — tedy napiiklad dvojné-
sobny kofen se poditd jako dva kofeny (ndsobnost ko-
fend zde definovat nebudeme). Jsou-li z,,z,, ..., ,
kofeny rovnice

a@x® + a2 ' 4 ... F A+ a, =0,
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pak pro kazdé é&islo = plati
agx® + a2 4 ... G+ a, =

=ayr—z,) (@ —2x,) ... (x —x,).

Kaidy mnohotlen stupné alespoii prvniho lze tedy vy-
jadFit jako soudin linearnich mnohodleni.

UHODNUTI KORENE ROVNICE

Umime-li fesit kvadratickou rovnmici, rozife$ime i rov-
nioi vysstho stupn®, pokud se ndm podal uhodnout
nékteré kofeny.

Méjme rovnici
agxt +a2" 4+ ... fa 2+ a, =0.

Necht jejf kofeny jsou z,, x,, ..., z,. Z pfedeslého od-
stavee vime, Ze plati

a@® +a 2"+ ...t a2+ a, =

=ayr—z,) (@ —xy) ... (x —1z,).

Predstavme si, Ze jeden kofen (necht je to z;) néjakym
zpisobem uhodneme. Potom tedy muZeme mnohoélen

a4 a,2" 1 4- ... + G2 + a,

délit mnohotlenem x — x,; dostaneme néjaky mnoho-
tlen

b* ™ + bie* 2 + ... A bag® + basy

stupné n — 1. Kofeny rovnice

bzt 14 ban 2t ...+ by by =0
jsou zbyvajiof kofeny plivodnf rovnice.
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Uvedme si to na piikladé. M&jme kubickou rovnici
x® — 922 4 23x — 156 = 0.

Napadne nés, Ze jednfm kofenem této rovnice by mohlo
byt &slo 1. Dosadime tedy # = 1, a ejhle — ono to sku-
tetnd vychazf. Nynf tedy mnohoélen ® — 922 + 23z —
— 15 délfme mnohoédlenem a — 1; dostiavime

(®®— 922 4+ 23z — 15) : (x — 1) = 22 — 8z + 15.

Resime rovnici
22— 8x 4+ 156 = 0.

Dostavime kofeny 3 a 5. Tedy piivodni rovnice ma ko-
feny 1, 3 a 6.

ABSTRAKTNI ALGEBRA

Jak uZ jsme se zminili v Gvodu, algebra se zabyva urdi-
tymi operacemi (likony), které se provad&ji s matema-
tickymi objekty. Abstraktni algebra se pfitom nezabyva
tim, jakého druhu jsou tyto objekty; fikame, Ze od toho
abstrahuje.

Nejdastdji se setkdvame s operacemi, které se provadé-
ji se dvéma objekty; fikdme jim bindrnf operace. Je to
napfiklad zndmé séitdni, odéitdnf, ndsobeni a déleni
disel; muZe to byt také sditani tisedek nebo hla nebo
sklddéni funkef (napiiklad sloZenim funkei y = log z,
y = sin z vznikne funkce y = log sin z, popfipadé y =
= sin log z). MiZeme tedy zkoumat mnoZinu néjakych
objekti takovych, Ze s kazdymi dvéma z nich lze provést
urditou bindrni operaci a vysledek této operace je opét
obsaZen v této mnoZiné. Takovéto mnoziné budeme Fikat
grupoid.

Napiiklad mnoZina viech pfirozenych &isel je gru-
poidem vzhledem ke séitdni; kaZdi dvé pfirozens &isla
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lze seéist a soudet je opot ptirozené &islo. Podobné je
mnozina véech pfirozenych ¢isel grupoidem -vzhledem
k ndsobeni, ale nikoliv vzhledem k odéftdni a délent;
odéftame-li nebo délime-li dvé piirozena &isla, nemusime
vzdy dostat pfirozensé &fslo. '

Vime, Ze pro séitanf a ndsobeni &isel (nikoliv pro od&i-
tani a déleni) plati asociativni zakon

(@+d+ec=a+(b+o),

(ab) ¢ = a(bc).
Tento zakon plati také pro séitani tsedek a thld, pro
sklddanf funkef a pro fadu daldich bindrnich operaci.
Mame-li tedy grupoid, jehoZ operace spliiuje asociativni
zdkon (ffkame, Ze to je operace asociativni), tento gru-
poid se nazyva pologrupa. MnozZina vech celych &isel je
tedy pologrupou vzhledem ke s&itani a nisobenf, vzhle-
dem k odditini je pouze grupoidem, nikoliv pologru-
pou.

U nékterych operaci se stdvd, Ze existuje objekt té
vlastnosti, e vysledek binarnf operace provedené s timto
prvkem & libovolnym druhym prvkem je opét roven
onomu druhému prvku. Tak pro é&fslo 0 platf

a+0=a
pro kaZdé a. Pro &islo 1 opét platf
a.l =a.

Pro funkci y =« plati, Ze slofime-li ji s libovolnou
funkef 4y = f(x), dostaneme opét funkci y = f(zx). Tako-
vyto prvek nazyvime jednotkovym prvkem vzhledem
k ptislusné operaci. Pologrupa, kterd obsahuje jednotko-
vy prvek vzhledem k p¥islusné operaci, se nazyvd mo-
noid. Tedy napifklad mnozina viech nezipornych celych
disel je monoidem vzhledem ke s&ftdéni — jednotkovym
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prvkem je zde 0. MnoZina vSech pfirozenych d&isel je
monoidem vzhledem k nasobeni (jednotkovym prvkem
je zde 1), ale nikoliv vzhledem ke séitani.

Vime déle, Ze ke kaZdému éfslu a existuje jeho opaénd
hodnota —a; sedtenim d&isel @ a —a dostaneme 0. Po-
dobné ke kaidému nenulovému é&islu a existuje jeho

pFevracena hodnota %; vynasobenim éisel @ a —‘11— dosta-

neme 1. Jestlize tedy mame monoid s tou vlastnosti, Ze
ke kaZzdému prvku tohoto monoidu existuje pravé jeden
prvek takovy, %e vysledkem pifsluiné operace provede-
né s témito prvky je jednotkovy prvek monoidu, tento
monoid se nazyvd grupou. Tedy mnoZina vsech celych
¢isel je grupou vzhledem ke sé¢itani, ale vzhledem k na-
sobeni je pouze monoidem; opa¢nd hodnota —a celého

Usla a je vidy celym ¢&islem, pfevricend hodnota % ni-

koliv. MnozZina vSech nenulovych redlnych é&isel je gru-
pou vzhledem k nasobeni, mnoZina viech realnych é&isel
nikoliv (neexistuje pfevriacend hodnota &isla 0).

Pi{kladem grupy, kters md konedny poget prvki, je
grups sloZena z komplexnich &isel 1, —1, z, —i 8 operaci
ndsobeni. Pfikladem koneéné grupy, jejiz prvky nejsou
tisla, je grupa permutaci, to jest vzijemné jednoznad-
nych zobrazeni néjaké koneéné mnoZiny M opé&t na
mnoZinu M; o nf si je3té néco povime dale.

Jak uZ jsme uvadéli, v abstraktnf algebie se nestara-
me o to, jakého druhu jsou objekty, s nimiZ pracujeme.
Rikdme jim prosté prvky; mluvime o prveich grupoidu,
pologrupy, monoidu, grupy. Zkoumaji se pouze vlast-
nosti souvisfef pifmo s ptisluSnou operacf. Tak nap#i-
klad u koneéné grupy se mluvi o ¥adu prvku (nékdy se
o ném mluviiu grupy nekoneéné). Kazdy prvek koneéné
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grupy ma tu vlastnost, Ze pro néjaké ptirozené &fslo n
jeho n-t4 mocnina je rovna jednotkovému prvku. (Ope-
raci v grupé zpravidla nazyvime nasobenim, i kdyZ ne-
musi jit vZdy o nésobeni ¢isel. Umoctiovani se odvozuje
z tohoto nasoben{ podobne jako u nasobeni ¢&isel.) Nej-
men3f takové n se nazyva Fadem piislusného prvku.
Dokazuje se véta, Ze ¥ad kaZzdého prvku konedné grupy
je délitelem ¥idu grupy, to jest podtu vsech prvki gru-
py. (Presvédéte se o tom sami u grupy sloZené z &isel 1,
—1, 4, —1.) Takovato véta plati pro kazdou konednou
grupu, af jsou jeji prvky jakékoliv matematické objek-
ty.

Pro ilustraci si nynf uvedeme grupu vsech permutac{
tiiprvkové mnoziny M = {1, 2, 3} zpravidla se ozna-
éuje ‘S’s KaZdou permutaci mnoZiny M muZeme zapsat
tak, Ze do jednoho fddku napiSeme éisla 1, 2, 3 v obvyk-
16m pofadi, v druhém fadku pak pod kazdé dislo napi-
Seme jeho obraz v pfisluiné permutaci; celek ddme do
zavorek. Jak vime, podet permutaci t¥iprvkové mnoZiny
je 3! = 6. Budou to tyto permutace:

1 2 3
po—(l 9 3]1
! _[1 2 3
11_ 1 3 2]’

(1 2 3
pﬂ—[z l 3]:
_(1 2 3]
p(i‘—' 2 3 1 ’
_[1 2 3
Pe=1s 1 2]’
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(1 2 3]
pﬁ_(3 2 1)

Na mnoZiné téchto permutaci budeme nyni zkoumat
operaci skladini zobrazeni. Jsou-li ¢,, ¢, dvé z na8ich
permutaci, pak g,¢, bude znadit permutaci, kterd kaz-
dému prvku x mnoziny M piifazuje prvek g¢,(q.(x)), to
jest obraz prvku g¢,(x) v zobrazenf{ ¢;. Mame-li najit
permutaci p,p,, pak si opét napifeme é&fsla 1, 2, 3
v obvyklém potadi a pod né pfislusné obrazy. Obrazem
prvku 1 v zobrazeni p, je prvek 2, obrazem prvku 2
v zobrazen{ p, je prvek 3; tedy obrazem prvku 1 v zobra-
zeni p,p, je prvek 3. Podobné najdeme obrazy prvka
2 a 3 a mame

1 2 3
p1p2 = [3 1 2] = p4'

Dostali jsme opét prvek nasi mnoziny permutacf. MiZe-
me si takto nalézt slozené zobrazeni pro libovolnou
dvojici permutaci a sestavit si tabulku, ktera se nazyva
Cayleyova tabulka. KaZdy fidek i ka¥dy sloupec ta-
bulky odpovida jedné permutaci (obecné jednomu prvku
grupy nebo grupoidu). Permutace uvedena v fadku od-
povidajicim permutaci ¢, a ve sloupci odpovidajicim
permutaci ¢, je permutace ¢,q,. Tabulka vypada takto:

Po Pr D2 P3 Ps Ps

Po| Po P1 P2 P3s DPs Ps
Pr | P1 Po Ps Ps D2 DPs
Do | P2 Ps Po P1r Ps DPa
Pa | Pz P2 Ps Ps Po M
Ps | Ps Ps P1 Po P3 Pz
Ps | Ps Pa Pa P2 P11 Do
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Misto o permutacfch budeme nynf mluvit o prvecich
grupy, misto o sklddani permutaci budeme mluvit
o grupovém néasobeni. Vidime, Ze ndsobenim libovolnych
dvou prvki nasf mnoZiny dostaneme opét prvek této
mnoziny. O platnosti asociativniho zikona se muiZete
presvéddit sami. Prvek p, mé tu vlastnost, Ze pro libo-
volné g €8, je

Pod = qPo = Po>»

je tedy jednotkovym prvkem. Ke ka?dému geS,
existuje prvek ¢~ € §; (inverznf prvek k prvku g) takovy,
Ze

qq‘1 =979 = Po-
Méme pg* = po, P! = Py, Pz’ = Ps, P5' = Pu» s' = Pa»
P! = py. Jde tedy skuteéné o grupu.

Vsimnéme si, Ze pro kaZdé qeS, je (7))t =g¢. To
plati v kazdé grupe

Réd grupy S, je 6, jak uz ]sme uvedli vyée Prvky

Por P1» Pa» Ps M1 ¥d 2, nebot 13 = pf = 7& = 2 = o
a pro pfirozeny exponent mensi nez 2 to neplati. Prvek
P; mé Féd 3, nebot p§ = p,, ale p§ = p,. RovnéZ prvek
Py mé Fad 3. "Cisla 2 a 3 j jsou ovéem déliteli &isla 6, co% je
fad grupy.
* Vezmeme-li podmnoZinu {p,, ps, p,}, Vidime, Ze soudin
libovolnych dvou prvki z této podmnoZiny i inverzni
prvek k libovolnému jejimu prvku je opét prvkem této
podmnoZiny a Ze tato podmnoZina obsahuje jednotkovy
prvek p,. Rikdme, %e tato podmnoZina je podgrupou nasi
grupy.

Viimnéme si jesté, Ze v kazdém i‘a.dku Cayleyovy ta-
bulky a rovné# v ka?dém"jejfm sloupci se ka%dy prvek
grupy vyskytuje prdvé jednou. Pro libovolnou grupu
totiZz plati, Ze pro libovolné prvky a, b, ¢ této grupy
z rovnosti ab = ac nebo z rovnosti ba = ca plyne b = c.
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Obecné v pologrups toto platit nemusf. Narazime na to
v kapitole V pfi vykladu o latinskych &tvercich.

Jedtd se zminfme o tom, %e v nasi grupé napiiklad
P1Ps F PoPr, tedy neplati komutativni zakon jako pfi
nasobeni ¢isel. Grupa, v niZ komutativni zdkon plati, se
nazyvé Abelova.

Takovymto zplsobem zkouma abstraktni algebra
i jiné druhy operaci. MnoZina s néjakou operaci, popii-
padé i s vice operacemi, se nazyva algebrou. Tedy kazdy
grupoid, pologrupa, monoid a grupa je algebrou. Jsou
dalsi typy algeber se specidlnfmi ndzvy — okruhy, té-
lesa, svazy, polosvazy, kvazigrupy a podobné. Operace
nemusejf byt vidy bindrnf, mohou se provadét i s jinym
pottem prvki nez se dvéma. P¥ikladem ternirnf operace,
to jest operace provadéné s tfemi prvky, je operace,
kterd tfem bodim nelezicim v p¥imce plifazuje t&Zisté
pkisludného trojihelnfka,

Mluvili jsme zde o operacich a mysleli jsme tim néjaké
matematické tkony. Doufdm, %e toto slovo ve vés nevy-
voliva nepijemné asociace se skalpelem a pachem chlo-
roformu. Vyraz operace ma Sir8{ vyznam ne# jen chirur-
gicky; znadi prosté ndjakou specidlnf &innost (jistd jste
se setkali naptiklad s pojmem vojenské operace).

CISELNE SOUSTAVY

Napifeme-li &¢islo 1978, znamena to, Ze jde o &islo rovné
1.103 4+ 9.10% 4 7.101 -} 8.10°,

Rikéme, Ze jsme toto &fslo zapsali v desitkové (dekadické)
soustavé. Misto ¢isla 10 bychom v8ak mohli uZit i jiného
plirozeného ¢isla. Samodinné poditade poéitaji v soustavé
dvojkové (dyadické). Zatimco desftkova soustava uzivd
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¢slic 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a 9, uZivd dvojkova soustava
pouze &islic 0 a 1. Je to pro podftaé vyhodné, protoze
tyto &islice 1ze snadno vyjadiit tak, Ze 0 odpovida stavu,
kdy uréitym obvodem neprotékd proud, a 1 odpovidd
stavu, kdy proud protéka.

Jak bychom zapsali éfslo 1978 ve dvojkové soustavé ?
Popiseme si postup. Délime é&islo dvéma a zbytek pti
tomto déleni zapfSeme jako posledni &fslici dvojkového
vyjadieni. V nasem piipadé 1978 : 2 = 989, zbytek je 0.
Toté% provedeme s podilem — tedy 989 : 2 = 494, zby-
tek je 1, zapiSeme jej jako pFedposledni ¢&islici. Dale
494 : 2 = 247, zbytek 0; 247:2 = 123, zbytek 1;
123 : 2 = 61, zbytek 1; 61 : 2 = 30, zbytek 1; 30 : 2 =
= 15, zbytek 0; 15 : 2 = 7, zbytek 1; 7 : 2 = 3, zbytek
1; 3:2=1, zbytek 1; 1:2 =0, zbytek 1. (Na to
posledni déleni nesmime zapomenout!) Zipis &isla 1978
ve dvojkové soustavé je tedy

11110111010.
Znamena to, Ze

1978 = 1.210 4 1.29 4 1.28 - 1.27 4 0.2 -
+1.25 41,26 41,28 4 0.22 4 1.21 + 0.2°

MuZete si to sami zkontrolovat.

Jak jsme uvadéli, dvojkovd soustava ma vyznam
pfedeviim pro samodinny poéitad. Pro ¢lovéka ma tu
nevyhodu, Ze zipisy é&fsel v této soustavé jsou piilis
dlouhé a nepfehledné. Predstavme si, Ze bychom meéli
pouiit vétstho mnozZstvi &fsel zapsanych ve dvojkové
soustavé. Mdme si zapsat jejich sahodlouhd vyjadieni
v této soustavé nebo je mit zapsana v soustavé desitkové
a a% v pHpads potieby je pfevidét do dvojkové? Oboji
m4i¥jisté své nevyhody. Proto radéji pouZivime jesté
jiné soustavy, & to osmitkové (oktadické).
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Cislo 8 je tfeti mocnina &fsla 2. Z tohoto faktu plyne
snadny zpusob pievadénf zapisu ¢isel z dvojkové sou-
stavy do osmitkové a obrécené. NapiSme si nejprve
zapisy &fsel 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 a 7 (to jest &isel, jim% odpo-
vidaji jednotlivé &fslice osmi¢kové soustavy) ve dvoj-
kové soustavé; pokud maji méné cifer nez tii, piSeme
pfed né p¥islusny podet nul.

Cislo Dvojkovy zépis
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Vezmeéme si nynf nas zapis &sla 1978 ve dvojkové sou-
stavé. Zapifme jej tak, Ze vidy po kazdé t¥etf &islici,
potinaje od konce, udéléme mezeru:

11 110 111 010.

Takto mame zipis rozdélen na trojice cifer (dvojici 11 na
zatatku muZeme povaZovat za trojici 011). Ke kazdé
z nich najdeme é&islo, které tato trojice vyjadiuje ve
dvojkové soustavé. Vidime, %e jde o zapisy é&isel 3, 6,
7, 2 a tedy zapis &isla 1978 v osmitkové soustavé je
3672. Pro kontrolu si mizZete jesté provést pfimo pfe-
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vod disla 1978 z desitkové soustavy do osmidkové po-
dobnym zplsobem, jakym jsme pievadéli do soustavy
dvojkové (misto dvéma délime oviem osmi); uvidite,
Ze dostanete tenty% vysledek. P¥i pfevodu z osmitkové
soustavy do dvojkové postupujeme zase tak, Ze jed-
notlivé cifry nahradime jejich dvojkovym vyjadfenim
(pokud je méné nez trojmistné, napiseme pfed né pii-
slusny podet nul). Zipis &sel v osmidkové soustavd
nebyva nikdy o mnoho delsf ne# zépis v desitkové sou-
stavé, pfitom mé tu vyhodu, Ze jej lze pomérné snadno
(jak jsme vidéli) pfevést na zapis dvojkovy; z desitkové
soustavy to tak jednoduché neni, protoZe &islo 10 neni
mocninou dvou.

Relméme si nynf, proé vlastné pouzivime desitkové
soustavy. Divod je pouze ten, Ze madme na obou rukou
dohromady deset pratii. Stejny podet prsti méli i nasdi
ddvni ptedkové, jejich? jedinou vypoletni technikou
byly pravé tyto prsty. Na zakladé toho se vytvofily
prislusné nizvy é&isel a pozdéji jejich zdpisy, takZe dnes
bychom si u? asi téZko zvykali na jinou soustavu nez
desitkovou. Jiny dtivod ne# tento skuteéné neni; z ma-
tematického hlediska &fslo 10 jakozZto zaklad &iselné sou-
stavy je nevyhodné. Je totiz délitelné (kromé jednidky
a sama sebe) jen &fsly 2 a 5. Cast&ji vSak v Zivotd potie-
bujeme néco délit na tfetiny nebo étvrtiny nez na pétiny.
Proto by pro nés byla vyhodn&jsf soustava dvanictkova;
islo 12 je délitelno &fsly 2, 3, 4 a 6. V této soustavé
oviem je tfeba mit samostatnou &fslici i pro ¢isla 10a 11,
uzivé se k tomu G&elu zpravidla pismen T a E, coZ jsou
zaditedni pismena odpovidajicich anglickych é&islovek
,,ten‘“ a ,eleven®. Cislo 1978 by se v této soustave zapsa-
lo jako 118T, coZ je

1.123 4 1.12% 4 8.12!  10,12°,
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V desitkové soustavé méme miry, vahy, daldf fyzi-
kilni jednotky i ménovou soustavu. Metr mé deset
decimetri, decimetr deset centimetrd, centimetr deset
milimetrd. Podobnd je tomu u vah. Ceskoslovenska
koruna se déli na sto, to jest 102, haléia.

Predstavme si, Ze by se tfi kusy néjakého zboZf pro-
davaly za korunu. Kolik vlastns potom stoji jeden kus ?
Triatticet a dvé tietiny haléfe? Zde vidime nevyhodu
desitkové soustavy. Nejde ovSem jen o naSe koruny
a haléfe; v prevdiné vétSind stitld je zakladni ménova
jednotka rozdélena na sto mensich jednotek.

Vyjimku tvotila donedavna britskd ménova soustava.
Zikladni jednotkou byla libra Sterlinkd. Ta se délila na
dvacet 8ilinkd a Silink opét na dvanict penci. (V &estiné
se mluvi o pencich a &te se to tak, jak se to pie. V anglig-
tiné ,,pence‘, &teno ,,pens”, je mnoZné &fslo slova
»penny‘, coZ je oznadeni oné nejmensi britské ménové
jednotky. Je tedy jeden penny, ale dvé pence, tii pence,
pét penci.) Dfive ani jeden penny nebyl nejmensi méno-
vou jednotkou, ale délil se jesté na étrnict farthingt.

Mnohému tato soustava pkipadd téikopidné. Je to
vSak proto, Ze jsme zvykli na naSe koruny a haléfe. Po
matematické strince byla britskd ménova soustava
vyhodna. Polovina libry byla deset &ilinkd, tfetina Sest
8ilinkd a osm penci, étvrtina pét §ilinki, pétina Sty#i
gilinky, Sestina tfi Silinky a &tyFi pence, osmina dva
gilinky a Sest penci. Vidime, Ze libru bylo moZno délit
viemi pfirozenymi &sly od jedné do osmi kromé sedmi.
Dokud v8ak existovaly farthingy, bylo moZno vyjidiit
i sedminu libry; byly to dva silinky, deset penci a éty¥i
farthingy. Déile bylo moZno libru délit deseti, dvandicti,
patnacti, dvaceti, ¢tyfiadvaceti, tFiceti, StyFiceti a Sede-
sati.

Dokud nebyl pt#ili§ rozvinut mezinirodni obchod,
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nebylo divodu tuto soustavu ménit. Nyni vsak by delal
potize jeji piepodet na mény jinych statd, proto byla
i ve Velké Briténii ptijata desitkovd ménova soustava.
Jedna libra &terlinkti se dnes délf na sto penci. Podob-
nou soustavu jako Britdnie mivala kdysi i Francie;
dodnes ji pfipomina vyraz ,sou*, ktery (neoficidlng)
oznaduje dastku péti centimi. Plvodnd to byla dvace-
tina franku, analogie britského Silinku.

PrestoZe, jak jsme uvedli, uzivime desetinné soustavy
u mér, vah i mény, neuZivime ji pro méfeni velikosti
uhla a ¢asu. Byla navriena reforma méfeni dhld, pti
niz by se stal jednotkou jeden grad, coz by byla setina
velikosti pravého uhlu; tato jednotka by se délila na
decigrady, centigrady a miligrady. Tato soustava se
neujala; priavé dhly potiebujeme délit na rtzné podéty
stejnych &asti a vime z geometrie, Ze obzvlastni vyznam
maji thly o velikostech 30° a 60°. Tézko bychom asi ¥i-
kali, %6 kaidy vnitini 1ihel rovnostranného trojiihelnika
mé velikost 66 gradi, 6 decigradi, 6 centigradi a Sest
a dvé tretiny miligradu. Stejnd téiko bychom si asi
zvykali na to, kdybychom misto hodin, minut a sekund
méli néjaké decidny, centidny a milidny. NaSe obvyklé
méfeni dasu a dhlid pochdzf uz od starych Babyldénani,
ktefi si u% tehdy uvédomovali jeho vyhodnost.

Pro zajimavost jesté uvedme, Ze staif Mayové uzivali
soustavy dvacitkové (asi proto, Ze dvacet je celkovy podet
prstit na rukou a nohou) a jisty primitivnf kmen na
Nové Guineji pry uZivd soustavy jedendctkové (divod
je zéhadny, protoZe 11 je prvoéfslo, tudiZ je mimo¥ddné
nevyhodné jako ziklad &iselné soustavy).
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PRVOCISLA

Co je to prvodislo, jisté vite. Je to takové piirozenéd
¢islo, které ma pouze dva délitele, a to sebe samo a &islo 1.
Cislo 1 mezi prvodisla nepatH. (Nékdy se i opadéné hod-
noty prvoéisel povazuji za prvolisla, ale tim se zde za-
byvat nebudeme.)

Prvodisel je nekonednd mnoho. Dikaz tohoto tvrzeni
je zajimavym pfikladem nepfimého dikazu neboli di-
kazu sporem. Pfedpoklidejme, Ze toto tvrzeni neplati
a Ze tedy existuje jen konedny podet prvoéisel; necht
tento poéet je » a tato prvodisla jsou p,, p,, . . ., Pa. Sou-
gin viech téchto prvotisel oznaéme P. Cislo P + 1 neni
délitelné Zddnym z prvodisel p,, p, ..., pa; kdyby bylo
délitelné nékterym z nich, musel by byt i rozdil &isel
P 1 1a P, tedy ¢islo 1, délitelny timto prvodislem, coz
zfejmé nenf mozné, protoze &islo 1 je délitelné jen sebou
samym. KaZdé pfirozené &fslo vétsi nez 1 je viak déli-
telno alespon jednfm prvoéislem, tedy P -+ 1 musi byt
délitelno néjakym prvodislem raznym od é&fsel p,,
Ds, - . .5 Pn. To viak je spor, protoZe jsme predpokladali,
Ze 2adné takovéto prvolislo neexistuje. Tedy nas§ pfed-
poklad byl nespravny a prvoéisel je nekoneéné mnoho.

K vyhledani viech prvodisel mensich neZ dané pfiro-
zené &fslo n se uiiva metody zvané Eratosthenovo sito.
Napisme si vSechna piirozend ¢fsla od 2 do n (o &sle 1
vime, Ze nenf prvoéislem). Nyni skrtdme v3echna &isla
délitelnd dvéma kroms &fsla 2, pak viechna &isla d8li-
telnd tfemi kromé &isla 3 a déle vidy ¢&isla délitelnd
dal8im z dosud neSkrtnutych &isel kromé toho &isla
samého. Tak postupujeme tak dlouho, a% dojdeme
k prvnimu é&¢slu vét§imu nez Vn; pak postup konéf. Ze
vSech napsanych ¢&fsel ndm zbudou jen prvoéisla.

U prvnfho &sla vétitho nez |/n jsme se zastavili, protoze
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dile bychom nedostali nic nového; je-li néjaké &slo
mens{ nebo rovné n délitelno ¥fslem vétiim nes |/n a riz-
nym od n, pak je délitelno i néjakym é&islem mensfm nez
/% a réznym od jedné. Zkuste si to sami pro &isla od dvou
do sta.

Négjaky vzorec, ktery by nam udaval n-ty &len posloup-
nosti véech prvodisel v zavislosti na n, neni znam. Proto
je velmi obtiZzné u vysokych é&isel uréovat, zda jsou to
prvodisla & nikoliv. Nejvétsi dosud znadmé prvodislo
naSel Tuckerman pomoci samodinného poditade. Je to
dislo 219937 — 1. ma 6002 cifry.

V teorii ¢isel se uziva funkee m(z) definované pro
kladné 2, kterd oznaduje podet prvoélsel nepfevy3uji-
cich &fslo z. (S Ludolfovym &fslem nema nic spole¢ného.)
P. L. Cebygev (1821—1894) dokézal, Ze pro kazdé kladné
z plati nerovnost

0,89. < m(x) < 1,11.

x x
Inx In z

Vyraz In 2 znaéi pfirozeny logaritmus é&isla z (viz IIL
kapitola). Od té6 doby byly nalezeny piesnéjsi (oviem
sloZit&8jsi) nerovnosti.

Je-li néjaké celé &islo = délitelné prvodislem p a jsou-li
a, b celd éfsla takova, e ab = n, pak bud a, nebo b je
délitelné &islem p. Pokud viak zavedeme takzvana celd
komplexni dsla, coZ jsou komplexnf &isla, jejichZ redlné
i imagindrni &asti jsou celd &isla, pak v oboru téchto
&sel toto tvrzeni neplatf. Cislo 10 Ize vyjad¥it jako sou-
¢in (1 + 34) (1 — 3¢), pFitom vSak Z4dné z &isel 1 4 3¢,
1 — 3¢ neni délitelné dvéma ani péti (pfi pifslusném
dgleni nedostaneme celé komplexni é&islo).

Prvodiselnymi dvojéaty nazyvame takové dvojice
prvodisel, jejichZ rozdil je roven dvéma. Prvoéiselnymi
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dvojéaty jsou napiiklad dvojice {3, 5}, {5, 7}, {11, 13},
{17, 19}, {29, 31}. Dosud se nevi, zda téchto dvojic je ko-
neéné nebo nekoneéné mnoho.

Kdybychom obdobné definovali prvodiselnd trojdata,
zjistili bychom, Ze neexistuji jina nez {3, 5, 7}. Pro libo-
volné celé ¢islo n totiZ pravé jedno z ¢isel n, n + 2,n + 4
je délitelno t¥emi. Jestlie » neni délitelno tfemi, pak
bud n = 3k 4 1, nebo n = 3k + 2, kde k je celé &islo.
V prvnim piipadé n + 2 = 3(k + 1) a je tedy délitelno
tfemi, V druhém piipadé n 4- 4 = 3(k 4- 2) a je délitelno
tfemi. Jediné prvoéislo délitelné tfemi je ovSem ¢&fslo 3
a tedy nemame jinou moZnost nez praveé {3, 5, 7}. Z toho
uz je také patrné, Ze prvodiselnd étyféata nemohou vi-
bec existovat.

M. Mersenne (1588—1648) zkoumal prvodisla, kterd
lze vyjadfit ve tvaru 2¢ — 1, kde s je ptirozené ¢&islo;
tato prvodisla se podle ného nazyvaji Mersennova prvo-
disla. Cislo 2* — 1 mtZe byt prvodislem jen tehdy, je-li
8 prvodislem, ale obricené tvrzenf neplati; &islo 11 je
prvodislo, ale &islo 211 -— 1 = 2047 = 23.89. Mersenno-
vych prvodisel je zndmo dosud jen 24, jsou to ¢&sla
25 — 1, kde s nabyva hodnot 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61,
89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281, 3217, 4253,
4423, 9689, 9941, 11213, 19937.

DOKONALA A SPRATELENA CisLA

Ve starovéku do matematiky pronikaly rizné mystické
predstavy. Bylo tomu tak zejména u Pythagora a jeho
zakt, Cfslam se ptipisovaly rtzné vlastnosti, které
s vlastni matematikou nemsély nic spoledného. Tak
vznikl i pojem dokonalého &isla. Je to pojem zajimavy,
i kdyZ z hlediska dneSni matematiky nejde vlastnd
o Zddnou dokonalost.
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Vlastnfm délitelem pfirozeného d&fisla n se nazyva
kazdy jeho délitel razny od n. Dokonalym prvodislem
prvnfho druhu nazyvame éfslo, které je soudtem vsech
svych vlastnich délitela. Cislo, které je soudinem viech
svych vlastnich déliteld, se nazyvd dokonalym é&fslem
druhého druhu.

Cislo 6 je dokonalym &fslem prvniho i druhého druhu;
jeho vlastnfmi déliteli jsou &fsla 1, 2, 3 a plati 1 4 2 4
+3=1.2.3=26

Veskerd dokonala é&fsla prvniho druhu, ktera jsou
zndma, jsou suda. Je dokazino, %e sudé &fslo n je doko-
nalym ¢islem prvniho druhu pravé tehdy, je-li mozno je
vyjadFit ve tvaru n = 2:73(2* — 1), kde 8 je pfirozené
¢&islo, s > 1 a 2* — 1 je prvodislo. Tim se ndm zkoumani
téchto éisel pfevadi na zkouméini Mersennovych prvo-
¢isel, o nichZ jsme se zmitovali v pfedeslém odstavei.
Vime, Ze Mersennovych prvoéisel zatim mnoho neznéme,
nezname tedy ani mnoho dokonalych &isel prvniho
druhu. Nejvétsi zndmé je 219938(21957 1),

Liché dokonalé ¢&islo prvniho druhu nezndme ani
jedno. Vime jen, jaky tvar tato &isla museji mit, pokud
existuji. L. Euler (1707—1783) dokazal, %e kaZdé tako-
véto ¢islo musf mit tvar p%*IN?, kde k je celé neziporné
&slo, p je prvodislo tvaru 48 + 1 (kde 8 je pfirozené
¢slo) a N neni délitelné &islem p. Dale vime, Ze tato
éisla musejf mit tvar 12k + 1 nebo 36k 4 9, kde k je
pkirozené ¢&islo. Je rovnéZ zjidténo, Ze Zadnd lichd &isla
men&f neZ 102° nejsou dokonalymi &sly prvntho druhu.
Nevime ani, zda dokonalych &isel prvnfho druhu je ko-
neény, nebo nekoneény podet.

Zato dokonald &fsla druhého druhu dovedeme pfesné
charakterizovat. Vime, Ze piirozené &fslo riizné od jedné
je dokonalym éislem druhého druhu privé tehdy, je-li
bud soudinem dvou riznych prvodfsel, nebo t¥eti moc-
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ninou prvodisla. Dikaz je pomérné jednoduchy. Je-li
dfslo soudinem dvou ruznych prvoéisel p a g, pak vsichni
jeho vlastni délitelé jsou éisla 1, p, ¢ & jejich soutin ddva
ono ¢&islo. Je-li &islo rovno p?, kde p ]e prvodislo, pak
vsichni jeho vlastni délitelé jsou 1, p, p? a jejich soudin
je p®. Nenastiva-li pro &slo n > 1 zédny z tdchto pH-
padi, pak bud » je prvodislem a jediny jeho vlastni
délitel je 1, nebo je n = p? kde p je prvodislo (pak
viichni vlastnf dslitelé disla n jsou 1 a p), nebo n = pgr,
kde p a q jsou prvodisla a r pfirozené é&fslo rizné od p
a vots{ nez 1. Pak ¢isla p, r, pr jsou vlastnimi déliteli
&sla n. Pokud by » bylo dokonalé &fslo druhého druhu,
muselo by byt délitelno jejich soudinem p%2, tedy
n = p?r?s, kde s je pfirozené éislo. Potom by vsak bylo
g = prs, coz neni moZné, protoZe g je prvodislo.

S pojmem dokonalého ¢&isla souvisi pojem spiatele-
nych ¢&isel. Spfatelenymi &isly nazyvéme dvojici pFiro-
zenych &sel {a, b}, kters mé tu vlastnost, e a # b, sou-
¢et viech vlastnich délitelu &fsla @ je roven &¢slu b a sou-
et vSech vlastnich délitela &sla b je roven &islu a.

Nevi se dodnes, zda dvojic spfatelenych &isel je ko-
neény, nebo nekonedny podéet. Nejmensi dvé &fsla, kterd
jsou spfatelend, jsou 220 a 284. Vlastnimi déliteli ¢isla
220 jsou &isla 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55, 110; jejich
soudet je 284. Vlastnfmi déliteli ¢éisla 284 jsou disla
1, 2, 4, 71, 142; jejich soudet je 220.

Arabsky matematik Théabit ben Korrah (I1X. stoletf)
dokazal, Ze jsou-li éisla p =3.2»1—1,¢g=38.2—1,
r=9.2t#-1—] prvolisly (kde n je pfirozené ¢islo vétsi nez
jedna), pak 2"pg a 2% jsou spiitelend &fsla. Dosud nenf
znama dvojice spidtelenych &isel, z nichZ by jedno bylo
sudé a druhé liché, ani dvojice nesoudélnych spfatele-
nych &sel.
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PYTHAGOREJSKA CIiSLA

Z geometrie zndme Pythagorovu vétu. S ni souvisi po-
jem pythagorejské trojice ¢isel, coZ je trojice nesoudél-
nych pfirozenych é&isel [z, y, 2], pro néz plati 2% 4 y? =
= 22, to jest existuje pravouhly trojihelnik o odvésnach
délek = a y a o pfeponé délky z. Nejznaméjsi takovouto
trojici je [3, 4, 5].

Pythagorejské trojice lze ziskat tim zplsobem, Ze
zvolime dvé nesoudélna piirozens éfsla » a v, z nichZ
jedno je sudé a druhé liché, a polozime a2 = u? — v?,
y = 2uv, 2 = u? 4 2 Skuteéné vidime, Ze

22 4 y? = (u® — %)% + (2uv)® = ut — 2u%? 4
+ vt 4 du? = ut 4 2uP? 4 0t =
= (1% 4 %)% =22,

Lze dokézat, Ze kaZdou pythagorejskou trojici &isel lze
ziskat timto zpiisobem. Zkuste si sami nékteré takovéto
trojice najit.

VELKA FERMATOVA VETA

Vidéli jsme, %e existuje nekoneéné mnoho pythagorej-
skych trojic &isel. Jak to vdak vypada, kdyz misto dru-
hych mocnin bereme néjaké vyssi moeniny ?

Pierre de Fermat (1601—1665) zanechal ve své po-
zustalosti jistou Diofantovu knihu, do niZ si na okraje
strinek zapisoval své poznimky. Na jednom misté po-
znamenava, %e pro Z4dna pfirozens ¢&isla z, v, z a n, kde
n = 3, neplati rovnost

oy =2,

Dikaz tohoto tvrzeni se nezachoval a dodnes jej nikdo



jiny nenalezl. Vyslovuji se pochybnosti o tom, zda Fer-
mat vabec néjaky dikaz tohoto tvrzeni objevil; mel
prece k dispozici mnohem méné matematickych po-
znatkt a metod neZ dnedni matematikové.

Nicméné se toto tvrzenf nazyva velkou Fermatovou
vétou (na rozdil od jiné Fermatovy véty, které se iika
,mala‘ a kterd dokazina je). Spravné by se mélo mluvit
o Fermatové hypotéze neboli domnénce. Diukaz ncni
znam a nenf znadm ani Zadny piiklad, ktery by tuto hy-
potézu vyvracel.

Jak je vidét, i takova prostd véc jako piirozend &isla
skryvé jesté mnohé tajemstvf.

Ulohy

1, Starofecky matematik Diofantos z Alexandrie (0 ndmz jsme
se zmibovali v dvodu této kapitoly) si dal na svij ndhrobek
vytesat tento epitaf:

,»Poutnite! Zde odpodivé smrtelnd schrédnka Diofanta. Cisla,
jaky div, mohou vyprévét, jak dlouho Zil. Sestina jeho Zivots
bylo bezstarostné détstvi. Dvandetina uplynula, kdy% se jeho
brada pokryla chmyiim. Sedminu pak proZil v bezdétném
manZelstvi. Pak uplynulo jesté pét let, nez byl ob&fastnén
prvoim synem. Tomu vdak kruty osud dopidl jen polovinu
Zivota jako jeho otci. V hlubokém smutku prozil pak ctihodny
stafec konec _svych pozemskych dnti, kdyZ svého syna o &ty¥i
roky piezil. Rekni, poutnite, jak stér byl Diofantos, kdyZ smrt
ho odvedla k pfedkam ?¢¢

Jisté i vy zodpovite tuto otdzku.

2. Hlemyzd leze na zed vysokou deset motrii. B8hem dne po-
vyleze o t¥i metry, v noci spf a sklouzne pfi tom o dva metry.
Za jak dlouho vyleze na zed?

8. Mista A a B jsou od sebe vzddlena 180 km. Z mista A vyjede
po pifmoéaré silnici auto smérem k mistu B rychlostf 60 km/
/hod. V okamziku, kdy auto vyjede z mista A, vyleti z mista
B moucha rychlosti 120 km/hod a let{ autu naproti. Kdy%.do-
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16tne k autu, vrétf se opdt stejnou rychlost{ do mfsta B, pak
leti opét k autu a vie se opakuje tak dlouho, a% auto dojede
do mista B. Jakou celkovu drdhu vykond moucha ?

4. Méme deset pytla s mincemi. Vime, e v jednom z nich jsou
falené mince; {{)aidé z nich je o desctinu gramu lehé&i ne# pra-
vé. V ostatnich pytlich jsou mince pravé. Znédme pfesnou véhu
pravé mince a mdme k dispozici dostatednd pfesné véhy a zé-
vaii. Jak zjistime pomoc{ jediného vdZeni, v}l)(terém pytli jsou
fale$né mince ?

5. Lov seZere ovei za dvd hodiny, vlk za tfi hodiny a pes za
Sest hodin. Za jakou dobu by ji seZrali spoleénd?

6. Na pénvi so opékaji topinky. Opedenf kaZdé strany krajice
trvi tficet sokund, na pénev se vejdou dvé topinky. Za jakou
nejkratdf dobu lze opéci tii topinky ?

7. Loveci lovili zajfce, divoké kréliky a baZanty. Celkem ulovili
142 kust. Potet zajici byl Sestindsobkem poétu krdlilki. Cel-
kovy podet noh ulovené zvéfe byl 452. Kolik bylo které zvéfte ?

8. Véichni zndme slovo knihomol; oznadujeme tak &lovéka,
ktery pro samé &toni zapomfnd na v8echno ostatnf. V pivod-
nim vyznamu vSak toto slovo znaéf skuteénd jistého mola,
jehoZ housenky Zerou papir a pusobi tak 8kody na lmnibdch.
V knihovné jsou vedle sebe dva dily jisté knihy. Prvnf dil
(véetnd predsdadky) ma 575 stran, druhy 498 stran. Prokouséni
jedné strénky trvd housence knihomola jednu minutu, pro-
kousdnf desky hodinu. Housenka je v prvnim dilu knihy mezi
predni deskou a pfedsddkou. Jak dlounho ji trvé, neZ se pro-
kouse na misto mezi zadni deskou a pfedsédkou druhého dflu?

9. Koinsky potah urazil polovinu cesty bez nékladu rychlost{
12 km/hod, potom byl naloZen & dal&f polovinu cesty se pohy-
boval rychlosti 4 km/hod. Jaké byla jeho primérna rychlost ?

10, Konajf se zévody v bdhu na lyzich. Pokud zdvodnik béii
celou trat rychlost{ 10 km/hod, p¥ibdhne do cile ve 13 hodin.
Pokud béif rychlostf 16 km/hod, dobshne v 11 hodin. Jakou
rychlosti musi béZet, aby dobéhl ve 12 hodin ?

11. Toto je tak trochu detektivni hédanka. Reditel tovérny
ka?dy den jezdi autem z tovdrny na ob&d do své vily. Jeho
Sofér vyjede z vily, pitjede vidy presnd ve 12 hodin pfed to-
vérnu, feditel nastoupi a 8ofér se s nim vrétf do vily. Jednoho

53



dne viak Feditel vysel jiz pfed polednem p&tky k domovu.
Presel pies lesik a poté potkal svého Soféra, ktery pro ného jel
k tovdrnd. Sofér zastavil, Feditel nastoupil do auta a Sofér ho
odvezl do vily. Pfijeli o ptl hodiny diive nez v jiné dny.
V lesfku se vak toho dne udédla vraida, a to, jak bylo pfesnd
zjidténo, v 11.40. Mél feditel alibi?

12. Pan A, ktery je matematik, potkd na ulici svého zndmého,
pana B. Pan B mu sdéluje, Ze pravé jde kupovat dérky pro své
t¥i syny, kteki shodou okolnosti maji v8ichni v tentyZ den na-
rozeniny. Ptd se pana A, zda by dokdzal uréit jejich vék, vi-li,
%e soutin jejich v&ku je 36. ,,To mi oviem nestati,” odpovidé
pen A. Pan B tedy dodévi: ,,Soudet jejich vk je roven podtu
oken na pfedni sténé domu, ktery stoji pfed ndmi.‘ Pan A se
chvili zamysli a posléze fekne: ,,Ani to mi nestali.* Pan B tedy
joitd dodé: ,,Muj nejstarsi syn nosi bryle, které maji na levém
oku 2,56 dioptrie.* Nyni uZ pan A urél véky vSech synid pana
Bl. Vasim dkolem je uréit je také, i kdyZ neznéte onen podet
oken.

18. Doktor Watson dal jednou Sherlocku Holmesovi tuto
héddanku: ,,V zahradd si hraji jednek mé déti, jednak d&ti
mého bratra, mé sestry a mého stryce. Nejvice déti je mych,
nejméné strycovych; bratrovych déti je vice ne# sestfinych.
Viech je prili§ médlo na to, aby mohly utvofit dvé devititlenné
skupiny. Soudin podth déti jednotlivych rodin je roven &islu
mého domu. Kolik je kterych déti?*‘ Sherlock Holmes se za-
myslil a po chvili odpovédél, Ze mu tyto tudaje nestadi; po-
tfeboval by jesté védét, kolik je strycovych déti. KdyZ mu to
doktor Watson sdélil, Holmes ilohu vytesil. Po mnoha letech
se 8 touto tlohou sezndmil Holmesiv vnuk pan Hopkins.
Ten ovéem neznal &islo domu, v n&mz bydlival doktor Watson,
ani podet détf jeho stryce. Pfesto i on hidanku vytesil. Dokdze-
tetoivy?

ReKenf dloh

1. V&k, kterého se Diofantos dozZil, oznadtme z. Potom doba
détstvi je % z, doba pfed prvnim chmy¥fim na bradsd le— z

doba bezdétného manZelstvi % z. Pak ndsleduje pét let, po
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nich doba Zivota Diofantova syna, coZ je % z, nakonec jest®

&tyFi roky. Dostdvdme rovnici

+ 12 7 +5+—-+4—z

Refenfm této rovnice je x = 84.

2. Na prvnf pohled se zdé, %e stadf uvaZovat, Ze hlemy%d za den
a noc uraz{ délku jednoho metru a tedy na zed vyleze za deset
dn{. Nezapomeifime viak, %e po sedmi dnech a nocfch se do-
stane do vysky sedmi metra a osmého dne pak vyleze zbyvajici
t¥i metry a je nahote!

8. Uloha vypadé slo%it$; toho, kdo zné nekonedné fady,
nejspife napadne, Ze by mohl pouiit tdchto fad. Pfitom viak
nen{ vibec podstatné, kudy moucha létd. Podstatné je, Ze se
pohybuje stdlou rychlost{ 120 km/hod po celou dobu, kterou
potiebuje auto o rychlosti 60 km/hod k tomu, aby dojelo
z mista A do mista B. Tato dobe jsou tfi hodiny a moucha
tedy nalétd 360 km.

4. Z prvntho pytle vybereme jednu minci, z druhého dvd a tak
déle; obecnd z n-tého pytle n minci. Tyto mince zvéZ{me. Roz-
dfl véhy 55 pravych minef & véhy, kterou zjistfme, je roven
k desetindm gramu, kde & je pofadové &fslo pytle, v ndm% jsou
falené mince.

5. Se¥erou ji za hodinu; lev sefere polovinu, vlk tfetinu a pes
Sestinu.

8. Za devadesét sekund. Prvnich tficet sekund opékdme prvni
dvé topinky po jedné strand, potom prvni topinku oto&ime,
druhou topinku vyjmeme a poloZime misto ni tfetf. DalSich
tficet sekund tedy opékdme druhou stranu prvni topinky
a prvni stranu tfet{ topinky. Potom prvni topinku (hotovou)
vyjmeme & vloZime misto ni druhou. Za poslednfch tFicet
sekund pak opeleme obd tyto topinky.

7. Kdyby viechna ulovend zvér byli baZanti, bylo by pouze
284 noh. ProtoZe jich je 452, tedy o 168 vice, musi byt polovina
ze 168, tedy 84, rovna po&tu ulovend &tyinohé zvéte. ProtoZe
zajfoll je destkrét vice neZ kréliki, je podet kréalfkii sedminou
z tohoto &isla, tedy 12, a podet zajici 72. BaZantl je 58.
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8. Pouze dvé hodiny, protoZe potifebuje pouze prokousat pfed-
nf desku prvniho dilu & zadni desku druhého dflu. Jsou-li oba
dily uloZeny v knihovné tak, jak obvykle byvaji, to jest prvaf
dil nalevo od druhého, zminéné desky jsou pfimo vedle sebe.

9. Cekali bychom, %e primérné rychlost bude aritmetickym
primséremn z &fsel 12 a 4, tedy 8 km/hod. Nen{ tomu tak. Necht
celkovd drdha (v kilometrech) je s. Potah urazil jejf prvni

polovinu za —l—a_hodin. druhou polovinu za 5° hodin;

24
1 1 1 . .
colkovy ¢&as byl tedy 25 + =35 hodin. Gtvrtinu
z této doby, to jest —l-a hodin, se potah pohyboval rychlost{

24
12 km/hod, tii dtvrtiny rychlost{ 4 km/hod. Primé&rné rych-
lost je tedy (12 + 3.4)/4 = 6 km/hod.

10. Nevime zatim, v kolik hodin byl zdvod odstartovdn ani
jak dlouhd je trat. Yypoéteme si nejdifve tyto idaje. Necht
start byl v z hodin. Bé&zi-li lyZaf rychlost{ 10 km/hod, pak
probdhne trat v ¢ase 13 — x hodin; béZi-li rychlostf 15 km/hod,
pak mu zdvod trvd 11 — z hodin. Délka tratd je tedy

10(13 — z) = 15(11 — z).
Z toho vyioéteme z = 7. Start byl tedy v 7 hodin, trat je

dlouhd 60 km. Aby zdvodnik dobéhl ve 12 hodin, mus{ béZet
rychlostf 12 km/hod.

11. Necht z je doba potfebnd k cestd autem od tovérny k vile,
Obvykle tedy Feditel pfijizdi do vily ve 12 + 2 hodin, onoho

dne ptijel ve —5- + z hodin. Sofér vyjtidi vidy ve 12 — =z
hodin od vily. Osudného dne tedy Zofér potkal feditele ve
chvili, kterd je aritmetickym primérem &fsel 12—z a —2—23- +
+ z; cesta tam i zpdt mu toti% musela trvat stejnou dobu.
Tento primédr nezdvisf ne z a je to i‘:— , to je 11 hodin 45
minut. Reditel tedy alibi nemal.

12, V&d&t, Ze soudin v&kd je 36, samoziejms nestadi. Cislo 36
Ize mnoha zpisoby vyjddiit jako soudin t¥i pfirozenych &fsel;
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je to 1.1.36, 1.2.18, 1.3.12, 1.4.9, 1.6.6, 2.2.9, 2.3.6,
3.3.4. Nyni je dileZité, e panu A nestadilo zndt ani soudet
véki. Soudty pFisludnych éfsel v jednotlivyeh pfipadech jsou
totiz navzdjem razné, s vyjimkou jediné dvojice pfFipadi,
ato 2, 2, 9al, 6 6 v obou téchto pfipadech je soudet 13.
Kdyby byl polet oken jiny neZ 13, pan A by mohl u# véky
uréit. Bylo tedy 13 oken a pan A potieboval jestd daldi ddaj.
V tomto poslednim 1idaji neni oviermn podstatny poéet dioptrii,
ale to, Ze pan B uZivd vyrazu ,,mij nejstarsf syn*. V pffpadé
1, 6, 6 by dva stars{ synové byli dvoj¢ata a pan B by musel
tici ,,jeden z mych stardich synu‘. Véky jednotlivych synu
jsou tedy 2, 2, 9.

18. Necht @, b, ¢, d jsou po fadé podty d&tf doktora Watsona,
jeho bratra, sestry a stryce. Nocht N jo &fslo domu doktora
Watsona. Pak platf a > b>¢>d, a +b +¢ +d < 18,
abed = N. Samoztejms a, b, ¢, d, N jsou pFirozend &isla. Kdyby
bylod 23,bylobyc =24,b =25,a =6atedya +b +¢ +
+d =18. Tedy d =1 nebo d = 2. Nynf nastdvéd piplavd
préce vypsat véechny pfipustné &tvefice (e, b, ¢, d) a urdit
jejich soudiny. Provedeme-li to, zjistfme, %e jsou t¥i &tvefice
o stejném soudinu, a to (5, 4, 3, 2), (6, 5, 4, 1) a (8, 5, 3, 1). Libo-
volné dv® pifpustné &tvefice, z nichZ alesponn jedna nepat¥i
mezi uvedend, maji soudiny rizné. Nékterd z uvedenych
&tvetic jo tedy feSenfm; jinek by Holmes mohl tlohu vyftesit
i bez idaje o pottu strycovych détf. Kdyby bylo d = 1, nesta-
¢il by mu ani tento \idaj — maél by stéle jedtd dvé mozZnosti.
Jetedyd = 2,a =5,b = 4,0 =3, N = 120.
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