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I. KAPITOLA

TEORIE MNOZIN
A MATEMATICKA LOGIKA

Vypravén{ o riznych oborech matematiky zaéneme tim,
%e si néco fekneme o dvou jejich oborech, pro néZ se
nékdy uzivéd souhrnného nézvu zéklady matematiky.
Je to teorie mnoZin a matematicka logika.

Nézvy nékdy matou. Pod slovem zaklady si pfedsta-
vujeme obvykle to nejlehéf, co v daném oboru existuje.
Je-li nékdo odbornfkem v zdkladech matematiky, muze
to u nezasvécenych vyvolat dojem, Ze jde o zadatednika,
ktery dosud nedokéizal do matematiky hloubéji pronik-
nout. To je oviem veliky omyl. Zde slovo ziklady vy-
jadfuje néco podobného jako zaklady stavby. Postavit
zdklady domu rozhodné neni lehéf nez postavit st¥echu;
naopak je to prace, na ni% zivisi osud celé stavby.
Jsou-li zdklady postaveny spatnd, dim se ziiti a sebe-
dokonalejsf stfecha jej nezachrani. A tak i modernf
matematiku lze pfirovnat k stavbé spodivajici na zakla-
dech, jimiZ jsou pravé zminéné dvé discipliny.

Je to zcela pochopitelné. Nenf matematického oboru,
v ném# bychom se nesetkali s pojmem mnoZiny, at uZ
jde o mnoZinu éfsel, boda, funkef & &ehokoliv jiného.
A Ze se kaZzda matematickd ivaha musi ¥idit logickymi
pravidly, je také jisté kazdému jasné.

S pojmem mnoZiny jste se jiz sezndmili ve skole. Se
slovem mnoZina bylo aZ donedivna moZno se setkat
pouze v odborné matematické literatufe. Teprve v po-
sledni dobs, diky modernizaci Skolntho vyudovani mate-
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matice, proniklo i do novin a dokonce i do televiznich
her. V jedné h¥e napfiklad dédedek odmitéd prosbu svého
vnuka, aby mu pomohl s tikolem z matematiky, slovy:
y»yTomu jé nerozumim, to jsou mnoZiny. Pro nematema-
tiky se mnoZina stala straSakem; pokladajf ji za poslednf
vykiik matematiky, pro prostého 8lovéka zcela nepocho-
pitelny. Vy uZ vite, Ze to s tou nepochopitelnostf{ neni
tak zlé; zakladni pojmy jako sjednoceni a priinik vim
jisté nedélajf téZkosti. A mnoZina také neni v matema-
tice ni¢fm novym; tohoto pojmu se bézné uzivé uz mnoho
desitek let.

OvSem ona tdésnost slova mnoZina plyne hlavné
z toho, %e se v &eftiné tohoto slova pouZivéd pouze jako
matematického terminu; v bézné fedi se toto slovo
prosté nevyskytuje (nebo alespoii nevyskytovalo, dokud
ge nezadalo diskutovat o modernizaci Skolské matema-
tiky). V jinych jazycich je tomu jinak. V tenisu i jinych
sportech se i u nas uiiva slova set (i kdy% se prosazuje
tesky vyraz sada). Je to slovo anglické; v anglisting se
ho také uZivé pro soupravu néjakych pfedmétd (napfi-
klad ,,coffee set* je souprava nadobf na kavu) a jakoito
matematicky termin znadf mnoZinu. RovnéZ se u nés
dasto pouiivalo francouzského slova ensemble pro sou-
bor (pévecky, tanedni nebo divadelni); ve francouzské
matematické terminologii zase oznaduje mnozinu. Rusti-
na ma pro mnoZinu vyraz mnoZestvo; i 8 nfm’jste se jistd
getkali v hodindch rustiny, aniZ by vam to pfipomnélo
né&jakou matematiku.

Angliané, Francouzi a Rusové se tedy nemuseji désit
slova oznadujictho mnoZinu. A proéd vlastnd se u nis za-
vedlo ono tajemné slovo? Pivodnd se uzivalo terminu
mnozZstvi, coz je docela béiné slovo. Jsou s nim oviem
potize. Timto slovem jsme zvykli oznadovat nikoliv to,
co by odpovidalo matematickému termfnu mnozina, ale
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spise kvantitu nédeho, a to zejména néjaké latky (napii-
klad mluvime o mnoZstvi alkoholu v krvi). I gramaticky
je nevyhodné tim, Ze se u ného t&zko rozlisuji jednotlivé
pédy a téZzko by se od ného odvozovalo pfidavné jméno.
Existuje napiiklad mnoZinovéd topologie, ale vyraz
»mnoZstvova topologie by jisté nafim usfm neznél
pfijemné. Mame tedy mnoziny; lidé zbéhl{ v matematice
jsou na to zvykli, a ani ostatnf by se toho slova nemuseli
bét.

Ze mnotinu nelze definovat, to snad také chépete.
Definujeme-li néjaky pojem, musime v definici pouZit
jinych pojmi, které uz zndme. Nelze pouiit ,,definice
kruhem®, to jest definovat naptiklad pojem A pomocf
pojmu B, pojem B pomocf pojmu C a pojem C opét
pomoci pojmu A. Pak bychom nev&déli ani co je 4, ani
co je B, ani co je C. Do, nekone¥na také jit nemiZeme,
musfme se tedy pFi definovidni nékde zastavit a urdité
pojmy prosté ponechat nedefinované. To jsou pak tak-
zvané zékladnf pojmy — v matematice je to napfiklad
¢slo, bod, pfimka, rovina a také mnoZina. Tyto pojmy
nam prosté museji byt néjak intuitivné jasné; doufdm,
Ze pojem mnoZiny vam jasny je.

Teorie mnoZin je vybudovina axiomaticky. Existuji
dva systémy axiomi této teorie, a to systém Zermeliv-
Fraenkeliv a Bernaysiv-Gddeliv. Nebudeme je zde
popisovat; soustfedime se jen na nékterd zajimavosti
z teorie mnoZin.

Logika byla znima jiZ ve starovékém Recku; zabyval
se ji pfedevsim zndmy filozof Aristotelés. Ve stfedovéku
se aristotelovskd logika stala zdkladem takzvané scho-
lastiky, kterd pfedevaim slouZila teologii a vlastni logice
mnoho nepfinesla. Teprve v novovdku se zadalo v logice
uzfvat matematickych metod a vznikla tak matematickd
logika. Matematika s logikou tedy t&sné souvisi. Mate-

11



matika, jako vSechny ostatnf védy, uZiva logiky, na
druhé strané viak také logika uZiva matematiky. Dnes
je matematicka logika obsdhlym oborem & znaé&né ovliv-
nuje nejen teoretickou matematiku, ale i nauku o samo-
¢innych poditadich — informatiku.

Uvedme si n8které zajimavosti z teorie mnoZin a mate-
matioké logiky.

NENI NEKONECNO JAKO NEKONEGENO

Dvé mnoZiny A a B se nazyvaji ekvivalentni, jestlize
existuje vzéjemnd jednoznadné zobrazeni mnoziny 4 na
mnozinu B. Je ztejmé, Ze dvé konedné mnoZiny jsou
ekvivalentni privé tehdy, maji-li stejny podet prvka.
Mizeme si pFedstavit mnoZinu 4 jako mnoZinu muzi a B
jako mnozinu Zen v taneénim sale. JestliZe muZi vyzvou
zeny k tanci, vznikne tim uréité zobrazeni z mnoziny 4
do mnoziny B; obrazem kaZdého tanéiciho muze v tomto
zobrazeni je jeho tanedn{ partnerka. Aby toto zobrazen{
bylo skutefnd vzijemné jednoznadnym zobrazenim
mnoziny 4 na mnoZinu B, je nutné, aby vichni muzi
i vSechny Zeny tandili; samoziejmé vidy jeden muZ
8 jednou Zenou, tanec napiifklad s kostétem se nep¥i-
pousti. To je oviem mozné pravé tehdy, je-li stejny podet
muzi i Zen.

Jak je to 8 nekonednymi mnoZinami? T&8zko si dove-
deme predstavit sil 8 nekoneénd mnoha muZi a nekoneg-
né mnoha Zenami. Pokud si jej viak pfece pfedstavime,
zdilo by se nim, %e by tu nemély byt Zidné potiZe.
Je-li nekonednd mnoho Zen, neméla by Z4dnému muzi
chybét taneénice, a je-li nekoneénd mnoho muZf, ne-
méla by 24dné Zena sedét. A pfece tomu tak nemusi byt.

Necht A je mnoZina vSech pfirozenych disel; je to
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zfejm® mnozina nekoneéna. Necht B je mnoZina viech
nekonednych posloupnosti, jejichZz é&leny jsou rovny 0
nebo 1; i takovychto posloupnosti je zfejmé nekonedné
mnoho. Zobrazit vzijemnd jednoznaéné mnoZinu A4
na mnoZinu B tedy znamend sestavit nekone&nou po-
sloupnost

by, b, by, by, . . .,

jejiZ &leny jsou prvky mnoZiny B, tedy nekoneéné po-
sloupnosti nul a jednidek, a v niZ se kaZdy prvek mnoZiny
B vyskytuje priavé jednou. Takovato posloupnost
vlastné pFedstavuje posloupnost obrazi jednotlivych
ptirozenych &fsel v naSem zobrazeni.

Ptfedpoklédejme, Ze takové posloupnost existuje. Pro
ka?dé pfirozené &fslo » prvky posloupnosti b, ozna&ime
Ba1y bags Ougs bag, . .. . Mame tedy

b,: by, by, big bsey - - -
by: by, by, Dag, by, - - -
by: by, bys, Dasy Dy - - -
by: by, besy beg bugs - - -

Nyni sestrojime uréitou posloupnost ¢; jejf &leny bu-
dou ¢,, ¢y, ¢4, ¢, ... & budou definoviny tak, Ze

Cn=1—0bys

pro kazdé pfirozené &fslo n. Tedy je-li b, = 0, je ¢, = 1,
a je-li by, = 1, je ¢, = 0. Posloupnost ¢ je tedy opét
nekoneénd posloupnost z nul a jednidek; znamenéd to
c € B a tedy ¢ = b, pro néjaké pfirozené é&fslo ¢ (protoZe
pfedpoklédéame, Ze kaidy prvek z B se vyskytuje pravé
jednou mezi &leny posloupnosti by, by, by, by, . ..). Uva-
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Zujme ¢-ty &len posloupnosti ¢, tedy c,. Podle definice
posloupnosti ¢ je

Cq=1—bg.

ProtoZe viak ¢ = b,, je ¢, roven g-tému &lenu posloup-
nosti by, tedy

€ = byq-
Obs rovnosti mohou byt splnény soudasné pouze tehdy,
je-li ¢g = —;—; to viak nenf mozné, protoZe ¢, musf byt

rovno 0 nebo 1.

Vidime tedy, Ze at sestavime jakoukoliv posloupnost
prvki mnoZiny B, vidy se najde prvek mnoZiny B,
ktery ,,se do nf nevejde*. MnoZiny 4 a B jsou obé ne-
koneéné, mnozZina B je vsak jaksi ,,vice nekonednd‘
neZ mnozZina A.

Na posloupnosti z nul a jednidek jsme se omezili jen
kvili jednoduchosti. Kdybychom za mnoZinu B vzali
mnoZinu viech nekoneénych posloupnosti pfirozenych
&fsel, dosli bychom zfejmd ke stejnému vysledku.

Ekvivalence mnoZin, jak byla vyse definovdna, umoz-
niuje rozti{dit viechny mnoziny do t¥d tak, Ze dvé mno-
Ziny patii do téze t¥idy pravé tehdy, jsou-li spolu ekvi-
valentni. Kazdé této t¥ds je vzédjemnd jednoznadné pii-
fazeno takzvané kardindlni &islo. Mezi kardinalni &sla
patii viechna nezdporna celd &fsla; napfiklad &islo 5 je
takto pfifazeno tfidé vSech pétiprvkovych mnoZin.
Tyto mnoZiny jsou navzdjem ekvivalentni a nejsou
ekvivalentni se Zidnou mnoZinou jinou nez pdtiprvko-
vou. Pro nekonedné mnoZiny oviem musime zavést
takzvand nekoneénd kardindlni &isla. T¥id® ekvivalent-
nfch mno#in, kterd obsahuje mnoZinu v3ech pfirozenych
¢isel, pritazujeme kardinalni #slo N,.
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Znak N je hebrejské pismeno alef. Je to prvni pismeno
hebrejské abecedy; neznamené A, jak by se ndm mohlo
zdéat, ale pouze réz, to jest jakési ,,hm*‘, podobndé jako
bulharské tvrdé jer nebo rumunské A. Zato viak je
mezi hebrejskymi pismeny vyraznou individualitou;
jednotlivé pismena této abecedy jsou si znaéné podobna
a mohou se snadno zaménit, aviak alef se od ostatnich
rozezné snadno, o

Index nula ve vyrazu N, znadi, Ze jde o nejmensi
nekonedné kardindlnf &islo; nejmensi v tom smyslu, Ze
kaidé podmnoZina mnoZiny vSech pfirozenych &isel bud
je ekvivalentni s touto mnoZinou (¥kime, e mé mo-
hutnost ¥,), nebo je koneéna. Mnozindm mohutnosti N,
Fikime také spodetné mnoZiny. Souvisi to s tim, co
jsme si Fikali o uspofddéani prvka takovychto mnozin do
posloupnosti.

UkéZeme si, Ze i mnoZina viech kladnych racionalnich
disel je spoletna. Provedeme to tak, %e si sestrojime
posloupnost obsahujici viechna tato &fsla.

KaZdé kladné racionilnf &slo Ize vyjadiit jako podil
dvou pfirozenych ¢&isel, tedy jako zlomek a/b, kde a & b
jsou pfirozena éfisla. PoZadujeme-li navic, aby a a b
byla nesoudélna &isla, tedy aby zlomek a/b nebylo
moino kratit (v tom pifpadd fikdme, %e a/b je zlomek
v zékladnim tvaru), je toto vyjddfeni jednoznaéné.
Vyskou zlomku a/b budeme nazyvat &fslo a + b.

Nejmensf moZna vyska zlomku s kladnym é&itatelem

i jmenovatelem je 2 a mé ji pouze zlomek—;-, coz je
¢islo 1. Tedy toto é&fslo bude prvnim &lenem nasf posloup-
nosti. Vydku 3 majf slomky -8 ; ty tedy budou
druhym a tfetim &lenem posloupnosti. Vysku 4 majf
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zlomky % a % [zlomek —2— nenf v zikladnim tvaru];

bude to ¢tvrty a paty &len posloupnosti. Dile budou

1 2 3 4 "

1 5 4 ’ 3 ’ 2 H 1 1 PO om
zlomky vysky 6, tedy =1 zlomky vysky 7, to jest

1 2 3 4 5 6 " .

5 3 e 1 a tak dale. Vidime, Ze takto postup-
né zafadime do posloupnosti viechna kladné raciondlnf
¢isla. MnoZina vSech kladnych raciondlnich &isel je tedy
spotetnd. Snadno bychom také dokézali, Ze i mnoZina
véech racionédlnich é&isel je spodetnd; staéi nasi posloup-
nost upravit tak, Ze pfed prvni ¢len dime nulu a za kazdy
dlen dame ¢&islo k ndmu opaéné.

Jak je to viak s mnoZinou viech redlnych &fsel ? Vime,
Ze redlné ¢&fslo miZe mit nekoneény desetinny rozvoj;
pak mu je tedy p¥ifazena jistd nekoneéna posloupnost
éislic. Z toho potom plyne, Ze mnozina realnych éisel je
ekvivalentnf mnoZind B, o nf% jsme mluvili na zaditku
tohoto paragrafu. (Dukaz je oviem trochu sloZitdjsf.)
Tato mnoZina mé tedy jinou mohutnost nez N,; ¥ké se
ji mohutnost kontinua. Rovné% mnozZina viech iracio-
nélnich é&isel mé tuto mohutnost. Dalo by se tedy ¥ei,
Ze iraciondlnich &sel je ,,vice* neZ &fsel raciondlnich.

Existuje néjakd nekonednd podmnoZina mnofiny
realnych é&isel, kter4d by nebyla ani spoéetnd, ani by
neméla mohutnost kontinua? Takzvané Cantorova
hypotéza kontinua ¥k4, Ze ne. Je to oviem pouze hypo-
téza &ili domnénka; zatim nebyla dokizéna. AvSak
K. Godel dokazal, %e ji nelze vyvritit pouze pomocf
axiomi teorie mnoZin, a P. Cohen™a™ teskoslovensky
matematik P, Vopénka (vzijemné nezdvisle) dokazali, Ze
ji pouze pomoci t&chto axiom nelze dokézat.

nasledovat zlomky vysky 5, to jest
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POTENCNI MNOZINA

Je-li déna mnozina J, pak mnozinu viech jejich pod-
mnozin oznadime P(M) a nazveme ji potendni mnoZinou
mnozZiny M. Je-li M koneéna a ma-li n prvki, pak P(M)
ma 2# prvki, coZ je vice ne% n, tedy mnoZina P(M) nenf
ekvivalentnf mnozind M. Plati to viak i pro nekoneéné
mnoziny.

Necht M je libovoln4 mnoZina a pfedpoklidejme, Ze
jeji potenéni mnozina je s nf ekvivalentni. Znamena to,
Ze existuje vzédjemnd jednoznadné zobrazeni ¢ mnoZiny
M na mnoiinu P(M). Kazdému prvku ze M je tedy
vzijemnd jednoznadnd piifazena néjakd podmnoiina
¢(x) mnoZiny M. PonévadZ ¢(x) je podmnoZina mnoZiny
M, miZeme se ptit, zda x € p(x) nebo = ¢ p(x).Oznatme
N mnozinu viech prvka zeM takovych, %e z¢ ¢(x).
MnoZina N je podmnozinou mnoZiny M a musi byt tedy
obrazem nékterého prvku yeM v zobrazeni ¢, tedy
N = ¢(y) pro néjaké y € M. Zkoumejme nyni, zda y pati{
¢i nepatif do N. Je-li y € NV,znamena to, Ze y ¢ ¢(y); pro-
toze viak N = ¢(y), dostdvdme spor. Je-i véak y ¢ N,
pak y ¢ ¢(y) a tedy by mélo byt y e N. Z toho plyne, Ze
Zddané zobrazeni ¢ nemuize existovat a mnoZina P(M)
mé tedy jinou mohutnost neZ mnoZina M.

Kardindln{ ¢isla obecné zapisujeme malymi pismeny
staré némecké abecedy (Svabachu). Jsou-li a a b dvé
kardindlni é&fsla, pak piSeme a < b préavé tehdy, existu-
je-li mnoZina mohutnosti b, kterd obsahuje jako pod-
mnoZinu néjakou mnoZinu mohutnosti a. Je-li a < b
a a # b, pak piSeme a < b a #ikdme, Ze a je mensi nez b,
popiipadé, Ze b je vétsi neZ a.

Potendni mnoZina P(M) obsahuje jako podmnoZinu
mnoZinu vSech jednoprvkovych podmnoZin mnoZiny M;
tato mnoZina je ziejmé ekvivalentni 8 M a tedy mohut-
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nost mnoZiny P(M) je v tomto smyslu vétsi neZ mohut-
nost mnoZiny M. Ke kazdé mnozind lze tedy sestrojit
mnoZinu vétsf mohutnosti, tedy neexistuje Z4dné nej-
vétsi kardindlnf &fslo a kardindlnich é&sel (i téch neko-
neényoh) je nekoneénd mnoho.

PARADOX KRETANA

Ve starovékém Recku méli obyvatelé ostrova Kréty
povést lhéfa. Vznikl tehdy logicky problém: Krétan
Epimenidés prohlasil, Ze vsichni Kréfané jsou lhaFi.
Co z toho mame vyvozovat? Je-li to pravda, pak je
lhafem i Epimenidés a jeho vyrok je 1Z1.

Zde ovSem miZeme pfipustit i to, Ze Epimenidovo
tvrzeni je leZ; existuji Kréfané, kteif nelZou, aviak
Epimenidés mezi né nepatii. MiZeme viak vyslovit
piesndjsi formulaci tohoto paradoxu: V obci je holig,
ktery holi vSechny muZe z obce, ktefi se sami neholi,
a kromé nich uZ neholf nikoho jiného. Je nyni otdzka, zda
se tento holi¢ sdm holi & nikoliv. JestliZe se sam holf, pak
tedy nepatfi mezi muZe z obce, ktefi se sami neholi,
z ¢ehoZ by plynulo, Ze se neholi, JestliZe se sim nehol,
je jednim z muZt z obce, ktefi se sami neholi, a tedy se
holf.

Podobné ve slavném Cervantesové roménu ,,Dimysl-
ny ryti¥ don Quijote de la Mancha* si miZeme pfedist
pribéh, ktery je dalsf formulaci tohoto paradoxu. Pfes
Feku vede most a u ného stojf Sibenice. KaZdy pocestny,
ktery pfechazi most, musf pod pifsahou sdélit, co chce
na druhé strand délat. Zjisti-li se, Ze lhal, je povéSen
na zmfinéné Sibenici. Jeden pocestny prohlasil, Ze se jde
dat obésit na oné Sibenici. Tedy nebude-li obésen, lhal
a mél by byt obélen. Bude-li ob&en, mluvil pravdu
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a nemél by byt obésen. (Bylo by asi vhodné jesté dodat,
Ze Sibenice slouzila vyluéné k véseni ,,mostnich lhafi‘;
jinak by totiZ pocestny mohl byt obésen za néco jiného.)

Piejdéme nyni k ryze matematické variantd tohoto
paradoxu. Prvkem mnoZiny miZe byt cokoliv, tedy
1 mnoZina. Je tedy také moZné, aby néktera mnoZina
byla svym vlastnim prvkem. Necht tedy M je mnoZina
vSech mnozin, které neobsahuji sebe samu jako prvek.
Jestlize nynf M € M, pak M obsahuje sebe samu jako
prvek, a tedy M ¢ M. Jestlize M ¢ M, pak M neobsahuje
sebe samu jako prvek a musi byt M €. (Trochu_to
pfipomind Gvahu z predeslého paragrafu.)

Znamens to tedy, Ze celd teorie mnozin je postavena
na hlavu ? Nikoliv; axiomatika této teorie je vybudovéina
tak, Ze se vyrovnava i s timto paradoxem. Pfedeviim
ne kazdy soubor néjakych objekti se nazyva mnoZinou.
Napiiklad nemluvime o mnoZiné vsech mnoZin, ale
o t¥{d8 viech mnoZin. T¥da je obecndjsi pojem nez mno-
Zina; ka?d4 mnoZina je tiidou, ale ne kaZdd ti{da je
mnozinou. Nebudeme zde pfesné popisovat, kdy mluvi-
me o0 mnoziné a kdy pouze o tiidé. Stadi jen uvést, Ze
mnoziné lze pfitadit jeji mohutnost, zatimco napfiklad
u t¥{dy vSech mnoZin to nelze; nemizeme pfece védét,
jaké vSemoZné mnoZiny je mozZno zavést. (Néco jiného
je napfiklad mnoZina vSech podmnoZin dané mnoziny.)
RovnéZ tedy nemluvime o mnoZiné viech mnozin, které
nejsou prvkem sebe samé. Podrobnéjsi vysvétlovani této
problematiky by piekroéilo ramec této popularné nauéné
publikace.

Zminfme se jen jestd o podobném paradoxu, ktery lze
zafadit do matematické logiky. Je jisté moZné néktera
piirozend &isla jednoznadéné vyjad¥it vyrazem v Gestiné,
ktery obsahuje méné neZ tticet slov. Napiiklad é&islo 2
lze vyjadfit jako ,,dvé* nebo ,,jediné sudé prvoéislo®.
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Ceskych slov je koneéné mnoho, tedy Seskych vyrazii
o méné nez triceti slovech je také konedény podet. Ptiro-
zenych &isel je nekoneéné mnoho, tedy urdité existuji
plirozend ¢&isla, ktera nelze poZadovanym zpisobem
vyjadfit. Kazda neprdzdna podmnoZina mnoZiny véech
plirozenych ¢&isel obsahuje éislo, které je nejmensim
slem z této mnoziny. (Rikéme, Yo mnoina viech pfi-
rozenych &isel je dobfe uspofadans; napfiklad mnoZina
véech kladnych racionéalnich é&isel tuto vlastnost nema.)
Existuje tedy nejmensi pfirozené ¢&fslo, které nelze
jednoznaéné vyjadiit vyrazem v &eStiné o ménd nez
tficeti slovech; toto &islo je pravé jedno.

A ted se podivejme na vyraz ,nejmensf pfirozené
dfslo, které nelze jednoznadéné vyjadfit vyrazem v &estiné
o ménd neZ tficeti slovech®. Je to vyraz v destind, ktery
obsahuje ménd nez tficet slov. Jak je to tedy s nasim
dislem ? D4 se vyjadiit poZadovanym zplisobem nebo
neda?

Logika se vyrovnava s timto paradoxem tim, Ze mluv{
o jazyku a o metajazyku. Vyjadiujeme-li zde néjaka
pfirozend ¢&sla slovnimi vyrazy, mluvime jazykem;
vypovidame-li néco o tomto vyjadfovani, mluvime
metajazykem. Nenechme se mylit tim, Ze v obou pfipa-
dech pouZivime &estiny; z hlediska logiky jde o dva riz-
né jazyky. Néco podobného jsou véty ,,Praha je hlavni
mésto Ceskoslovenska*“ a ,,Praha je podstatné jméno
rodu Zenského*. Poka?dé mluvime o nédem jiném;
poprvé o méstd Praze, podruhé o slové ,,Praha‘’, pfidemz
o slové ,,Praha® mluvime metajazykem, do néhoZ toto
slovo nepatii.
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KRAVICKY, KENTAURI A JEDNOROZCI

Ditd vychované modernizovanou matematikou jede
s matkou vlakem. Néhle se podiva z okna a vykfikne:
»Mami, tamhle je mno#ina kravidek! Matka vyhlédne
z okna a opadi: ,,Vidyt tam Z4ddné kravitky nejsou!
Dité se nedd zmast: ,,Ale ano, je tam prézdnd mnoZina
kravidek!*

Tato anekdota v nds vzbudi jisté dvahy o podivu-
hodnych vlastnostech prazdné mnoZiny. Vidime, %e to
miZe byt zrovna tak mnoZina kravitek jako mnoZina
dehokoliv jiného. A zde se setkdvame s dal§fm logickym
paradoxem.

V logice se mluvi o obsahu a rozsahu pojmu. Obsah
pojmu je souhrn jeho vlastnosti, jeho rozsah je souhrn
viech exemplati tohoto pojmu. Rikd se, e dva pojmy
maji stejny obsah pravé tehdy, maji-li stejny rozsah; pak
jde vlastné o tentyZ pojem.

Kentaury zndme z Fecké mytologie. Byly to zvlastni
bytosti, naptl lidé a napil kond. Byli to tvorové divocf
a necivilizovan{, byly vSak mezi nimi i takové vyjimky
jako vzdélany a moudry Kentaur Cheirén, uditel Hérak-
liv, kterého Héraklés nesfastnym omylem stielil sipem
namodenym do jedovaté krve Hydry lernejské. Jinou
bijnou bytostf je jednoroZec, kterého miZeme vidét jako
§titonode ve znaku Velké Britanie; tvor podobny koni,
ale 8 jednfm rovnym rohem uprostfed &ela.

Vezmdme si nyni pojmy ,,Kentaur a ,,jednoroZec.
Jejich obsah, tedy souhrn vlastnosti, jisté nenf tentyz;
Kentaufi piece nemséli Z4dny roh. Pfitom v8ak oba pojmy
maji stejny rozsah — prizdnou mnoZinu. Neexistujf
pfece ani Kentaufi, ani jednoroZci. Jak to viak potom
je? Je Kentaur a jednoroZec totéz ?

Tento paradox Ize vysvétlit tim, Ze pojem nemusf vidy
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vyjadfovat néjaky existujici objekt. Kdyby tomu tak
bylo, byla by nase kultura ochuzena o bajeslovi a vlastné
i 0 znadnou ¢4st krisné literatury. Vidyt t¥eba Capkovi
mloci nebo tovirna na absolutno jsou pojmy znimé
tisfcim &tendit a pFitom ve skutednosti neexistuji. Spise
neZ skutednou véc vyjadfuje pojem predstavu lidi o této
véci a miZe vyjadFit i pfedstavy o vécech neexistujicich.
Tvrzenf, Ze pojmy maiji stejny obsah pravé tehdy, maji-li
stejny rozsah, neni tedy pravdivé.

PARADOX HOLOHLAVEHO

V matematice se pouZivé principu matematické indukee,
ktery jisté znite. Mdme-li dokizat, Ze néjaké tvrzeni
plati pro vSechna ptirozend ¢&isla, stadf, kdyZz dokéZeme,
Ze plati pro &slo 1 a %e z pfedpokladu, Ze tvrzeni plati
pro &islo n, plyne, Ze plati i pro &éfslo n - 1.

JestliZe ngjaky &lovék neni holohlavy a vytrhneme-li
mu jeden vlas, nestane se tfm holohlavym. Pfedpokla-
ddme-li, Ze pro n&jaké ptirozené &islo n plati, Ze po vy-
trZenf # vlasi se takovy ¢lov8k nestane holohlavym, pak
tedy muZeme tvrdit, Zze se jim nestane ani po vytrZenf
daléfho vlasu, tedy vytrhneme-li mu ocelkem » + 1 vlasii.
Podle principu matematické indukee tedy &¢lovék, ktery
nenf holohlavy, se jim nestane ani po vytrZenf libovol-
ného poétu vlasi.

Vysledek to je jistd absurdni. Kde je chyba? V prin-
cipu matematické indukece jisté ne. Je tedy ve vychozim
pfedpokladu. Nelze tvrdit, %e &lovék, ktery neni holo-
hlavy, se po vytrZenf jednoho vlasu nestane holohlavym.

Ted se budete asi divit, jak je to moZné. Jde viak
o to, e ka?dy pojem, s nimZ v matematice pracujeme
(kromé zédkladnich pojmi, o nich% jsme u% mluyvili), musf
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byt ptesnd definovdn. Chceme-li vyslovovat néjaks
matematick4 tvrzeni o holohlavém é&lovéku, musfme si
tento pojem definovat. Definujeme-li holohlavého jako
tlovéka, ktery nema vibec 2idné vlasy, pak lovék s jedi-
nym vlasem neni holohlavy, ale po vytrienf jednoho
vlasu se jim stane. Definujeme-li holohlavého t¥eba jako
¢lovéka, ktery ma nejvyse sto vlasl, pak &lovék, ktery
mé 101 vlasd, nenf holohlavy a stane se jim po vytrZeni
jednoho vlasu.

Ulohy

1, Algebraické &islo je takové dfslo, které je kofenem ndkteré
algebraické rovnice s celodfselnymi koeficienty, to jest rovnice

azr +axrl + ... + 8,37 +6,=0,

kde n je ndjaké pFirozené &fslo a koeficienty a,, a6, . .., @ jsou
celd &isla. Pati{ mezi nd viechna racionéln{ &isla. Ka%dé racio-
nélof &fslo Ize psét ve tvaru zlomku a/b, kde o & b jsou celd
éfsla, tedy takové &fslo je kofenem linedrni algebraické rov-
nioce

bz —a = 0.

Mezi algebraickd &isla viak patif i ndkterd &sla iraciondlnf;
napifklad V2 je &fslo iraciondln{ a pfitom je to kofen rovnice

z'— 2 =0.

Oviem existujf i redlnd &fsla, kterd nejsou algebraickd; f{kdme
jim transcendentn{. Pati{ mezi nd napffklad Ludolfovo &fslo =
a Eulerovo é&islo e (zédklad pfirozenych logaritmi).

Jak je to s mnozinou viech redlnych algebraickych &fsel ?

Je spodetnéd, &i nikoliv?

2. Kdesi v Orient$ jo Mé&sto Mudrci. Sviij ndzev md od toho,
%e jeho obyvatelé vddi vBechno na svétd kromsd jediné véci:
nikdo z nich nevi, zda jeho manzelka je vérné (o cizfch manZel-
kéch to vi). Jednoho dne vydal sultén ferman, v ném% oznamo-
val, %e se v Mésté Mudred vyskytuje Zenskd nevéra, & nafizo-
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val, aby kaZdy muZ z tohoto mésta, jakmile u své Zeny zjist{
nevéru, ji jesté téhoZz dne zabil. Tricdtého dne po vydéni
fermanu vsichni manZelé nevérnych Zen své manZelky zabili.
Kolik bylo nevérnych manZelek ?

8. Na ostrovd %ijf dva domorodé kmeny: Poctivei a Lhéfi.
Poctivei vidy mluvi pravdu, Lhéfi vidy lZou. Cestovatel se
zeptal jednoho domorodce, ke kterému kmeni patfi. Kdy%
domorodec odpovédél, cestovatel ho pfijal za privodce. Cestou
potkali daldiho domorodce. Cestovatel poslal pravodce, aby
se ho zeptal, kdo je. Priivodce tak udinil a potom cestovateli
8délil, Ze druhy domorodec tvrdil, Ze je Poctivec. Byl privodce
Pootivec, nebo Lhéf ?

4, Vézeth jo v cele, kterd md dva vychody. Oba jsou st¥eZeny
2aldinfky, z nichZ jeden vidy mluvf pravdu, druhy vidy lZe.
Jeden z vychodi vede na svobodu, druhy na popravité.
Panovntk dal v&zni milost, ale pouze pod podminkou, %e
vézehh vyjde z vézenf sprdvnym vy¥chodem; vyjde-li vycho-
dem, ktery vede na popravists, bude popraven. Pfitom smf
jednomu ze Zaldinfku poloZit jedinou otézku. Jakou otdzku
mﬁ, kdy% nevi, ktery ze Zaldfnfkh je pravdomluvny a ktery
?

5. Krdl mél t¥i dcery: Anezku, Bertu a Cecflii. Anezka mluvila
vZdy pravdu, Berta vidy lhala a Cecilie nékdy mluvila pravdu,
nékdy lhala. Ke dvoru ptijel ocizf princ a %Z4dal krdle o ruku
Anezky. Krél ho zavedl do komnaty, kde viechny tii dcery
seddly vedle sebe. Slibil, Ze mu Anezku dd, pokud pozné, které
z nich to je. Pfitom smi kaZdé poloZit jedinou otdzku. Princ
se kaZdé z princezen zeptal, jek se jmenuje ta, kterd sedi
uprostfed. Princezna sedici vlevo odpovédéla, Ze Anezka,
princezna sedici uprostfed fekla, Ze Berta, princezna sedfc{
vpravo odvétila, Ze Cecflie. Na zdkladd téchto odpovédi princ
Anezlku poznal a byla slavnd svatba. Jak princ uvaZoval ?

6. Odsouzenec k smrti 24dal krdle o milost. Krdl odpovadél, Ze
o milosti rozhodne los. Odsouzenec dostane sddek, v némz bu.-
dou dvé kulitky: bild a ternd. Vytdhne-li bflou kulitku, bude
volny, vytdhne-li ernou, bude popraven. Hodny Zaldinfk
viak vézni prozradil, Ze se ho krél chysté podvést: v sddku
budou obé kulitky &erné. Presto viak odsouzenec dosdhl toho,
Ze byl omilostnén. Jak to udélal ?

7. P&t rybdii se vydalo spolu na lov; jmenovali se Kapr, Mif
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nek, Vokoun, Cejn a Stika. Ka¥dy z nich ulovil jednu rybu;
tyto ryby byly ndhodou zase kapr, miinek, okoun, cejn a Stika.
Nikdo véak nechytil tu rybu, jeji% jméno nesl. Pan Cejn ne-
chytil &tiku a pan Stike nechytil cejna. Stiku ulovil jmenovee
ryby, kterou chytil pan Vokoun; nebyl to kapr. Jakou rybu
ulovil pan Kapr?

Ulohdm tohoto typu se i{kd zebry. Tento nizev pochézi
od jedné klasické tdlohy, kterd je vsak sloZit®jsi neZ iuloha
o panu Kaprovi. Vystupuj{ v ni p#isluSnici riznych nérodi,
z nichZ ka%dy chové néjaké zvife a mé sviij oblibeny népoj.
TUloha je komplikovdna tfm, %e vdichni bydl{ v jedné ulici
a jsou o nékterych uvedeny idaje, zda bydli nalevo & napravo
od sebe. Ulchou je zjistit, kdo chové zebru. Piesné zn¥nf
dlohy si autor této knizky bohuZel nepamatuje.

8. N&které pfedmsty majici vlastnost X majf také vlastnost Y.
Ke kaidému pfedmétu majicimu vlastnost X existuje pfed-
mét, ktery nemd ani vlastnost Y ani vlastnost Z. DokaZte,
b2} exizstujl’ predméty, které nemajf ani vlastnost X, ani vlast-
nost Z.

9. Ve 8kole jsou tii zédjmové krouiky: ohemicky, Sachovy
a pévecky. Kazdy %4k ve tfidé chodi do nékterého z nich.
Do chemického chodf destndct Zdkl, do Sachového sedmndct,
do p&veckého étrndet Zdki. Osm Zdkh chodi soudasnd do
chemického i Sachového krouzku, Sest do chemického i pévec-
kého, &tyfi do sSachového i péveckého. TFi Zdci navitdvuji
viechny tii krouzky. Kolik je zdkd ve té{ds?

ReSeni dloh

1. MnoZina viech redlnych algebraickych &isel je spoletnd.
DokdZeme to podobné jako u mnoZiny viech racionélnich &isel.
Ke kazdému algebraickému é&fslu a najdeme algebraickou rov-
nioi g(a), jejimZ kofenem je &slo a. Vyskou rovnice g(a) pak
budeme nazyvat soudet absolutnich hodnot jejich koeficientii;
tedy je-li g(a) rovnice
G® + a4+ ... +ap @ +a, =0,

bude vyska v(a) rovnice g(a) rovna

via) = lay] + |ay] + ... + |an|.
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Kazdd algebraickd rovnice md koneénou vysku a konelny
podet kofeni. Vezmeme tedy nejprve nejmensi &islo, které je
vydkou nékteré rovnice g(a) pro nékteré &islo a, a vypfleme
roalné kofeny viech rovnic g(a), které maji tuto vysku; bude
jich konelny potet. Pak vezmeme druhou nejmensi vysku
a provedeme totéZ. Takto postupujeme, aZ vyterpame viechny
vysky. Dostaneme nekoneénou posloupnost, kterd bude obsa-
hovat vSechna redlnd algebraickd &isla. N8kterd se v ni mohou
opakovat, avSak vhodnym vySkrtdvénim &lent dostaneme
posloupnost, v nf¥ se ka?dé redlné algebraické é&islo bude
vyskytovat prévé jednou. Tim je dokdzdno, Ze mnoZina viech
redlnych algebraickych &isel je spotetnd. (Konedné byt ne-
muZe, protoze obsahuje jako podmnoZinu mnoZinu vscch ra-
ciondlnich &fsel.)

2, Uloha se fedf matematickou indukef. DokéZeme tvrzeni:
Je-li podet nevdrnych Zen v M&sté Mudreti roven n, pak budou
zabity n-tého dne. Je-li n = 1, pak manZel nevérné Zeny vi, %e
viechny Zeny ostatnich muu jsou vérné. ProtoZe se vBak ze
sultdnova fermanu dovédél, %e existuje alespon jedna nevérné
Zena, poznd, %e to mus{ byt ta jeho, a zabije ji hned prvanfho
dne. Pfedpoklddejme nyni, %e tvrzen{ plati pro n = k, kde &
je né&jaké piirozené éislo. Necht podet nevérnych %en je & + 1.
ManZel kazdé z nich vi o k nevérnych %endch ostatnich muZa.
Kdy? tedy uplyne k dnf, uveZuje takto: Dejme tormu, Ze moje
Zena je vérnd. Pak existuje pouze k nevérnych Zen. Tedy
podle indukénfho pfedpokladu by mély byt zabity uZ véera.
ProtoZe se tak nestalo, je nevérnych Zon nikoliv k, ale & + 1
a patti k nim i moje Zena. Nato ji zabije, coz mélo byt dokédzé-
no. Z tohoto tvrzoni plyne, Ze nevérnych Zen bylo tficet.

8. Je-li druhy domorodec Poctivec, odpovi na priivodcovu
otdzku pravdivé, Ze je Poctivec. Je-li Lhdt, zalZe, Ze je Pocti-
vec. Toto je tedy jedind moZné odpovéd na privodcovu otdz-
ku. Privodce ji pravdive reprodukoval, je tedy Poctivee.

4. Vézen ukdZe na néktery vychod a zeptd se jednoho ze Zalé¥-
niki: ,,Jak by odpovédél druhy Zaldfnik, kdybych se ho zeptal,
zda tento vychod vede na svobodu?‘* Predpoklddejme, Ze
vychod vede nasvobodu. JestliZe dotdzany Zaldfnik je pravdo-
mluvny, pak druhy je lhéf a odpovédél by, Ze ne. Pravdo-
mluvny reprodukuje sprdvné tuto odpovéd a fekne ne. JestliZe
dotazovany je thér, pak druhy je pravdomluvny a odpovédél
by ano; dotazovany lZivé tuto odpovéd reprodukuje jako ne.



V obou pifpadech z odpovédi ne vézel pozné, e vychod vede
na svobodu. Analogicky z odpovédi ano by usoudil, Ze vychod
vede na popravistd.

5. Nejprve prine zjistil, kterd princezna sedi uprostfed. Sama
o sobé tvrdila, Ze je Berta. Nebyla to AneZka, protoZe ta by
nemohla lhédt, %o je Berta. Nebyla to Berta, protoe ta by
nefekla pravdivé, Ze je Berta. Byla to tedy Cecilie. Princezna
sedici vpravo tuto princeznu oznadila pravdivé jako Cecilii,
je tedy AneZka.

6. Odsouzenec vytdhl jednu kuli¢ku, nikomu ji neukdzal
a jakoby nedopatfenim ji spolkl. Pak vyzval krdle, aby se po-
dival, kterd kulitka v sétku zbyla. Byla to ov8em dernd ku-
li¢ka. Kral nemohl pfiznat sviij podvod, proto musel pfipustit,
%e odsouzenec vytéhl bilou kulidku.

7. Sestavime si takovouto tabulku:

|k[M[o]c]&

mlal<lg|x
|

Rédky znadf rybéie, sloupce ryby. Znaménka minus zna&i p¥H-
pady, které jsou vyslovné vyloudené. Zbyvé tdaj o tom, e
gtiku ulovil ymenovec ryby, kterou chytil pan Vokoun, a %e
tato ryba nebyla kapr. Stiku tedy neulovil pan Kapr a mi-
%eme si do piisluiného politka napsat dal$f minus. Neulovil ji
ani pan_Vokoun; nemohl byt jmenovcem ryby, kterou sém
chytil. Stiku tedy chytil pan Miinek. Cejna mohl ulovit uZ
jen pan Kapr nebo pan Vokoun. Kdyby ho chytil pan Vokoun,
pak by pan Cejn chytil Stiku, coZ neni mo#né. Tedy cejna chy-
til pan Kapr. Vyslednd tabulke pak vypadd takto:
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Nevime, jaké ryby chytili pdnové Cejn a Stika; v obou piipa-
dech to mohl byt kapr nebo okoun. Na to se viak iloha nepté.

8. Necht M je mnoZina pfedméti, které maji vlastnost X,
a nechf N je mnoZina pfedmdtd, které nemaji ani vlastnost ¥,
ani vlastnost Z. Necht m je podet prvkd mnoziny M a n polet
prvka mnoZiny N. Z textu je patrné, fe n = m. Pokud n > m,
nemuZe byt N C M. Pokud n = m, pak miZe byt NC M
prévé tehdy, je-li N = M. To viak neni moZné, protoZe
existuji pfedméty, které maji viastnost X i Y, tedy pat¥i do
M a.nepatii do N. Tedy pfipad N C M je vylouden. Existuje
tedy alespon jeden pfedmét, ktery patii do N a nepatii do M,
tudiZ nemd %4dnou z vlastnosti X, Y, Z.

9. Selterne nejprve podty Zdkiu ochodicich do jednotlivych
krouwrkii; dostaneme 16 4 17 + 14 = 47. Pfi tomto s&ftdni
jsme poéitali dvakrdt Zdky, ktefi chodi do dvou krouzkdy,
a tiikrét Zdky, kteff chodi do t# krouzkd. Odedteme tedy sou-
det potta Zdki, ktefi chodi do jednotlivych dvojic krouzka;
dostaneme 47 — (8 + 6 4 4) = 29. Zdéky, kte¥{ chodi do
viech t¥f krouzkd, jsme nyni poditali opét tiikrét, tedy musi-
me jedtd pfidist jejich potet & dostaneme 29 + 3 = 32.

Pouzili jsme takzvaného principu inkluze a exkluze. Podle
ného miZeme popsanym stiidavym s&ftdnim a od&ftdnim
postupovat v pfipadd libovolného po&tu krouzki, pokud pro
kaZdou vlestni podmnoZinu mnoZiny krouZkd vime, kolik
Z6ki navitdvuje viechny krouZky z této podmnoZiny.

Ulohu mifeme také fedit pomoci takzvaného Vennova dia-
gramu (obr. I.1). Nakreslime si tfi kruhy, které majf neprézdny

’
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prinik; kaZdy z nich zndzorfiuje mnozZinu v3ech Z4kt navats-
vujicich jeden krouzek (oznadeni CH, S, P). Do priuniku viech
ti{ kruht napiSeme &islo 3, to jest podet prvki praniku vsech
tfi mnozin. Do &asti roviny, kterd je spoleéné kruhim CH
a S, ale nepatii do P,napiSeme 5; je to rozdil poétu Zdkt, kteti
chodi do obou zminénych krouzki, a podtu Zéka, kteff navité-

Obr. 1.1

vuji vBechny tii krouzky. Analogicky pak napfSeme ¢&isla 3 a 1.
Od pottu #dka z chemického krouzku (co# je 16) odedteme
soudet viech &isel, kterd jsou napséana v kruhu CH; dostaneme
& a zapiSeme toto &fslo do té ¢dsti kruhu CH, kterd nepatii
ostatnfm kruhtim. Analogicky do § zapiSeme 8 a do P zapi-
#eme 7. Soudet viech &fsel zapsanych do obrdzku je podet Zdkl
ve tfidé,
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