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5, kapitola

POSLOUPNOSTI A RADY FUNKCI

5.1. POSLOUPNOST FUNKCI

JiZ v ivodu jsme poznamenali, Ze matematici nezkou-
maji jen posloupnosti &isel, ale i jinych objektd, jako
mnozin, funkef apod. Viimnéme si nyni aspoii struéné
pojmu ,,posloupnost funkei‘,

Vratme se k nasi dobfe znamé geometrické posloup-
nosti: Jeji obecny (n-ty) élen je ¢* (popt. agq®, kde a je
¢islo; zlistaneme vSak u jednodussiho pfipadu). Kvocient
g je pevné é&islo. Raznou volbou kvocientu dostivame
rizné geometrické posloupnosti. JestliZze naopak budeme
na okamZik povaZovat n za pevné piirozené ¢&islo, pak
kaZdé zvolené hodnoté kvocientu ¢ je pfitazeno &islo g
Mizeme tedy povaZovat q za (nezavisle) proménnou.
Oznadime-li ji z, jak je obvyklé, mame pro kazdé pfi-
rozené n funkeci nabyvajic{ v ¢isle x hodnoty 2. Oznaéme
tuto funkeci f,, abychom zduraznili pfitomnost para-
metru n. Pak f,(x) = z". ProtoZe kazdému pfirozenému
¢islu n je piifazena praveé jedna funkce, jde o zobrazeni
mnoZiny piirozenych ¢&isel do mnoziny vsech funkei
redlné proménné. Je tedy prirozené vyslovit definici:

Definice 10. Zobrazeni mnoziny pfirozenych é&isel do
mnoZiny vSech (redlnych) funkeci reilné proménné se
nazyva posloupnost funket.
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Posloupnosti funkef budeme zapisovat podobné jako
posloupnosti &isel, napt. {f,};>,, kde f,,(x) x*; &asto
budeme psat strudnd (a ne zcela presné) {:z:"},,,=1 apod.
Je vhodné udinit jistou dohodu o definiénim oboru
funkei f,. ProtoZe nechceme zkoumat vlastnosti jed-
notlivych funkef (p¥i pevném #), ale posloupnosti funkei
jako celku, je rozumné se omezit na ten pitipad, kdy
viechny funkee f,, n =1, 2, ..., maji tentyZ definiéni
obor.

Priklad 40. Necht funkee g¢,, n €N, pfifazuje redlnému
i o Pak jejim defini¢-

nim oborem je mnozina R — {n}, tj. mnoZina viech
realnych &isel s vyjimkou disla n. Je-li xe R—N, tj.
z je realné &islo, ale neni piirozené ¢islo, je gn(x) defino-
vano pro viechna n € N. MiiZeme tedy hovofit o posloup-
nosti funkei {g,}®, jejichZ definiénim oborem je mnozina
R — N. Na obr. 10 jsou nadrtnuty grafy nékolika prvnich
é&lent této posloupnosti.

tislu z, & # n, &slo g.(x) = o

Priklad 41. Definujme funkci A, pro n €N vztahem
A(Z) = ]/x — n. Funkce k, je definovana pro z >n
diliprozel, = ( n + o). Av3ak prinik téchto inter-

vald je prazdny: ﬂ I, = z. Nemuzeme tedy ve smyslu

nasi dmluvy hovorlt o posloupnosti funkei 5,.

Ptiklad 42. Podobna situace nastane, definujeme-li

1 __ Zde je defini¢nim

funkei k, vztahem k,(z) = ———=—
" (=) a:Vl — n2x?
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Obr. 10

oborem funkce k, (neN) mnoZina reilnych é&isel z
spliiujicich nerovnost 0 < |z| < % . Neexistuje tedy

neprazdna mnozina, na niZz by byly definoviny vSechny
funkce k,, n eN. Nemd tedy smysl hovofit o posloup-
nosti funkef k.

Budeme tedy v dalSim hovofit o posloupnosti {f,}
jen tehdy, je-li prinik definiénich obort vsech funkei
fa (n €N) neprazdny. Tento prinik budeme povaZovat
za defini¢éni obor posloupnosti.
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5.2. KONVERGENCE POSLOUPNOSTI
FUNKC(E

Budiz {f.} posloupnost funkei, jejiZ definiéni obor
je mnoZina D C R. Je-li pevné dano ¢islo z, € D, tvofi
hodnoty f.(z,) éiselnou posloupnost. Na tuto posloup-
nost se vztahuji vSechny dvahy z prvnich dvou kapitol
této knizky. MiZeme tedy hovofit také o konvergenci
a limité této posloupnosti. Jestlize pro néjaké z,eD
posloupnost {f.(z,)}® konverguje, znameni to, Ze ¢&islu x,
odpovida é&islo y,, dané vztahem

Yo = lim fu(z,) .
f—>o

Hodnota limity, tj. éslo y,, zdvisi oviem na zvoleném

tisle z,. Zvolime-li jiné é&islo z € D, dostaneme obecné

jiné &islo y, pro néZ plati y = lim f,(x). MtZe se oviem
>

stat, Ze limita vpravo neexistuje — a to bud pro vibec
zadné z € D, nebo pro néktera x € D. Nas samoziejmé
zajimd hlavné ten pfipad, kdy d&islo y = lim f.(x)
n>o
existuje aspon pro nékterd x € D, feknéme pro vsechna

zeD,, kde o # Dy,C D. Pak totiz miZeme definovat
funkei f s definiénim oborem D, vztahem

f(x) = lim f(x) (50)
n->w

pro x€D,. Je ptirozené nazvat tuto funkei f limitou
posloupnosti funkef f, na mnoziné D,.
Vyslovme nyni pfesnou definici.

Definice 11. Necht funkce f,, n €N, jsou definovany
na mnozind D. Bud z € D a necht existuje limita (¢iselné)
posloupnosti {fa(x)}@, kterou oznadime f(x), takZe plati
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(50). Pak iikame, Ze posloupnost funkef {f,}? konverguje
v bodé x k &islu f(x) (md v bodé x limitu f(z)). Bud dale
@ # DyC D a necht pro kaidé xelD, posloupnost
funkeci {f,,};° konverguje v bodé z k &islu f(x). Definujme
funkei f na mnoZiné D, vztahem (50). Pak fikdme, Ze
posloupnost funkei {f,}* konverguje na mnoZiné D,
k funkei f. Funkeci f nazyvdme limitou posloupnosts
{fn} nebo jeji limitni funkci a pisSeme lim f, = f.
n->@o

Priklad 43. V8imnéme si je$té jednou posloupnosti
funkei f, definovanych vztahem f,(z) = z* pro viechna
redlnd z. Z vlastnosti geometrické posloupnosti plyne,
Ze pro z spliujicf nerovnosti —1 < z < 1 platf lim a® =

n>o
= 0,proz = 1l platilim 2*» = 1; prox < —Ilneboz >1
n>o
limita lim 2 neexistuje. (Pro x > 1 existuje ovSem ne-

n>o
vlastn{ limita. V definici 11 jsme vak piipad nevlastni
limity nezahrnuli, nebof bychom museli za hodnoty
limitni funkece pripustit nejen redlna d&isla, ale také
+ 0 a —oc0). Je tedy D, = (—1,1) a podle definice 11
dostavdme tento vysledek: Posloupnost funkei {f,}e,
fa(x) = 2, konverguje na intervalu (—1,1) k funkei f,

0 proze(—1,1),
1 proz=1.

fo) = {

(Viz obr. 11. Dopliite si sami grafy funkei f,, f na inter-
valu (—1,0).

Priklad 44. Zkoumejme posloupnost funkei {g,} z p¥i-
kladu 40. Bud = pevné zvolené reilné ¢islo, x ¢ N. Pak
pro velka pfirozend ¢&isla m bude jmenovatel zlomku
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Obr. 11

gnlz) = —— " absolutni hodnoté velmi velky; d4 se
otekavat, Ze plati

lim g,(z) = 0. (61)

Dokazme to! Necht ¢ je kladné éislo. Pak platf (pfi
pevném x)
1

r—mn

<e (52)

pravé tehdy, je-lin < z — —2— nebo n > x 4 %. Stadf

tedy najit takové pfirozené ¢&islo ng, Ze ny >z + —1—
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Potom pro kazdé n eN [n,] plati nerovnost (52) a vztah
(51) je dokdzan. Limitou posloupnosti funkei g, na mno-
ziné D = R —N je tedy konstantni funkce, identicky
rovnd nule. To zapisujeme takto:

limg, =0.
n—>m

V ptikladu 44 bychom mohli povaZovat vztah (51)
za platny pro viechna realnd é&fsla (véetné ptirozenych
¢isel, kterd jsme zatim vyloudili). Stadi si pfipomenout
imluvu z kap. 1, str. 13. Je-li totiz p pfirozené d&islo,
je hodnota g,(p) definovana pro viechna n €N s vyjim-
kou n = p. MiZeme tedy ve smyslu citované timluvy
hovofit o limité ¢iselné posloupnosti g.(p), i kdyz p-ty
¢len této posloupnosti neni uréen. Dikaz vztahu (51)
platf i pro z = p, pokud pro n, pfidime dodatednou
(a snadno splnitelnou) podminku n, > p.

Na nasem piikladu je zajimavé — a snad pro étenafe
i trochu pfekvapujici — Ze limitou posloupnosti funkei
7 je nula (pfesnéji funkce identicky rovna nule), adkoliv
kazd4a funkce g, nabyva libovolné velkych hodnot (nenf
ohranidena).

Piiklad 45. Funkece f, je pro z > —1 definovana vzta-
hem f,(x) = [/1 + 2». Vy3etiime konvergenci posloup-
nosti {f,}. Predevs$im je f,(—1) = 0 pron liché, f,(—1)=

= |/2 pro = sudé. Protoze VE > 1 pro vsechna ptiro-
zena n, je zfejmé, Ze posloupnost {f,(—1)}® nema limitu.
Je-li |z| < 1, pak ovsem lim 2 = 0, tedy podle véty 6

n>m B
lim (1 + 2») = 1. ProtoZe pro ka%dé kladné &islo a plati

n>@®

1 —Va| < |1 —a), je ztejmd také
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lim)JTF2=1. (53)
n>o

Vztah (53) plati zfejmé i pro £ = 1. Pro = > 1 plati
z* - -+ oo, takZe se da odekavat, Ze hlavni roli bude
hrat pravé séitanec obsahujfcf z, zatimco jedni¢ka bude
»zanedbatelnd®. Skuteéné, plati (pro z > 1)

1imV1+z"=a:. (54)
n1->o

DokaZzme vztah (54). Zfejmé je z = Vaf' < Vl + 2n.
Ptedpokladejme, Ze (54) neplati. Pak existuje takové
kladné éfslo «, Ze pro nekoneéné mnoho pfirozenych éisel
n plati

T+ =2+«
¢ili

1+a20 > (x+ a),
coZ je totéz jako

1 > naant + [’;]a%»-2+ e ar.

Avsak plati-li tato nerovnost, plati tim spise
1> naxr1

pro nekonedné mnoho pfirozenych cisel n. To je vsak
zfejmy spor, nebof pfi « > 0, z > 1 plati

lim naxr! = + oo,
n->m

121



Posloupnost funkei {f,}* konverguje na mnoZiné
D, = (—1, 4+ ) k funkeci f, definované vztahem

f(a:)={1 pro—1l<ae<l1,

x prox >1.
Na obr. 12 jsou znazornény graficky funkee f,, f;, fa 8 [.
y
J
I,
L/ f
!
|
1 | X
1 2

Obr. 12

Priklad 46. Pro n €N a z€(0,1) definujme funkei f,
vztahy

1 1
27ty — 1 pro —— ot ST < 5
fa(x) = § —2"x + 2 pro o <z < o,
l
0 pro @ < o - neboxr> —— T
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Na obr. 13 je graf funkce f,. Posloupnost takto defino-
vanych funkef konverguje k nule (tj. k funkei f, f(z) = 0)
na mnoZiné (0,1). Dikaz tohoto tvrzen{ je velmi jedno-
duchy. Prox = 0 tento vztah jisté plati, neboft f,(0) = 0
pro v8echna neN, Budiz tedy 0 <x <1 a zvolme
e > 0. Pak jisté existuje n, €N takové, Ze plati

L S DUy~

1
2
Obr. 13

(Najdéte takové n, tfeba pro x = 0,31) To viak podle
definice funkei f, znamena

f‘"o(x) =0
a oviem také f,(x) = 0 pro n eN [ny]. Plati tedy pro
n eN [ng]
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Ifa(x) — fl@)| =|fa(@)| =0 <e.
ProtoZe kladné &islo ¢ muZeme zvolit libovolnd, plati
lim f, =0 (55)
n->o

na mnoziné (0,1},

V tomto plikladu je zajimavé to, Ze plati (55),
atkoliv kterakoliv funkece f, nabyva v jistém bodé inter-
valu (0,1) hodnoty rovné jedné. Pfesné fedeno, plati

f,,( ] = 1. Tedy ackoliv plati 11m2L = 0 a soudasné je
f(0) = 0, kde f je limitni funkce posloupnosti f,, neplatf

lim /, [%] —o. (56)

Tato skutednost je paradoxni jen na prvni pohled.
Uvédomte si, Ze v nadi definici zkoumame limitu po-
sloupnosti &sel fu(z) pfi pevném z, zatimco argument

1 ro s s
5 Ve vztahu (56) zavisi na n.

Priklad 47. Zjistéme, zda konverguje posloupnost
funkei

a»
{ga}7s gal®) = T3

Za defini¢ni obor této posloupnosti muizeme vzit
mnoZinu redlnych éisel z spliujicich nerovnost %= —1.

Je-i [x| < 1, je lim = 0 podle véty 6, nebot
n->

=
o 1+
v tom pHpads 2* - 0. Déle je gu(1) = 5 pro viechna
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neN a tedy lim g,(1) = —;— Napiseme-li koneéné pro
fa->o

|2| > 1 funkei g, ve tvaru ga(z) = 1;, dostavame
— 41
o +
snadno lim g,(z) = 1. Dan4 posloupnost konverguje tedy
k funkei g,
0 |zl <1,
1
glx) = 5 %= 1,
1 |z| >1

a to v celém definiénim oboru, tj. pro z # —1.

5.3. RADY FUNKCI

Definice 8 a 11 nam umoZiluji zavést také pojem
fady funkei a jejiho soudtu.

Definice 12. Necht {f,}* je posloupnost funkei, jejichz

definiéni obor je mnoZina D. Pak symbol E f» nazyvame
n=]
k
fadou funkci, f, jsou jeji cleny, funkce Sy = X f, jsou jeji
n=1
Sdsteéné soudty. (Hodnota funkce Si pro z €D je oviem
k
Si(x) = X fa(x).) JestliZe posloupnost funkef {8}, kon-
=l
verguje na mnoZiné D, C D k funkei 8, tj.
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8 = lim S; (57)

k>o
na mnoziné Do, fikdme, Ze funkce S je na mnoZiné D,
soubtem mdy )] f,. nebo Ze fada Z f,. konverguje na mno#iné
Dy &k funkci S i

Pozndmka. V definici 8 jsme rozezndvali pf¥ipad, kdy
fada ma soudet, a piipad konvergentni fady. V této
kapitole hovofime jen o konvergenci fady funkef, pro-
toze jinak by soudtem Fady funkei nemusela byt redlné
funkce, ale funkce, nabyvajici také hodnot + 0 a — o
a jejich zavedeni by naSe tvahy zkomplikovalo. To
ovSem neznamend, %e by se matematici takovymi
funkcemi vitbec nezabyvali.

Piiklad 48. Vyjdeme opét z geometrické posloupnosti.
Cleny geometrické posloupnosti {7}, kde  je kvocient,

jsou éleny geometrické fady Xzt O této fadé vime,

n=1

Ze konverguje k ¢islu

, pokud |z| < 1. PovaZu-
]eme -li opét z za promennou dostavame Fadu funkef

E ga, kde ¢,(z) = z*, ktera na intervalu (—1,1) konver-
ael

guje k funkci G, G(z) =

1 ix . PouZijeme-li imluvy

z odst. 3.2 (str. 71), dostaneme obdobné, Ze fada X g,,
n=0

kde opét plati g,(x) = 2, konverguje na intervalu

(—1,1) k funkei @y, Gy(z) =

T—%" Muazeme tedy psit

[
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@
1 —x = nglxﬂ’ (58)

1 ]
= . 59
l—=x ﬂ§°x1‘ ( )

Pfiklad 49. Polozme f,(z) = n™=. Pak piiklad 37 nam

@
umoztiuje vyslovit toto tvrzeni: Rada X f, konverguje
n=1

na intervalu (1, 4 o). Rada Z fm kde Fo(x) = (—1)a(),
konverguje na intervalu (0, + ).
Rada funkef z prikl. 48 je ne]]ednoduééim ptikladem

tzv. mocninné fady. Necht {a,}? je &iselna posloupnost.
Pak fadu funkef

X ax" (60)
n=1

nazyvame mocninnou fadou s koeficienty a,. Pfi danych

koeficientech a, zavisi konvergence mocninné Fady

samoziejmé na hodnoté proménné z. D4 se dokazat, Ze
muZe nastat pravé jeden ze t¥i pfipadi:

(a) fada (60) konverguje jen pro x = 0 (a jeji soudet
v tomto bodé je oviem roven ,,absolutnimu élenu‘
o);

(b) fada (60) konverguje pro viechna realna x;

(c) existuje takové kladné reilné &islo g, Ze Fada (60)
konverguje na intervalu (—p, p), ale nekonverguje
v Zadném bodé & takovém, Ze |&| > o.

Cislo o v ptipad$ (c) se nazyva polomér konvergence
mocninné fady. Co se tyle konvergence mocninné fady
v bodech & = —p a x = g, je tieba ji vySetiit v kazdém
piipad® zvlast.
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Skuteénost, Ze pro kazdou mocninnou fadu, ktera
nespliiuje (a) ani (b), existuje &islo g, jez je jejim polo-
mérem konvergence, plyne z nasledujici véty:

Vita 34. Necht mocninnd Fada (60) konvergu;z v bodé
o #~ 0. Pak tato fada konverguje v kaidém bodé x, pro
néjE platl |x| < |xo|, tj. na intervalu (—|z,|, |%o|).

Dikaz. Jestlize fada (60) konverguje v bodé =z,
znamena to, Ze dleny &iselné fady X a,x? tvoii ohrani-

n=0
genou posloupnost (dokonce plati a,x? — 0). Existuje
tedy takové redlné é&islo ¢, Ze |a,2%| < ¢ pro viechna
neN. Je-li |z] < |z, je

i
o] = ]| < e,
To
kde 0 <y < 1.

Rada |asz*| tedy konverguje v bods z podle véty 20
0

(odst.“§.4). Rada (60) v bodé z konverguje absolutné
(viz Definice 9) a tedy konverguje podle véty 26.

Z dukazu véty 34 je vidét, Ze pro ¢&isla z, jejichZ abso-
lutni hodnota je mensi neZ polomér konvergence fady
(60), konverguje tato fada dokonce absolutné. Neabso-
lutni konvergence miiZe tedy nastat jen pro ta z, jejichz
absolutni hodnota se rovnid poloméru konvergence
fady.

Konvergenci nékterych mocninnych fad jsme jiz
vlastné vysetfili v odst. 3.4, i kdyZ jsme pFitom nehovo-
¥ili o fadach funkef. Tak z ptikladu 32 plyne, Ze mocnin-

128



- sz . . s .
na fada X ol konverguje pro vsechna redlna z. Stejny
n=0 /0.

vysledek plati i pro fadu X i—: z ptikladu 30. Z piikladu

N0

@

33 dostavame, Ze mocninna fada ¥ nz® ma polomér kon-
n=0

vergence ¢ = 1. Jako pfiklad mocninné fady, pro niz

@
plati ptipad (a), uvedme fadu X »!z». Kdyby tato fada
n=0

konvergovala v bodé s 0, bylo by to zfejmé ve sporu
s podilovym kritériem (véta 22; srov. dlohu 5, kap. 3).

Mocninné fady muZeme povaZovat za jisté zobecnéni
mnohoélent. Protoze mnoho ,,rozumnych‘‘ funkei se da
ptiblizné vyjadfit mnohoéleny, pfi¢emz pfesnost tohoto
vyjadfeni je tim veétsi, éim vysSi je stupenn mnohodlenu
(samozfejmé pii optimalni volbé jeho koeficienti),
da se ofekévat, Ze danou funkei je mozno (za jistych
ptedpokladi o jejim chovani) vyjadtit ve tvaru mocninné
fady tak, jako geometrickd fada v ptikladu 48 vyjadiuje
funkee -, ﬁ (viz (58), (59)). Tyto otdzky
zkoumali matemaitici jiz od doby Newtonovy a Leibni-
zovy. V r. 1715 dosdhl zakladniho vysledku B. Taylor,
ktery ukizal metodu, jiZ lze dané funkei pfifadit moc-
ninnou ¥fadu. Teprve Cauchy vSak dal okolo r. 1820
Taylorovym tvahdm pevny zédklad. Dnes je teorie moc-
ninnych fad dilezitou soudasti matematické analyzy,
zejména teorie funkci komplexni proménné.

Vedle mocninnych fad jsou dileZitym typem fad tzv.
trigonometrické rady, tj. fady tvaru

-]
2 (a, cos nx + b, sin nx) ,
n=0
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které jsou uZitedné zvlist pii studiu periodickych
funkeci. Podle jejich objevitele se jim fika obydéejné Fou-
rierovy fady. Podrobnéjsi vyklad jejich vlastnosti a po-
uziti by v8ak vyZadoval, stejné jako v pfipadé mocnin-
nych fad, hlubsi pfedbéiné znalosti matematické ana-
lyzy.

5.4. STEINOMERNA KONVERGENCE

V piikladech odstavce 5.2 jsme upozornili na to, Ze
konvergence posloupnosti funkei ma nékteré rysy, které
jsou trochu neodekavané a nepiijemné. Na piikladu 46
jsme vidéli, Ze muze platit lim f, = 0 na néjakém inter-

n>

valu, adkoliv kaZda funkce f, nabyvda hodnot velmi
odlisnych od nuly. V piikladu 44 dokonce ¢éleny posloup-
nosti byly neohrani¢ené funkce, a piesto posloupnost
funkef konvergovala k nule. Druhym takovym rysem
byla skute&nost, Ze limita posloupnosti spojitych funkei
nemusi byt funkce spojitd. Pojem spojitosti jsme sice
piesnd nedefinovali, ale jeho nézorny smysl je jasny
z grafu: graf spojité funkce je spojitd ,nepretrzita‘
kiivka, zatimco graf nespojité funkce muze mit ,;sko-
ky“. (Srov. pikl. 43, 47). Tyto nedostatky odstranuje
pojem stejnomérné konvergence, ktery si nyni objasni-
me.

Deflnice 13. Necht {f,} je posloupnost funkeci s defi-
ni¢nim oborem D. Rikdme, e posloupnost {f.}r konver-
guje stejnomérné na mnoZiné Dy C D k funkes |, jestliZe
plati: Ke kazdému ¢ > 0 existuje takové n, €N, Ze pro
viechna n eN [n,] a vechna x € D, plati

[fu(2) — fl2)| < &. (61)
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Porovname-li tuto definici s definici 11, vidime ihned,
Ze posloupnost funkef, kterd konverguje stejnomérné
na mnoziné D; k funkeci f, konverguje k téze funkeci
na mnoziné D, ve smyslu definice 11. (Konvergence
ve smyslu definice 11 se na rozdil od stejnomérné kon-
vergence nazyvéa ¢asto bodovou konvergenci.) Obracené
tvrzeni vSak neplati. V definici stejnomérné konvergence
musime najit takové &islo n,, aby platilo (61) nezavisle
na tom, které &islo x z mnoziny D, zvolime. Naproti
tomu v definici 11 jsme nejdiive pevné zvolili é&slo
z €Dy a k nému pak nasli é&islo n,. Staé¢i se podivat na
priklad 44 nebo 16, abychom vidéli, Ze é&fslo n, skuteénd
zaviselo na tom, pro které x € D, jsme je hledali. Neni
tézké dokazat nasledujici vétu, z niZ ihned plyne, Ze
posloupnosti z piikladu 44 a 46 nekonverguji k nule
stejnomérné (na svém defini¢nim oboru, tj. na mnoziné R
resp. na intervalu (0,1)).

Vita 35. Posloupnost funkci {f.} konverguje stejno-
mérné k nule (tj. k funkei f, f(x) = 0) na mnofiné D
prdvé tehdy, kdy: existuje prirozemé Eislo p a Eiselnd
posloupnost {c,}®, lim ¢, = 0, pro kterou plati

n-yae
|fala)| < ca (62)

pro vdechna x € D a véechna n > p.
Dikaz. Existuje-li takova posloupnost {c.}P a je-li

e > 0, pak existuje takové ny €N, Ze |c,| < e pro véechna
n €N [n,] a tedy podle (62) také

falz)] < e

pro viechna xeD a pro n eN[max (n,, p)], coZ doka-
zuje ste]nomernou konvergenci posloupnosti funkei f,
na mnoziné D k nule.
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Predpoklidejme nyni, %e lim f, = 0 stejnomérné na
n >o

.y . , 1 L
mnoziné D. Ke kladnému é&islu ¢ = T (keN) existuje
tedy n. €N takové, Ze plati

1
@) < (63)
pro vSechna xz € D a vSechna n €N [n,]. Plitom é&isla ny

mizeme navic volit tak, aby tvofila rostouci posloup-
nost prirozenych &isel, takze

limn, = +o0. (64)
k>
1
Nyni staéi poloZit ¢, = ¢, = ... =¢—1 =1, ¢» = "
pro n =mng, ..., gy —1la p = n,. Ze vztahu (64)

plyne, Ze ¢isla ¢, jsou definovina pro vsiechna
n €N,lim ¢, = 0 anerovnost (63) neni nic jiného ne7 (62).

n—)
Véta je dokazana. Poznamene]me ]este pro ctcna,re
ktefi se jiz seznamili s po]mem suprema, Ze ve vété mu-
zeme poloZit ¢, = sup |fu(x)

T€D
A4 - - x - 1
Pfiklad 50. Bud ¢,(x) = T e Je-li |z| < F’
je ¢Pn(x < -, Je-ll lz] > ——1—- je lq)' (x)l < _l_z_‘_ —
'V el e V?; ’ 4 = n:c2
1
= 1 < =:=—. Polozime-li ¢, = -5—, jsou splnény
n]xl Vn n

ptedpoklady véty 35 a tedy posloupnost {p,}> konver-
guje k nule stejnomérné na mnoziné R vsech realnych
éisel.
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Poznamenejme, Ze stejnomérnou konvergenci musfme
vysetfovat vidy v souvislosti s danou mnoZinou (ozna-
genou D, v definici 13). Se zménou mnoZiny D, se miZe
zménit bodova konvergence posloupnosti ve stejno-
mérnou nebo naopak. Z véty 35. je napf. jasné, Ze po-
sloupnost n-tych mocnin (viz piikl. 43) nekonverguje
k nule stejnomérné na intervalu (0,1), nebot jakakoliv
¢isla ¢, spliiujici (62) musi spliiovat |c,| > 1 a tedy ne-
mohou konvergovat k nule. Zmensime-li vsak interval
(0,1) na interval (0,a), kde ¢ < 1, stane se konvergence
funkei f,, f.(x) = 2" k nule stejnomérnou na této mensi
mnoziné (stadi volit ¢, = a”).

ProtoZe souéet fady funkei byl definovan jako limita
posloupnosti &iselnych souétd (viz definice 12), miZeme
hovofit také o stejnomérné konvergen01 ra,dy funkef.
Z definici 12 a 13 dostaneme, Ze fada

2, (65)
n=1
(kde f, jsou funkce, definované na mnoziné D) konver-
guje stejnomérné na mnoziné D, C D k funkei f, jestliZe
ke kazdému éislu ¢ > 0 existuje n, €N takové, Ze pro
vSechna k €N [n,] a viechna z € D, plati

&) —Z 1) < e (66)

tuto nerovnost zapisujeme ¢asto ve tvaru

S ful)

n=k+1

(87)

Priklad 51. P¥i zkoumdni stejnomérné konvergence
fad pouzivame tasto vétu 20. VySetiime timto zplisobem
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stejnomérnou konvergenci Fady (65), kde f.(x) =

1
=——— . tj. fad
n 1/3:2 +n ! Y
® 1
2 . (68)
n=l 7 ]/:1:2 + n
Pro viechna pfirozena éisla n a redlna éisla x plati
1
0 < fol®) = ———= < n7%¥2.
i n)zt+n

Rada Zln"‘/z konverguje (srov. ptikl. 37) a jeji &leny
nezavisi na x. Rikdme ji majorantni fada k fadé (68),
protoze jeji d&leny spliiuji nerovnost |[fu(z)] < n~%2
Z véty 20 plyne, Ze fada (68) konverguje pro kaidé
reilné &islo z. Bud ¢ > 0. Pak existuje takové n,eN,
Ze pro vSechna k e N [n,] plati

-]
Z n2
, n=k+1

<é&

(pouzivime obdobného zipisu jako ve vztahu (67)).
Potom vsak také plati pro vSechna realna x a k € N[n,]
0201 1

O ——— < 8,
n=k+1 7"sz+ n

¢imZ je dokazana stejnomérnd konvergence fady (68)
na mnoziné realnych éisel.

Stejného zpisobu muZeme uZit i pro fady, jejichZ
dleny méni znaménko, pokud tyto Fady konverguji
absolutné.
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Priklad 52. Rada T —— =
n=1 2n% —SIn nx

mérné na mnoziné redlnych &isel, nebot plati

konverguje stejno-

Ccos nx 1
2n¢ —sin nx 2n2 —1
a fada
et 1

z

n=1 202 —1

konverguje. (Provedte celou Givahu podrobné!)

y . (—1)
Piiklad 53. Je-li f.(#) = —————, pak obdob-
Va(z + /)

nym postupem jako v pfedchozich pfipadech dostaneme
1

nerovnost |fa(z)| < o ktersa nidm vSak neni nic platna,
protoZe harmonickd fada nekonverguje. Presto fada
2 (—1)» . . N

X ——=——"-— konverguje stejnomérné na celé mno-
n=l l/n(:z:2 + V'n)
Ziné redlnych &isel. Plati totiz

© (_1)» H 1 -] 1
z — —| < X —— (69
neks1 n(z? 4 )/n) l “k+1 +,..,[L+1]n(n+l (69)
2

a protoZe vyraz na pravé strané konverguje k nule pfi
k — oo, mizeme jiz postupovat obdobné jako v pied-
chozich piikladech. Diukaz nerovnosti (69) je zaloZen
na vété 31 a je pomérné pracny.

Dilezitou otdzkou je otdzka stejnomérné konvergence
mocninnych fad. Z dikazu véty 34 snadno plyne ni-
sledujici véta:

135



Véta 36. Nechf mocninnd fada (60) mda polomér konver-
gence o > 0. Necht s je rediné éislo, 0 < s < o. Pak tada
(60) konverguje stejnomérné na intervalu (—s, s).

* Pokud fada (60) konverguje pro vdechna redlnd éisla,
pak konverguje stejnomérné ma libovolném ohraniceném
sntervalu.

Ddikaz. Dokazme jen prvni &éast tvrzeni — druhou
pienechdme ¢&tenafi. Pro vSechna ze/—s, s) plati
x| < s, tedy |a,x"| < |as"|. Z dukazu véty 34 vime, Ze
fada (60) konverguje absolutnd v kaidém bodé =z,
|| < s, takZe zbytek dikazu miiZeme provést obdobné
jako v piikladu 51.
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