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4. kapitola

ABSOLUTNI A NEABSOLUTNI
KONVERGENCE

4.1. UVOD A DEFINICE

V minulé kapitole jsme odvodili nékolik kritérii (po-
stadujicich podminek) konvergence fad. Pritom 8lo
ve vScech pfipadech o fady s nezapornymi éleny. V pod-
staté stejnych kritérii miZeme pouiit na fady s neklad-
nymi & zapornymi é&leny (srov. ulohu 7, kap. 3). Jak
vSak postupovat tehdy, jestliZe se znaménka &lent
fady stiidaji, at jiz pravidelné nebo nepravidelné?

Je-li jen koneény podet ¢éleni fady zaporny, muZeme
opét pouiit vysledka predeslé kapitoly, nebof zménou
konetného podétu é&lent se vlastnosti Fady, tykajici se
konvergence, nezméni. (Srov. vétu 15. Hodnota souétu
konvergentni fady se oviem v takovém pfipadé zménit
mie.) Nékteré véty (srov. véty 21, 23) jsme jiz formu-
lovali tak, Ze jejich predpoklady poZadovaly splnéni
nerovnosti @, > 0 & a, > 0 teprve od néjakého p¥iro-
zeného &sla k. Podobné miZeme postupovat, je-li jen
koneény podet &lenii fady kladny.

Mé-li v8ak dand fada nekonedné mnoho é&lenu klad-
nych i nekone¢né mnoho &lenti zapornych, pak ndm
dosavadni rady nejsou nic platné. Ale co kdybychom
prosté vdechny zdporné ¢éleny nahradili jejich absolut-
nimi hodnotami? Dostali bychom fadu s neziapornymi
8leny, jejiz vlastnosti by snad mohly néjak souviset
8 vlastnostmi pivodni fady. UkaZeme, Ze fasto tomu
tak skutedné je.

90



Abychom zptesnili nasi ivahu, zavedeme novy pojem:

Definice 9. Rikdme, Ze Fada I a, konverguje absolutné,
n=l

-]
jestlize konverguje fada X |a,|.
n=1
@ @
Jestlize fada X a, konverguje, ale fada X |a,| nekonver-
n=1 n=1

guje, ifkame také, Ze fada X a, konverguje neabsolutné.*)

n=1

Piedevsim je jasné, Ze kaida konvergentni fada s ne-
zdpornymi ¢éleny konverguje absolutnd. Dale definice
piimo Fika, Ze neabsolutné konvergentnf fada je konver-
gentnf. Obdobné tvrzeni pro absolutné konvergentni
fadu viak jiz vyZaduje jistou pozornost, nebof definice
je vyslovné neobsahuje. Ve je vSak v pofadku, nebof
plati nasledujici véta:

Véta 26. Absolutné konvergentni fada je konvergenint.
Dikaz. Necht fada X a, absolutné konverguje, tj. fada
n=1
3 |aa| konverguje. PoloZme
ne=]l
a, je-li a, > 0,
bn = T
0 je-lia, <0,
0 jelia, >0,
Cp =
" | —a, jelia, < 0.

*) PouZivdme ovSem i nézva (ne)absolutnt konvergence,
(ne)absolutné konvergentni fada apod. ve zfejmém vyznamu.
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Pak plati 0 < b, < |a.|, 0 < ¢, < |aa| pro vSechna pfi-
rozens &isla n a podle véty 20 obé fady X b., X ¢, kon-

n=1 n=1
[ ]
verguji. Podle vty 18 konverguje tedy i fada X (bn—¢),
fim=]l
ale to neni nic jiného nez fada X a,, nebotf pro véechna
n=1
piirozena d&fsla n plati @, = ba — ¢, (pFesvédéte se!).
Tim jsme dokézali vétu 26 a navic rovnost

E‘.a,.=§b,.—§c,,,

nm=l n=1 n=1

ktera rovnéZz plyne z véty 18.

Pozndmka. Vétu 26 jsme mohli dokdzat snad jesté
struénédji pomoci Bolzanovy-Cauchyovy podminky (vé-
ta 7) a trojihelnikové nerovnosti. Srov. dlohu 8, kap. 3.

Véta 26 ukazuje, Ze pfi vySetfovani dané fady miiZe-
me misto ni zkoumat ,,fadu absolutnich hodnot, coZ
je jisté fada s nezapornymi éleny. Zjistime-li jeji kon-
vergenci (pomoci nékterého z kritérii odst. 3.4), mdme
zarudenu i konvergenci pivodni ¥ady.

Nyni je nadase ukdzat, Ze definice 9 nenf zbytedna.
Jinymi slovy, ukiZeme, %e existuji neabsolutné konver-
gentni fady.

Piiklad 34. Ukdzeme, %o fada
2 (—1p

nw=l n

konverguje. Vyjidiime zvlait sudé a zvlast liché ddsted-
né soudty s, této fady:

(33)
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o § (s — )= §

i\ 26— 1 2k) T 2 2k(2k—1) °
=2 2_k(2lel) tom
Protoze zfejmé platf 0 < m < %pro viechna
plirozend &isla k, je fada :Z:Il 3k(2kl——1) konvergentn{

podle véty 20. Oznadime-li jeji soudet s, plati

1
8 = lim 83, = lim 8y, + lim — = hm 82n-1 (34)
fi—>@ n—>w n>wm 2’”4

podle véty 6. (Od tohoto mista jiZ du.kaz nezavisi na
konkrétnim tvaru fady (33), ale jen na tom, Ze plati
(34). To pouzijeme za chvili v dikazu véty 27.)

Bud nynf ¢ > 0. Vzhledem ke (34) existuji takova p¥i-
rozend &sla n,, n,, Ze plati

l82n - 3[ < €
pro viechna »n takové, %e 2ne N [n,],
|$201 — 8| < &
pro viechna n takové, ze 2n — 1€ N [n,] .

Oznadéme n, = max (n,, n,) & zvolme pfirozené éislo m
takové, Ze m e N [n,]. Pak je bud m sudé, tedy m =
= 2n € N [n,] C N [n,], nebo je m liché, tedy m =
=2n—1¢€ N[n, CN|[n]. V obou pifipadech dosta-
vime
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|sm — 8] < &.

Dokéazali jsme, %e fada (33) konverguje. ProtoZe
Fada absolutnich hodnot, ptislusni k fadé (33), je har-
monickd Fada, kterd nekonverguje (srov. piikl. 27),
je fada (33) pfikladem neabsolutné konvergentnf fady.

4.2. RADY, JEJICHZ CLENY NEBO
ABSOLUTNI HODNOTY JEJICH CLENU
KONVERGUJI MONOTONNE K NULE

Rady podobného typu, jaky jsme pravd zkoumali
v piikladu 34, jsou nejlastéjsim pripadem fad, jejichz
éleny maji raznd znaménka. Jsou to Fady tvaru

Xz (—1)ta, nebo Z (—1) a,, kde a, > 0 (pFip. a, > 0)
=l
pro viechna prlrozena, &sla n. Rikdme ]1m alternujici
fady. JestliZe posloupnost {e,}® je navic monoténni
(coz v piikl. 34 bylo), platf velmi jednoduché kritérium
konvergence, které je dokonce i nutnou podminkou:

Véta 27. Je-li a, > anyy = 0 pro vdechna prirozend
&sla n, pak fada
3 (—1)*a, (35)

n=1
konverguje prdvé tehdy, je-li
lima, =0. (36)

a->o

Dikaz. Jestlize fada (35) konverguje, musi ovSem
platit (36) podle véty 17 a ilohy 3. ke kap 2.
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Necht tedy plati (36). Obdobné jako v piikladu 34
dostaneme pro &asteéné souéty s, fady (35) rovnost

Son = Sy + as, (37)
pro viechna pfirozenda &isla n. ProtoZe miZeme psat

Son = Sansz — (Ggny1 — Gonye) < Sznye =
=0, — (@ —ay) — ... — (B2n — G2up1) — G2ay2 < @y,
je posloupnost {s;,}° monoténni ohraniéena posloupnost
a tedy ma podle véty 8 limitu, kterou oznaéime s. Podle

(38), (37) a véty 6 plati tedy rovnost obdobné rovnosti
(34) z piikladu 34:

lim 85, = lim 85p_; = 8.

n->m fi—>m
Odtud jiz uplné stejné jako v pikladu 34 odvodime, Ze
fada (35) konverguje.

UkédZeme na piikladu, Ze predpoklad monotonie ve
vété 27 je podstatny.

Piiklad 35. Pro vSechna pfirozend &sla n poloZme

1 1

n—1° = (e (38)

Qon_1 =

Pak plati
1 1 4n?—2n+1
Gon1 =0 = 5T 1 ant . dn*(on — 1)
4n:—dn + 1 (2n —1)2
ani(2n —1)  4n*(2n —1)
2n — 1 n 1

4n® —4n®  4n
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pro vSechna pfirozena n, takZe pro sudé Sasteéné soudty
82, alternujici Fady (35) médme odhad

% ( 3o

Son = X (Boky — Qi) > — X -

e = % (@2 2k) R

ProtoZe podle pfikladu 27 harmonicka fada nekonver-
guje, je posloupnost jejich ¢astednych souétd neohrani-
¢ena, tedy je neohranidend i posloupnost {s.,} a fada
(35), jejiz dleny jsou dany vzorei (38), nekonverguje.

Vysledek piikladu 35 neni oviem ve sporu s vétou
27. Snadno se presvéddite, Ze sice plati lim @, = 0, ale

>
{a.}? nenf monoténni posloupnost. Podsta.t?né bylo to,
Ze zaporné (tj. sudé) éleny Fady byly v absolutni hodnoté
pFili§ malé proti kladnym é&lentim.

Priklad 36. Je-li ¢ > 0, pak fada

3 =0 (39)

nm=]l ’n"

konverguje podle véty 27, nebof potom je n® < (n + 1)¢
dli ne > (n 4 1)7. Vysledky piikl. 27 a 29 nidm
umoziiuji vyslovit podrobnéjsi vysledek: pro 0 <c¢ <1
konverguje fada (39) neabsolutné, pro ¢ > 2 konver-
guje absolutné.

Studium fad typu (39) a (32) uzavieme v prikladu 37.
K tomu cili odvodime jesté jedno uZite&né kritérium
konvergence, nazyvané Raabeovo. I kdyZ se tyki fad
s nezidpornymi ¢leny, ma s pfedchozi vétou spoleény
pfedpoklad, %e &leny ¥ady konverguji k nule monoténné.
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Véta 28. (Raabeovo kritérium.) Plati-li
Gn =>Qgy =0 (40)
pro vechna pfirozend &isla n, pak fada
% a,
Ne=l

konverguje pravé tehdy, kdy% konverguje fada
(-]
Z 2%y, . (41)
n=l
Dikaz. Oznadme &astedné soudty fad z a,, (41) po
fn=1
fadé s,, ¢,. Pak z nerovnosti (40) snadno dostaneme
égn =0+ a8+ ... + 8 >0, + ay 1 a,+ a;
+ oot 8t .y =a, + a; 4 2a, +
2n~1.krét
1
+ ...+ 2"—10121; =a + ?tn;

Sp =0+ + ... + 85 <0a +a,+ ay+
+ oo F gt . G = a, - 2a, +
2n-1.krét
ot 2, =gyt

Odtud plyne, Ze posloupnost &istednych soudta gsa,.}‘f
je ohrani¢end pravé tehdy, kdyZ je ohraniéend posloup-
nost {t,}. ProtoZe obé tyto posloupnosti jsou mono-
ténnf (neklesajici, protoZe a, > 0), znamena to, Ze bud
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obd konverguji, nebo Zadna z nich nekonverguje (srov.
vétu 8). To uZ je témér tvrzeni véty 28, aZ na to, Ze misto
hm 0 840 bychom potiebovali mit hm 8,. Aviak tyto limity

se rovna.]i (at jiZz jsou vlastni nebo obé 4+ o), nebot
jde o monoténni posloupnosti (srov. vétu 8’, 9). Tim
je véta 28 plné dokizina.

Pifklad 37. Dokondime rozbor fad (32) a (39), tj.
LI | @® (_I)n—l
T—alX ———
A=l ne n-l
V tomto pripa.de spliiuje fada (32) pfedpoklady véty 28.
Pritom je 2% = 2"/2'“’ = 28170 = 2%, kde ¢ <0,
takye 2¥ < 1. Rada (41) je tedy v tomto piipadé geo-
metricks fada s kvocientem g = 27, 0 < g < 1, tedy

fada konvergentni
Zévér. Rada Z —konvergu]e pro ¢> 1,nekonverguje

n=1 N
(ale mé soudet + o) pro ¢ < 1. Rada Zl(——nz—- kon-

verguje absolutnd pro ¢ > 1, neabsolutnd pro 0 < ¢ < 1,
nem4 soudet pro ¢ < 0.

, vySetfenim pipadu, kdy 1 <¢ < 2.

@
43. RADY TYPU X a,b,

n=l

Dost dasto se vyskytuji fady, u nichZ se pfimo nabizi
mo¥nost rozloZit jejich ¢leny na soudin dvou & vice
jednodusich &initeld. Otézkou je, kdy je takovy roz-
klad vyhodny a jaky je vztah mezi chovanim pivodni
tady, naprt.

X,

f=l
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kde ¢, = a,b, pro viechna pfirozend n, a fad
E Qp, E bn ,
n=1 n=1
popiipadé posloupnosti {a.}, {b,}°. Ke zkoumani této
otazky pouZijeme metody tzv. Abelovy parcidlni sumace.
@ -3 a
Oznadim-li ¢astedné sousty fad X a,b,, X a,, X b, poFadé
fm] A=l Al
8p, Un, Up, plati an = uy — Un_y, by = vo— v,_;. (Aby
tyto vzorce platily pro viechna pfirozend =, poloZme
pro pohodli %, = vy = 8, = 0.) MiZeme tedy psat
Sn = Usdy + (U — u3)be + ... + (Un — Us_y)bn =
= ay(b; — by) + ua(by — by) +
+ oo+ Un_y(bay — ba) + Usba . (42)
Odtud odvodime pomocnou vétu.
Pomocnd véta. Jestlite existuje takové &islo K, Ze plati

lua| < K pro viechna neN a jestlite posloupnost {bn}P
J2 monotdnni, pak plati

|sa] < K([bs] -+ 2{bal) -

Diikaz. Protoze posloupnost {b,}* je monoténnf, maji
ve vzorei (42) viechny rozdfly b; — b;,, stejné znaménko
(bud jsou vSechny nezéporné, nebo viechny nekladné).
Proto plati

n—1 n—1
Isnl S(?llui(bi—bi-'.l” + [unl-lbnl < K¢§1|bi— bi+1| +
n—1
+ Kb =K ‘.21 (b — bisr)| + Kool =

= K(|b, — ba| + [ba]) < K(|bs] + 2[Bu]) .
Diikaz je hotov.
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Odvodime nyni dvé kritéria konvergence pro tady,
které lze psit ve tvaru

§ azb, . (43)

n=1
Prvni z nich prameni z jednoduché dvahy:

JestliZe fada E a, konverguje, konverguje i fada > Clp,
fml =]}

kde ¢ je realné &slo. Na prvni pohled se zda, Ze kdyby-
chom uvaZovali misto &sla ¢ néjaks &fsla b, takova, Ze
|b2] < ¢ (tj. ohranidenou posloupnost), platil by obdobny
zavér i pro fadu (43). Neni tomu pfesné tak, nebot po-

(="
n

guje. Pfiddme-li viak predpoklad, Ze posloupnost {b,}®
je monoténni, miZeme vyslovit a dokazat prvni vétu:

loZime-li b, = (—1)*, a, =

, Tada (43) nekonver-

Vita 29. (Abelovo kritérium.) Nech? fada 020‘. a, konver-

Ne=]
guje a necht {b,}2 je monotonni ohraniéend posloupnost.
Palk konverguje i fada (43).

Dakaz. Sta¥i dokazat, Ze posloupnost ¢&asteénych
soudtt s, fady (43) spliiuje Bolzanovu-Cauchyovu
podminku (srov. vétu 7 a tlohu 8 kap. 3).

Bud déno &islo > 0. ProtoZe fada X a, konverguje,
n=1
spliiuje posloupnost jejich &asteénych souétt u, Bolza-
novu-Cauchyovu podminku. Existuje tedy takové
pfirozené &fslo n,, %e pro viechna k €N [n, + 1] plati
k
Y a,

fRemno+1

Iuk_—'uﬂA =

<7.
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Oznadime-li a, = @nyy4n, by = bny4n, miZeme tuto nerov-
nost napsat ve tvaru

a1 +az 4+ ... +aa| <7n; (44)
piitom tato nerovnost platf pro libovolné ptirozené
¢islo n. Pro peN [n, 4 1], geN [n, | 1] platf

P q ?
X ab,— X a.b, 2 agzh,

|85 — 8| = < +
n=ng9+1 na=np+1 n=ngo+1
q Py ¢—To
+| T s =| T albll+| T alby.  (45)
n=ng+1 n=1 n=1

PouZijeme nyni pomocnou vétu (str. 99) na fadu

E @pbn. Oznadime-li jeji &astedné soudty s, a &istedné
n=1

soudty ra.dy Z a,. oznad{me u,, pak nerovnost (44) lze

zapsat ve tva.ru |un] < n & z pfedpokladu monotonie
posloupnosti {b,}? plyne monotonie posloupnosti {ba}.
Platf tedy (viz (45))
8o — sal < ([b1 4 2{bo—no| + [B1] + 2[be—o|) =
= 1(2[bng+a] + 2(05] + 2/bo]) -
Protoie posloupnost {b,} je ohranidena, existuje &islo L
takové, Ze |b,| < L pro vSechna n eN. Proto plati

85— 8| < 6Ln.

BudiZ nynf ddno ¢ > 0. Polozime-li y = any =mn,+

L
+ 1, kde n, bylo zvoleno na zaditku dikazu, pak pro
P€eN[n,], geN [n,] plati

6
85 — 84| <e<e.
(Jeli L =0, je b, = 0 pro neN a vSe je trivialni.)
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Posloupnost &astednych soudtit s, fady (43) spliuje
Bolzanovu-Cauchyovu podminku a tedy konverguje.
Dikaz véty 29 je skonden.

Nasledujici véta je opét disledkem pomocné véty
(str. 99).

Véta 30. (Dirichletovo kritérium.) Nech? posloupnost
Cdstebngjch souts u, fady ;.a,,. je ohraniéend a necht po-
sloupnost {ba}® je wwnotd;z';;;, lim b, = 0. Pak fada (43)
konverguje. .

Dikaz. DokaZzeme opét, Ze posloupnost éastednych
souttl s, fady (43) spliiuje Bolzanovu-Cauchyovu pod-
minku. Necht plati podle piedpokladu |u.| < K pro

viechna n eN. Definujme ay, b;, 85, 4, jako v dikazu
predeslé véty. Potom pro kazdé » e N akazdé n, € N plati

n+ng
p ay
k=n9+1

Iu:ll = = |u1.+1|0 — unol S. 2K

i ’
p)] Ay
k=1

@
a podle pomocné véty, pouZité na fadu X aybs, plati

n=1
8 < 2K(Bi] + 24)) = 2K (PBugsal + 2basnol) -
Soudasné viak plati
185 — 8| < [8p— 8na| + l80 — 8| =

q
+ Z anbn = ]sl’)—ﬂo| +
f=ngd1
+ [8e—no| < 2K(2[bng4a] + 2005 + 2[0d]) 5
pokud peN [n, + 1], ¢eN [ng + 1].
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BudiZ ddno ¢ > 0. Podle pfedpokladi véty je lim b, =
=0, takie existuje n,eN takové, Ze pro ne'l?fno] je
|bal < 55 K (pHipad K =0 je stejnd trividlni jako
v predeslé vété). Potom vBak plati

12K
oo — ol < o f<e

pro viechna p eN [ny 4 1], ¢ €N [n, -+ 1]. Posloupnost
{sa} tedy konverguje, ¢imZ je véta 30 dokézéna.

Jestlize ve vétéch 29, 30 predpokladdéme absolutnf
konvergenci ra,dy }] On (poptipadé ohranidenost posloup-

nosti &istetnych souétu absolutnich hodnot, coZ je
ovéem toté%), jsou oba dikazy mnohem snazéf a vedou
k dikazu absolutni konvergence fady (43). Ale hlavni
vyznam obou vét je pravé v jejich pouziti na neabsolutné
konvergentni fady. Nap¥. v Dirichletové kritériu miZe-
me poloZit a, = (—1)* a dostaneme kritérium konver-
gence alternujici fady (srov. vétu 27).

Viimnéte si konedns, Ze jsou-li splnény pfedpoklady
Abelova kritéria, m4 posloupnost {b,} limitu: lim bn=2"

(srov. vétu 8). Rada 2 a,. konverguje, takZe posloupnost

jejich &astednych souétu je nutné ohranidend. JestliZe
misto posloupnostl {bs} uvaZujeme posloupnost {b, —
— b}, miZeme pouzit Dirichletova kritéria, z kterého

Plyne, Ze fada 5 a4(bp — b) konverguje.
n=1
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Protoze E a, konverguje podle pfedpoklada Abelova
nm=]l

kritéria, plati

Zanbn—zan(bﬂ—b)"l—bzan-

=1

Abelovo kritérium je tedy bezprostfednim disledkem
Dirichletova kritéria.

Priklad 38. Uplnou indukei snadno odvodite vzorec

)Esinkx——[cos z—cos[n—l— ]]/sm
k=1

ktery plati pro viechna z # 2cr (¢ celé ¢fslo). Je tedy

!
z sinka:) g_ll— pro viechna.neNa x # 2¢n
k=1 sin -
(c celé &islo). Podle véty 30 konverguje napf. Fada
5 L sin, na

n=l
pro x # 2cw; pro x = 2cw oviem konverguje také, takze
konverguje pro libovolné é&islo .

Piiklad 39. Rady tvaru
@ h
- f
El el 1(46)
kde ¢ je redlné &islo, se nazyvaji Dirichletovy. Véta 29
dava tento vysledek:
Konverguje-li fada (46) pro ¢ = y, pak konverguje
pro kazdou hodnotu ¢ > y.
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Mohu totiz psit

S g

A=l ne fwl nV

W;
b, = nv-c. Tento vysledek nenf tak samoziejmy, jak se

a poloZit v Dirichletové nebo v Abelové kritériu a, =

zdd na prvni pohled: konverguje-li fada X (ha/gn),gn >0
n=1
pro viechna n eN a plati-li g, > g, pro viechna neN,
nemusi konvergovat fada X (k,/gs). PoloZte napt. k, =
n=1

= (—1)*", g, = n, go = n pro n liché, g, = n® pro n
sudé. Proé v tomto piipadé nemiiZeme pouZit ani Dirich-
letova, ani Abelova kritéria ?

4.4, ASOCIATIVNI A KOMUTATIVNI
ZAKON PRO RADY

V tivodu tfeti kapitoly jsme upozornili na to, Ze vlast-
nosti zékladnf podetni operace séitani nelze bezprostied-
né prenaset na ,,séitdni nekoneéné mnoha &isel”“. Vzpo-

@
mefite si, Ze pokusy definovat soudet fady X (—1)**!
=]

byly netispésné pravé proto, Ze ,,uzé,vorkov';i,ni“ nebo
,,prerovnani‘ séitanci vedlo k paradoxnim vysledktim.
Definice souétu fady, jak jsme ji podali v odst. 3.2,

a0
odstranila jednu z uvedenych obtiZi: Jestlize fada X a,
n=1
m4 soudet (bud koneény, nebo 4+ o, nebo — ), pak
mohu jeji &leny libovolné ,,uzdvorkovat®. Piesné tvrze-
ni vyslovime v nasledujicf vété, kterou miZeme nazvat
asociativnim zakonem pro Fady.

105



Véta 31. Necht fada % a, md soulet a mecht {k.} fe
a=1

rostouci posloupnost prirozenych &isel. PoloZme ky = 0.

Potom fada E b, kde by = ar,_ 43 + Oy 42t - . G,

ne=l

md soubet a platt Za,. = Eb,..

A=1 =]

Dakaz je snadny. Posloupnost dastednych soudtt
S =a,+a,+ ... + a, fady Z a,. podle pfedpokladu

véty bud konverguJe nebo ma nevlastni limitu {4 oo
nebo — o). Aviak posloupnost dastednych soudtd fady

X b, je zfejmé vybranou posloupnost{ z posloupnosti
n=1

{8:}2 a tedy mé tutéZ limitu, vlastni nebo nevlastni.

Druhou nepiijemnost se ndm vSak nasi definicf souétu
fady nepodatilo odstranit. A nepomohlo by ani omezit
se na konvergentni fady, tj. vyloudit z nasich ivah fady
s nekonednym soudtem. Abychom se o tom pFesvédéili,

o (] tl
véimnéme si jeté jednou fady X -(—%)— , ktera kon-
n=1
verguje (srov. piikl. 34), a fady
1

—+...+

1 1 1 1 1 1 1 1
sttty a7tttz e

1 1 1
topan it Tgmp—p—1 o

kterd vznikne z pivodni fady tak, %e napiSeme vidy
ngkolik kladnych &lentt (postupnd jeden, dva, &ty#,
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osm atd.) a jeden zdporny. Z naSeho zdpisu je vidét
Ze dastedny soudet této ,,pferovmané* fady, zakondeny
nékterym (¥fekndme p-tym) zipornym &lenem, miZeme
napsat ve tvaru

5 [P
n=l zoon-2 2k — 1 %)

Oznadime-li tento ¢isteény soudet o(p), odvodime pro
p €N [3] snadno nasledujici vztahy:

on-1 1
o(p) > z (2(2n ) —1 _%]=
i 2Mn—2)+ 3 _ 2 2%(n—2)

s 2T —3) 20 ey 27

-1i(—F)=2me—2.

n=3

Odtud plyne, Ze posloupnost &asteénych soudtt ,,pferov-
nané‘‘ fady neni ohranidend a tedy tato fada nekonver-
guje. (Neni t87ké se piesvéddit, Ze ma soudet 4 o0.)

Pferovninim é&lent fady se ndm tedy podatilo z kon-
vergentni fady udélat nekonvergentni. Mohli jsme také
dosahnout toho, aby vznikla fada konvergovala, ale jeji
soudet byl razny od soudtu pivodni Ffady. Obecné tuto
skuteénost vyjadiime nasledujici vétou.

Véta 32. Soulet neabsolutné konvergentni fady lze pie-
rovndnim libovolné zménit. To znamend:

Je-li E a, neabsoluiné konvergenini fada, a rediné

fiaal

&islo nebo + oo nebo — o, pak existuje takovd posloup-
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nost piirozenyjch Cisel {k.}P, obsahujict kaZdé prirozené
Cislo prdvé jednou, Ze plati

L

X A, = &.

n=l

Posloupnost {k.}* je tedy jakousi ,,permutaci‘‘ mno-
Ziny pfirozenych disel.

Postup z pfedbéiné tvahy by nebyl moZny, kdyby
fada méla jen konedny podet kladnych élent nebo jen
konedny podet zépornych ¢lent. V tom piipadé by ovem
nemohla konvergovat neabsolutné. Pfedpoklad neabso-
lutni konvergence je tedy ve vété pfirozeny.

Dikaz véty 32 jen naznadime. (Pfesnd je proveden
napf. v knize V. Jarnfka, Diferencialni podet 11.) Roz-

délme ¢&leny neabsolutné konvergentni fady X a, ja-

n=1
ko v dikazu véty 26 na posloupnost &leni

byybyy oo by e
a posloupnost &lenti

C1,Cay v ooy Cny vvn s
(Jak kladnych, tak i zipornych ¢&lent je nekoneénd
mnoho, nebot jinak by fada E a, konvergovala absolutné;

n=1

srov. tlohu 4 na str. 113.) Pfitom

Eb,.=—§c,,=+oo, (47)

n=1 n=1

takze &asteéné soulty obou téchto fad tvoif neohrani-
¢ené (a oviem monotdnnf) posloupnosti. Platnost rov-
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nosti (47) plyne bezprostiedné z véty 18 a z pfedpokladu
neabsolutni konvergence rady Z o Kdyby totiz jedna
z fad v rovnosti (47) méla nekoneény soudet a druhd

konvergovala, nemohla by fada 5 a, konvergovat, nebot

n=1
by platilo bud
k k @
Z 229 2 2 bn h— z Cn
n=1 ne=l n=1
nebo analogicky
k k @
Ta, | =| Ze.l —2b,
=l fn=1 nal

(odedftéme soudet té fady, kterd je konvergentni) a
¢aste&né soudty fady X a, by nebyly ohraniéené. Kdyby
n=1

obd fady v rovnosti konvergovaly, platilo by podle véty
18 zfejmé

E la.| = %b,. 4 %(—c,.)
n=1 n=1 nel

a fada E a, by konvergovala absolutns.

ne=l

Je-li a redlné &islo, pferovname fadu takto: Nejprve
piSeme neziporné é&leny b,, b,, ... tak dlouho, aZ je
b + b+ ... + br, > a. Pak piSeme zdporné ¢leny
€y, Cy, ... tak dlouho, aZzjed, + b, + ... + &, + ¢, +
+ ... 4+ ¢, < a. Tento postup stile opakujeme. (To je
umoznéno pravé platnosti rovnosti (47).) n-ty tistedny
soudet této ,,plerovnané‘‘ fady se 1isi od &isla « nejvyse
o absolutnf hodnotu svého posledniho s&itance; to muze
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byt néjaky ¢&len b, nebo c;, ale jisté je to ¢len puvodni
fady, feknéme a,. Zvét3ujemec-li neomezené index =,
zvétSuje se neomezend i r (i kdyZ muZe byt obecnd
r < n). ProtoZe vSak ¢&leny plvodni fady konverguji
k nule, konverguje k nule i rozdil mezi &islem « a n-tym
¢éstednym soudtem ,,pferovnané‘‘ fady. Tak se dokaze,
Ze ,,pferovnand‘‘ fada ma soudet a.

Je-li « = 4 oo, postupujeme podobné jako v pii-
pravné ivaze pied vétou 32. Nejprve napieme tolik
nezapornych &lend by, by, ..., b,, Ze plati

byt byt . d by >1te|=1—c

(¢, je zdporné é&islo!). Pak napiSeme zdporny &len c;.
Dale napfSeme opét tolik nezipornych é&lent b,y 44, - - -,
ba,, aby platilo

by +b+ ... Fbay e F b+ F by >
>24 el =2—e¢,.
Pak napiSeme zaporny élen c,. Stejné pokradujeme dale,

takZe pii k-tém kroku vytvoiime skupinu ¢lenu fady,
sklidajici se z nezdpornych &lentl bny_y4q, « .., boy & z€

zdporného élenu cx, pii demZ plat
b1+b2+ “on +bnk>k+ ICkl =k_ck.

(Soudet na levé strand obsahuje ovSem kromsé &lena b,,

.5 bny, také &leny ¢, ..., cry.)

Posloupnost ¢isteénych soudtu takto vytvoiené fady
neni sice monoténni, ale ma nevlastnf limitu - co.
Snadno se totiZ pfesvédéime, Ze vSechny &astedné sou-
Sty této fady, které obsahujf k skupm, vytvofenych
popsanym zptsobem, jsou vétsi neZ .

e-li « = — oo, postupujeme obdobné, ale zaménime
roli kladnych a zé.pomych ¢élentt puvod.ni tady.
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Ve vété 32 byl podstatny piedpoklad, Ze pivodn{ fada
neabsolutné konverguje. Pro nekonvergentni fady véta
neplati: nékdy lze dosihnout toho, Ze po pierovnin{
fada konverguje, ale jeji soudet nelze pfedem zvolit.
Jindy nelze vitbee dosahnout toho, aby nekonvergentnf
fada se pferovnanim zménila na konvergentni. (Tento
piipad nastane jistd tehdy, kdyZ éleny fady nekonver-
gujf k nule.)

Na druhé strand absolutnd konvergentni fady maji
vlastnost pravé opadnou, nez je tvrzeni véty 32. Vyja-
dfuje ji nasledujici véta.

Vita 33. Soulet absolutné konvergentnt fady se nezméni
prerovndnim. To znamend:

Jestlite fada % a, absolutné konverguje a {r,} je po-
sloupnost p?"'iro;;?:ych Stsel, obsahujict kafdé prirozené
8islo pravé jednou, komverguje absolutn ¢ fada E‘. a.,
a platt "

@ ™
Z Ay = z a,“ .
A=l =1

Dikaz opét jen naznadime. Pfesny dikaz najde étendf
napf. v knize V. Jarnika, Diferencidlni podet II. Oznad-
me soudet pivodni fady s, jeji distedné soudty s,
dastetné soudty ,,pferovnané fady f,, soulet rady

> |aa| necht je o, jeji ¥dsteéné soudty oa. Bud & > 0.
nwl

Pak existuje takové ptirozené &fslo n,, %e pro viechna
n €N [n,] platf

1
lsn—n?l < ?3 (48)
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a také
1
]o‘,.—o|<?e. (49)

Vezmeme nyni tak ,,dlouhy* éasteény soudet pferovna-
né fady, aby v ném byly obsaZeny viechny é&leny a,
8 indexy od jedné do n,. Pfesné fedeno, najdeme
takové pfirozené &islo n,, Ze ke kazdému pfirozenému
tslu p << n, existuje takové ptirozené ¢&éfslo g < n,,
ze p = r,. (Uvédomte si, Ze je nutno poZadovat p = r4
a nikoliv jen a, = a,,, nebof &leny pivodni — a tedy
i pferovnané — fady se mohou opakovat.) ProtoZe
pferovnané fada obsahuje viechny &leny fady ptvodnf,
urdité takové n, existuje a plati n, > n,. Je-lin eN [n,],
plati tedy

oo — tal = |y + B3 + .. + Gug + Gaoas + .. +
+ ay—(ar, + a4 ... +ar,.l+a'r.1+1+
+ ... +a,|= i ak—ﬁ*a,k .
kmnig+1 Py

Ptitom hvézditka u druhého souétu znamena, Ze se séita
pfes ty indexy k, pro néZ je ri > ny. MiZe se oviem stat,
%e se néktery é¢len prvnfho soultu zrusf s nékterym
¢lenem druhého soudtu. V kazdém pipadé vsak plati
odhad (srov. (49))

m 1
ltn'—'s‘nlg > |ak|£|6_0'no|<'2—£;
kmng+1

kde m = max r; a tedy jisté m > n. Odtud a ze (48)
I<n
dostdvame

1 1
[ta— 8] < |ta— 8a| + |8n — 8| < Setge=e.
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Dokazali jsme, %e pferovnand fada konverguje a jejf
soudet je roven soudtu fady ptvodni. Dikaz absolutni
konvergence pferovnané fady se provede podobné.

Ulohy

-]
Pifeme vsude struénd I a, misto X a, apod.
n=1

1. Dokazte: Jestli fada Za, absolutnd konverguje a {ks};%, je
(-]

rostouci posloupnost pfirozenych é&isel, pak fada X ay,
fn=1
absolutnd konverguje.

2. Bud déne fada Za, a definujme b, ¢, pro n €N jako v di-
kazu véty 26. DokaZte: JestliZe obd fady Xb,, ¢, konver-
guji, pak konverguje i fada Xa, & to absolutnd a plati
Xa, = Xb, — Zo,, Za,| = Tb, + Zcg.

8.* Pfi oznadeni a,, b,, ¢, jako v predeslé tloze dokaite, Ze
nastane prévé jedna z moZnosti:
Xb,, Xc, konverguji a Za, konverguje absolutnd;
Xb, = + o, Xc, konverguje a Xa, = -+ o;
¥b, konverguje, Xc, = + © a Xa, = — ®;
Xb, = Z¢, = + waiada Za, bud konverguje neabsolutnd,
nebo nem4 soudet.
Udejte ptiklady na vechny moZnosti.

4. Dokazte: Jestlife fada neabsolutné konverguje, pak mé
nekoneénd mnoho kladnych é&lent i nekonednd mnoho zé-
pornych é&leni.
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