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3. kapitola

RADY

8.1. UVOoD

Pojmu posloupnosti pfedchazel v historii matematiky
pojem fady. Tento pojem se vztahuje ke séitani &isel,
tedy k velmi elementarni operaci. S jedinou vyhradou:
jde o problém sé&itani ,,nekoneéné mnoha‘* disel.

Jiz ddvno si matemadtici, filozofové &i ,,obydejni lidé*
v§imli, %e séitdme-li postupné zlomky %, -%, % atd.,
nepiekroéi soudet nikdy é&islo 1. Pfitom sedteme-li tato

disla aZ do bude soudet roven privé 1 — '511? Odtud

?,E';
byl jiz jen krok k zdvéru, Ze soudet % + % + % + ...

. 1
viech &isel tvaru o

kde » je ptirozené éislo] je pravé
roven jedné.

Vée se zdalo byt v potddku. Nikdo se zpodatku nepo-
zastavil nad tim, co to viibec znamen4 ,,sedist nekoneénd
mnoho ¢&isel”. Zminény vysledek byl zobeciiovan; doslo
se k zdvéru, Ze v piipads —1 < x < 1 plati

1 1 1 1
—t—tgt .=

x x?
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PotiZe nedinil ani pfipad # = 1: Veelku ve shodé se
»Zdravym selskym rozumem® se usoudilo, %e &isla na
levé strané rovnosti (tj. samé jednidky) nelze sedist,
nebof prava strana uvedeného vzorce nemé smysl.

Avsak kdyZ zadali matematici uvaovat o piipadu
2 = —1, narazili na pfekazky: vyraz vpravo ma smysl,
takZe bychom mohli psat

1

Ll l—1t .=

Divéame-li se viak na vyraz na levé strané jako na zapis
obydejné aritmetické operace séitani éisel, mél by pla-
tit asociativni zdkon. Podle ného bychom vSak mohli
psét

—141—14 ...=(—141)+
+(=14+1)+...=0+4+0+¢... =0,
ale také
—14+1—14...=—141—=1)+
+(0—1)+...=140+4+04...=1,
coZ dava ziejmé nespravné rovnosti
—3=0=1

Stejné i pouZitim komutativniho a distributivniho zako-
na dojdeme k rozporuplnym vysledkim:

_%=—1+1—1+... =1—14+1—1+...,
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ale také
1—14+1—14...=—(—141—1+4...)=

(44

Trvalo dlouhd léta — ¢&i spiSe staleti — neZ se poda-
Filo uspokojivé roziesit tyto a podobné otazky. Hluboké
uvahy, vyvolané uvedenymi paradoxy, vedly nakonec
k vytvofeni zakladnich pojmu klasické matematické
analyzy. Ohromujici vyvoj, kterym teorie fad prosla od
prvnich fundamentalnich praci Cauchyovych, z nf
vytvoril i dulezity prostiedek aplikaci matematiky.

3.2. DEFINICE

Budeme nyni definovat pojem fady, respektive souétu
fady, pomoci pojmu limity posloupnosti.

Definice 8. Bud {a,} posloupnost. Pak symbol E Gy

n=1
k
nazyvame fadou. Cisla a, jsou éleny fady, &islas, = T a, =
n=1
= a, + a, + ... + a; nazyvame jejimi édsteénymi
soulty. Existuje-li limita posloupnosti {s;};=,, 8 = lim s,
k>o

@w

fikdme, Ze fada X a, mé soudet (a to i v pipads, kdy limi-
n=1

ta s je nevlastni, tj. s = 4 © nebo 8 = —) a piSeme

E a, = s. Je-li limita s vlastnf (tj. koneé&né é&islo), Fikdme
n=1

také, Ze fada § an konverguje k &islu s (je konvergentnf).

n=1
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@
Neexistuje-li lim s; (ani nevlastni), fikdme, Ze ¥ada = a,
k> =l

nema soudet.

Definice byla dost dlouhd a vyskytlo se v nf nékolik
novych ndzvi. Vsimnéte si pfedeviim toho, Ze symbol

% a, ma vlastné dva vyznamy: jednak je vyjidienim pH-
n=1
kazu ,,utvof disteéné soudty a, + a, + ... -+ a; a zkou-
mej jejich limitu‘, jednak je pfimo oznadenfm pro hod-
notu této limity (pokud existuje). Dile si uvédomte
rozdil mezi vyrokem ,,fada ma soudet‘‘ a ,,fada konver-
uje‘‘. Konvergentni fada ma oviem soudet, a ten je
(koneéné) &slo. Rada, kterd ma soudet, nemusi viak
konvergovat: to nastane pravé tehdy, je-li jeji soudet
nekoneény, tj. 4+ o nebo — . Rozmyslete si také
vyznam negaci uvedenych vyroki a peélivé je rozliSujte!
K oznaéeni zavedenému definici 8 je tfeba jedté
poznamenat, Ze podobnd jako v pojmu posloupnosti
nemusf fada zad¢inat od indexu 1. Vedle uvedeného za-

pisu se setkdme nejéastéji s fadami tvaru X a,, ale také
n=0
X a,, Xa,apod.Jesamoziejmé, Ze ,séitaci index‘ muze

n=3 n=—2

byt oznaden jinak neZ n, napf. uank apod. Zipis a, +
k=1

+ a, + a3 + ..., ktery se dost dasto objevuje v litera-
tufe, nebudeme v této knizce pouZivat.

Priklad 25. Ve &kole jste se seznimili se soudtem
geometrické fady (srov. p¥iklad 5). Je-li @, = ag*! pro
véechna ptirozena &sla n, @ # 0, miZeme hovofit o fadé
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% agt. (20)

fn=]1

V piikladu 5 jsme ukazali, Ze plati

sh=a-tag+ ... +tagprl=a ll:i' - (21)

Podle véty 6 snadno odvodime, Ze posloupnost {s,}&
mé (vlastnf) limitu, pravé kdyz |g] < 1, a platf

lim s, = .
> l—q

Geometricka fada tedy konverguje pravé tehdy, kdyZ
lg] < 1, a platf
e a

Zagrl = .
n-:laqn l—q

(Ptipad ¢ = 0 jsme na rozdil od piikladu 5 nevyloudili.)

Je-li ¢ > 1, je posloupnost dastednych soudti {s,}2
monoténni a neohranidend podle vzorce (21) a plati
zfejmé (srov. iilohu 8, kap. 2)

lims, = +o nebo limsg, =—ow
>0 f>o

podle toho, zda @ > 0, nebo a < 0. Plati tedy

@®
2aprl=+4+o pfH a>0,¢g=>1,

n=l

an"ﬂ:—oo pii a<0,g>1.

n=1
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Je-li ¢ << —1, pak fada X ag®! nem4 soudet, nebot ze
ne=l

vzorce (21) plyne, Ze posloupnost éasteénych soudta je
neohranidend a p¥itom obsahuje jak kladné, tak i za-
porné &leny s libovolnd velkou absolutni hodnotou.
Celkem tedy dochizime k zivéru, Ze geometrickd Fada
mé soudet pfi ¢ > —1, konverguje pfi —1 < ¢ < 1.
(P¥pad ¢ = —1 uvazte sami — srov. piikl. 28.)

P¥iklad 26. Nalezndte soudet Fady

ked 1

2 —. 22

oot 7 1) (22)
Jde oviem jednak o to, zda soudet Fady existuje, jednak
o jeho hodnotu. V daném piipadé lze viak obé otdzky
vyfesit soudasnd. Z rovnosti

1 1 1
BEk+1) k k1

plyne ihned
b 1 s (1 1 1
w=Z W FD ",E,(T_kJrl)—l_?Jr
1 1 1 1 1
+?_?+"'+?—n+1 ~1—n-l-l
a tedy
lims, =1,
n->mo

Podle definice 8 tedy fada (22) konverguje a ma soudet
rovny jedné, tj.

d 1
Iamry - &

73



Priklad 27. VySetiime tzv. harmonickou fadu, tj. fadu
© 1
§=I Pl (23)
Protoze 711'— > 0 pro vSechna pfirozena &isla n, je posloup-

1 1
nost ¢astednych soudéti s, =1 + o + ... + P mono-

ténni (rostouci) posloupnost. Jestlize je ohraniéena, ma
podle véty 8 limitu; 1%esthze je neohranidend, ma ne-
vlastni limitu + oo. Rada (23) ma tedy jisté soudet;
otdzkou zustavd, zda je dokonce konvergentni. K roz-
fefleni této otdzky nam pomuzZe, omezime-li se na jistou
vybranou posloupnost z posloupnosti ¢steénych soudtii,

.y 1 1 1 1
totiZ na posloupnost {s,,};,. ProtoZe — 371 8
1 1 1

'€>'§’7
H + 5 + -+ 5 >+ + + + +

> i atd., plati

+'§+?+§+---+5+?{+---+'2—n=

2n~Lkrat

1 2 4 2n-1
=ltg+ot+gt -t =1+%.

Odtud plyne, Ze posloupnost {s,,}.-, a tim spie posloup-
nost {s,};2., je neohraniéend, takie podle p¥edchozf
uvahy fada (23) nekonverguje, ale plati

§i=—|—oo.

n=1 T
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Piiklad 28. V odst. 3.1 jsme uké,za.li jaké obtiZe na-
stanou, snaZime-li se sedist Fadu Z (—1)" Nyni je ihned

vidét, Ze definice se témto obtizim vyhnula jednoduse
tim, Ze ,zakédzala‘‘ takové fady séitat, tj. nepfifadila
jim %4dny soudet. Skuteéné, éistedné souéty této Fady
jsou —1, 0, —1, 0 atd., takZe jejich posloupnost mé dva
hromadné body —1, 0 a nemé tedy limitu (oviem ani

nevlastnf). Rada  (—1)" nem4 proto soudet.
n=1
Pokud by é&étenat povazoval takové Feseni za piilis
»laciné‘, miZeme jej uklidnit tim, Ze matematici ne-
ztratili zavedenim definice 8 zdjem o ty Fady, které
nemaji soudet. Aviak studium takovych fad daleko
pfesahuje ramec nasf knfZky.

8.8. NEKTERE ZAKLADNI POZNATKY
0 RADACH ’

Podobnsé jako je tomu u posloupnosti, ani u fad neza-
visi jejich konvergence na zméné konetného poétu
&lenu Fady. Av8ak na rozdil od posloupnosti, kde i hod-
nota limity je na takové zméné nezivisld, zméni Fada
obecné sviij soudet. To je piirozené, nebot zménou tieba
jediného ¢lenu fady se zménf vSechny &astené soudty,
které tento élen jiz obsahuji, a tedy se zménf i hodnota
limity posloupnosti éasteénych soustd. DokéZeme nej-
prve tuto vétu:

Viéta 16. Budif p prirozené &islo. Rada % a, konverguje
n=1
(md soulet) prdvé tehdy, jestlite konverguje (md soubet)
rada X a,.

n=p41
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Poznamenejme, Ze druhou fadu miZeme psat také
-]

ve tvaru X d,,,.
=1

Dikaz. Oznadime-li s, = @, + a, + ... + a, isteéné
soudty prvni fady, ¢, = @y, -+ ... + ap,, Gistedné
soudty druhé fady, pak zfejmé plati

bp = 8p4n—38p. (24)

@
JestliZze Fada X a, konverguje, platf podle véty 4

fal

- -]
lims, =lims,,, = X a,.
>0 ] =l

ProtoZe p je pevné pfirozené &slo, plati podle véty 6

lim¢, =lims,n—38,; (25)
fi->o n>o

existuje tedy limita d4stednych souéti fady > a, atedy
fn=p 41
tato fada konverguje; navic je jasné, Ze plati

Za,._Ea,.—.s,-—Za,.—-(al—l-aa—}- .+ ay).
fn=pt1 n=1
(26)

Jestlize konverguje ra.da. Z a,., stadf pfevést v rovnici
(25) élen 8, na levou stranu a opét podle véty 6 dostavi-

me, %e konverguje i fada 5 a, a plati (26).
n=1
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Pokud jedna z fad ma soudet + oo nebo — oo, plati
oviem opét (24), nebot zde jde o dasteéné (tedy koneéné)
soudty. Podle véty 12 pro nevlastni limity pak platf

lim ¢, =lim s,,, = lim g, ,
> o fi—>® fi->®

kde véechny tfi limity jsou nevlastni, a to bud v8echny
+ o, nebo viechny — co. Véta je dokdzana.

Tvrzen{ z podstku tohoto odstavee je nyni disledkem
této véty:

Véta 16. Jestlite fady > Oy 5 b, splitujt rovnosts a, =b,

fn=1 n=1
pro véechna pfirozend n neyvyé’e 8 vy;zmkou koneéného
poltu, pak bud obé fady maji soulet, nebo jej nemd Zddnd.
Konverguje-lIt jedna z obou 7ad, konverguje t druhd.

Diikaz. Plati-li a, = b, pro vSechna pfirozena » aZ na
koneény podet, existuje takové p¥irozené &islo p, Ze pro
viechna n €N [p] plati a, = b,. Potom vSak platf

Y = 2 by (27)

n=p+1 a=p+1
w
& tvrzenf véty 16 plynou z véty 15: ma-li napt. fada T a,
n=1
@ ®
soudet, mé soudet i fada X a,, tedy i ¥ b, podle (27)

n=p+t1 n=p+1

a znovu podle véty 15 ma soudet i Fada 5 by,. Ostatni
n=1
piipady se odvod{ zcela obdobns.
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Zikladni informaci o tom, zda dand fada mtuZe kon-
vergovat, nam &asto da tato véta:

Vita 17, Jestlize fada > a, konverguje, pak plati

n=1

lima, =0. (28)

a—>o

Dikaz. Oznadime-li jako obvykle s, =a, + a, +
+ ... 4+ a,, pak pro vSechna n €N [2] plati

Ap = 83— 8.

Protoze fada Ea,. konverguje, existuje lim 8, a podle
n=l
véty 4 platf hm 8, = lim s,_;. Podle vét.y 6 existuje
>
tedy lim a, a platl

n>w

lima, =lims, —lims,_, =0.
n->@ n1—>wo n—>w

Véta je dokazana.

Z ptikladu 27 vidime, Ze platnost vztahu (28) neni
postadujici k tomu, aby fada X a, konvergovala. Uka-

n=1
Zeme viak, Ze existuje pomérné duleZity typ ¥ad, pro
néi je (28) i postadujicf podminkou konvergence. (Viz
vétu 27, kde dleny fady piSeme sice ve tvaru (—1)*a,,
ale to nenf podstatné vzhledem k tvrzenf dlohy 3 kap. 2.)
ale o jeji konvergencl Skutednd, geometricks Fadae z pii-
kladu 25 s kvocientem g > 1 ukazuje, Ze fada muZe mit
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soudet (ovem jediné nekoneény), i kdyz neplati (28).
Pii vypoétu soudtu fad nam éasto pomuzZe nasledujici
véta, jez je slabsi, ale presto dileZitou obdobou véty 6:

Vita 18. Jestlite fady = an, 3 b, konverguji a ¢ je libo-
aml nel
volné éslo, plati

T (@n + b) = B an + 2 by, (29)

nwml n=1 n=1
Eca,,=c;.‘.a,.. (30)
=1 n=1

(To znamend, Ze rady vlevo konvergujl a platt napsané
vztahy. )

Dikaz plyne bezprostiednd z véty 6 a pfenechame jej
proto &tenaki. Ctend¥ si také muze rozmyslet, jaka
tvrzeni lze vyslovit, pfedpokldédame-li misto konvergen-
ce jen existenci soudtu (tfeba nekone&ného).

Poznamenejme jesté, Ze vzorec (29) pfedstavuje jistou
formu asociativniho zdkona pro (konvergentni) fady:
misto abychom nejprve sedéetli odpovidajici ¢leny obou
fad vpravo a pak utvofili ,,nekoneény soudet (tj. sou-
det Fady), muZeme nejdiive najit oba ,nekonedné
soudty‘* a ty pak sedist. Ctenat se snadno presvéddi, Ze
vzorec (29) neplati obecné pro nekonvergentni Fady,
dosadi-li t¥eba @, = 1, b, = —1 pro viechna pfirozena
tisla n.

Podobné vzorec (30) je jistou formou distributivniho
zékona: bud nejprve vynasobime kaZdy ,séftanec’
(8len fady) éislem ¢ a pak sedteme, nebo nejdiive seéteme
a pak cely soudet vynisobime &fslem c.
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8.4. KONVERGENCE RAD
8§ NEZAPORNYMI CLENY

Vyznamné misto mezi fadami zaujimaji ty, jejichz
viechny dleny maji totéZ znaménko (pfitom nékteré
¢leny mohou byt rovny nule). To znameni, Ze plati bud
@, = 0 pro viechna n € N, nebo a, < 0 pro viechna
n €N. ProtoZe podle v&ty 18 plati

Z (—a,) = —Z a,, .
A=l

jakmile jedna z napsanych fad konverguje (stadi do-
konce, ma-li soudet — tfeba i 4 oo nebo — o0), stadi si
zvolit jednu z obou nerovnosti, napf. @, > 0. DosaZené
vysledky se snadno pfenesou na pi‘ipad fad, jejichz &leny

spliiuji nerovnost a, < 0. Radu Z - Ons jejiz &leny spliuji

nerovnost a, > 0 pro viechna n eN budeme piirozené
nazyvat fada s nezdpornymi &leny.

Davody, prod se témito fadami budeme zvlasté zaby-
vat, jsou v podstaté dva. Prvni z nich je ten, Ze posloup-
nost d&astednych soudti takové Fady je monoténni
(neklesajici). Mohou tedy nastat dva piipady: bud je
tato posloupnost ohranidend a tedy mi podle véty 8
(vlastni) limitu, tak¥e fada konverguje, nebo je neohra-
nidend a pak podle tlohy 8, kap. 2, méa nevlastn{ limitu
+ o0, takze fada mé soudet 4 oo. Tento vysledek miZe-
me vyslovit jako vétu:

Véta 19. Rada s nezdporngmi leny md vidy soudet;
konverguje prdvé tehdy, kdy% posloupnost jejich Edstecnych
soulti, je ohranibend.
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Druhy duvod je ten, Ze kaZdé fadé X a, (jejiZ dleny
=l
mohou mit rizné znaménka) mizeme pfitadit,,fadu abso-
lutnfch hodnot‘‘ X |a,|, coZ je fada s nezdpornymi &leny.
f=1

Z jejiho chovanf miZeme dasto soudit na chovanf plivodni
fady (srov. odst. 4.1).

Téméf samoziejmym dusledkem véty 19 je tzv. srov-
nivaci kritérium, které ndm umoZiuje rozhodnout
o konvergenci dané ¥fady na zékladé znalosti chovan{ jiné
fady (které se dasto ¥kd majorantni Fada):

Véta 20. (Srovndvacf kritérium.) Nech? platt 0 < a, <
< b, pro vdechna n eN. Jestlite fada X b, konverguje,
=]

konverguje i fada § a, a plati
=]l

S, < 2b,. (31)

A=l A=l

Dikaz. Za predpoklada véty plati pro kazdé piirozené
dislo » nerovnost

0<a,+ay+ ... +a, <by+ b+ ...+ ba.
ProtoZe podle véty 19 je posloupnost éisteénych sousti
fady X b, ohranidend, existuje &islo K takové, Ze |b; +
A=l

+ b3 4+ ... + bs| < K pro viechna n €N a tedy zfejmé
platf také [a; + a3 + ... 4 a.| < K pro véechna n eN.

@«
Opét podle véty 19 dostdvame, Ze fada X a, je konver-

n=1

gentnf. Nerovnost (31) plyne z tlohy 1, kap. 2.
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Piiklad 29. Harmonickd fada (23) je zvladtnim p¥i-
padem fady

. |
T -, 32
Rar (32)

kde c je redlné éfslo. Ziejmé je n° > 0 pro kaidé neN,
takZe jde o fadu s nezipornymi éleny. DileZity je piipad
¢ = 2, tj. fada

21
> —
n=1 nz

DokaZeme, Ze tato fada je konvergentnf, pouZitim srov-

névacfho kritéria, v némz poloZime b, =

nn + 1)
pro vsechna pfiro-

1 1
Pl 0< o = 7@+ D)

zené n. ProtoZe fada §

,._17L(anl) konverguje podle p¥i-

kladu 26, konverguje podle véty 20 i fada '§1 _(_n——:_l)“ .
Ziejmé viak platf

® 1 © 1

20— =3 —

o=t (4 1)2 pae n?

(snadno se presvédiite, Ze obé Fady majf tytéZ ddstedné
soudty) a podle véty 15 konverguje také Fada ”i_lol;—z.
(P¥esnou hodnotu jejiho soudtu nenfi tak snadné najit:
ukazuje se, Ze je rovna % .

Je-li nynf ¢ > 2, miZeme na Fadu (32) pouiit srov-
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névacf kritérium, v nédm¥ polozime b, = ;Ll—z—, nebot jisté

1 1
plati nc > n? a tedy 0 < S jE Pro viechna n e N.

Je tedy rada (32) konvergentni, jakmile ¢ > 2.
Srovnavaci kritérium ndém umoziiuje obdrZet i nega-

tivni vysledky. Nechf je ¢ < 1. Pak plati 0 < % < % .

Kdyby fada (32) (pfi ¢ < 1!) konvergovala, plynulo by
ze srovnivaciho kritéria, Ze harmonicka fada (23) rovnéz
konverguje. To je viak ve sporu s vysledkem piikladu
27. Tedy fada (32) pfi ¢ < 1 diverguje. K 1iplné diskusi
fady (32) nam chybf piipad 1 < ¢ < 2. Ten vysettime
pozdéji (viz piiklad 37).

Ze srovnavaciho kritéria miZeme odvozovat specidlnéj-

8f véty tim, Ze misto Fady > b, vezmeme néjakou kon-
a=1

krétni Fadu, jejiz chovani je ndm zndmé. Nejdastéji uzi-

vanym vysledkem je tzv. Cauchyovo kritérium, v némz

pouzijeme geometrické Fady.

Véta 21. (Canchyovo kritérium.) Bud ddna posloup-
nost {a,}. Necht existuje islo q takové, Ze ¢ < 1, a priro-
zené ¢islo k takové, Ze pro vdechna n e N [k] platt a, > 0,

Va_,. < q. Pak ada 5 a, je konvergenini.
fe=l

Dikaz. PoloZime-li g = b,, plyne ihned z véty 20,

@
Ze Ffada X a, je konvergentni. Z véty 15 pak dostivame,
n=k

@©
7e také fada X @, je konvergentni.
n=1
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Priklad 30. DokiZeme, Ze je-li  jakékoliv nezdiporné
dislo, je fada X % konvergentni. Je totiz
n=1
n  ——
A A
[n) T n T2
pro viechna pfirozena &isla n > 2x. PoloZime-li ¢ = —%—,

je konvergence fady X :—: dusledkem véty 21, a kde pfi
n=1
daném « poloZime k = [22] + 1.

Piiklad 31. Pro harmonickou fadu Z — pla,ti V— <1

n=1 N
pro vsechna pfirozend ¢&isla n. Jak vime (srov. pii-
klad 27), harmonicka fada nenf konvergentni. Ve vété 21
tedy nemuzZeme obecné poloZit ¢ = 1, dokonce ani tehdy,
n

kdybychom neostrou nerovnost Va < ¢ nahradili

ostrou nerovnost{ J/a, < 1.

Ze srovnavaciho kritéria dostaneme snadno také
tzv. podilové kritérium.

Véta 22. (Podilové kritérium.) Nechf 0 < a,, 0 < b,

An41 < busy
an ba

(-]
pro véechna pFirozend isla n a necht fada T b, konverguge.

fne=l

Pak konverguje t rada E Qp.

fne=l
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Dikaz. Uvédomme si, Ze viechny ¢&leny obou fad jsou
kladnéa ¢isla, takie vSechny zlomky, které budeme psit,
maji smysl (a jsou to kladna é&isla). Je-li n» pfirozené
¢islo, platf

On O O B b bay by b
@ Ga g Gag a; = bay ba b, b,
a tedy

a,
a,.gb—lb,..

O
Konverguje-li fada X b,, konverguje podle véty 18i fada
n=1,
oy

5 b, & podle srovnivaciho kritéria (véta 20) kon-
n=1 0y

0
verguje i fada X a,.
A=l
I v této vétd miZeme poloZit b, = ¢*, tj. pouiit ke
srovnani geometrickou fadu. Dostaneme tzv. d’Alem-
bertovo kritérium:

Véta 23. (D’Alembertovo kritérium.) Bud ddna po-
sloupnost {aq}2n,. Necht existuje &islo ¢ < 1 a piirozené
bslo k takové, Ze pro vdechna ne N[k] plati a, > 0,

®
0< %’;ﬂ < q. Pak fada X a, je konvergenind.

fn=l

Dikaz. ProtoZe ¢ je podil dvou po sobé jdoucich &lend
geometrické posloupnosti (s kvocientem ¢, 0 < ¢ < 1),

plyne z vdty 22 konvergence Fady %aﬂ a z véty 15

A=k

konvergence fady > .
A=l
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Pi{klad 32. PouZijeme vé&tu 23 na fadu 2‘. ML kde =
n=1 N
je libovolné kladné é&islo. PoloZime-li W = @, jo
il
Uy _ (n+1)! _ =z
a, z T 41
—r
Pro viechna n > z je w1 < PR miZeme tedy
polozit ve vété 23 ¢ = _T_ T < 1 adostivame, Ze fada
Z nﬂ konverguje pro viechna kladna z.
=1

Pfiklad 33. Konvergenci Fady Z nz®, kde z je dané

kladné &fslo, bychom mohli opét vysetrlt pomoci d’Alem-
bertova kritéria. Vhodnéjsi je viak odvodit tzv. limitni
d’Alembertovo kritérium, které je uZiteéné i v jinych
piipadech.

Véta 24. (D’Alembertovo limitni kritérium.) Bud a, >
> 0 pro vdechna n a necht plati

Qpyq

lim — < 1.

n>o an

Pak fada > a, konverguje.

n=1
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Dikaz. Polotme lim 2241 . = a < 1. Pak je — (1 —

fi->o
—a) > 0 a tedy existuje takové pfirozené éislo n,, %o
pro viechna n e N [n,] plati

An 1 1 _1
oMot gl—a =5 @+ <1,

Podle d’Alembertova kritéria (véta 23) tedy ¥ads  an

=1
konverguje.

Vratime-li se k prikl. 33, vidime, Ze
(n+ Dttt w41

= r—>x.
nx" n

Je-li z < 1, tfada §m:" konverguje. Pro > 1 oviem

n=]
nekonverguje (napt. podle véty 17).

Zkuste pro srovnani FesSit piiklad 33 pifmo pomoci
d’Alembertova kritéria (véta 23). Uvidite, Ze postup je
sloZitdjsi, protoZe ¢&islo ¢ musite volit v zdvislosti na
éisle x.

Podobné jako limitni d’Alembertovo kritérium miZe-
me vyslovit i tzv. limitnf Cauchyovo kritérium:

Vita 26. (Cauchyovo limitnf kritérium.) Bud a, > 0
pro vlechna pfirozend n. Necht plati

n
lim Va,. <1,
fa->o

Pak fada E a, konverguje.

n=l
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Dikaz ]e obdobny ]ako pro vétu 24. PoloZime-li

a = hm Va,,, pak je —(l—a) >0 a tedy existuje

takové n,, Ze pro vSechna n € N [n,] plati |Va— al <

1 . v— 1
<5 1—a), . 0<la <51 +a)=g<l
Z Cauchyova Lkritéria (véta 21) plyne konvergence
fady 2 a,.

el

Ulohy

-]
Pifeme v3ude struénd Za, misto X a, apod. Abychom mohli
n=1

v nékterych dlohdch hovofit i o nekonvergentnich Ffadéch,
definujmo ¢ < + ©, — w0 < ¢ pro libovolné redlné é&islo ¢
iproc = + ®, ¢ = — 0.

1. Dokazte: Je.li a, < b, pro v8echna n € N a maji-li obé fady
Za,, Ib, soulet, plat{ Xa, < Xb,.

2.* Dokaite: Je-li @, < b, < ¢, pro viechna n € Nafady Za,,
o, konverguji, konverguje i fada b, a plati Za, < Tb, <
< Zey.

Ukazte na ptikladu, Ze tvrzeni neplatf, nahradime-li slovo
pkonverguje‘* v obou piipadech slovy ,,mé soudet‘.
Piesto je moZiné vyslovit a dokézat podobnou vétu pro
nekonvergentni fady, které maji soutet. Pokuste se o to!

8. Dokaite: Necht plati 0 < @, < b, pro viechnan € N.
Jestlize fada Za, nekonverguje, pak nekonverguje ani fada
Xby.

4. Doka?te: Necht 0 < a,, 0 < by, Gp41/a, < bpy, /b, Pro
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5.

7.*

8‘

viechna n € N. Jestlize fada Xa, nekonverguje, pak ne-
konverguje ani fada Xb,.

DokaZte: Necht {a,} je posloupnost nezdpornych &isel
a nechf pro nekoneéné mnoho éisel n € N plati a,y,/a, > 1.
Pak tada Xa, nekonverguje.

Dokazte: Necht {a,} je posloupnost kladnych &isel a necht

n

Pro nekone&nd mnoho &iseln € N plati Va—,,_ 2 1. Pak fada
Za, nekonverguje.

Formulujte a dokaZte srovndvaci kritérium (obdobné vété
20) pro fady s nekladnymi &leny.

Dokezte (s pouZitim vty 7): Rade Ta, konverguje prévs
tehdy, jestlize ke kazdému &fslu ¢ > 0 existuje takové pFi-
rozené &fslo n,, %e pro vlechna &isla p €N [n,], g € N [n,]

[
splitujfef p< ¢ plati | £ a, | < &. (Bolzanova-Cauchyova

n=p+1
podminka pro Fady.)
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