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2. kapitola

KONVERGENCE A LIMITA

2.1. DEFINICE LIMITY A ZAKLADNI
VLASTNOSTI

V této kapitole se seznamime s jednim z nejdalezitéj-
Sich pojmt matematické analyzy. Jde o pojem limity,
ktery stal u zrodu matematické analyzy a stal se pro-
sttedkem, ktery umoznil popsat matematicky 8irokou
skalu fyzikalnich jevl, nemluvé jiZ o jejim vyznamu
pro rozvoj samotné matematiky. V nasi kniZice se bu-
deme zabyvat jen limitou posloupnosti, takZe se vlastné
dotkneme jen okraje této problematiky. Ale na druhé
strané nam posloupnosti umozni sezndmit se s charakte-
ristickymi vlastnostmi tohoto pojmu na pomérné jedno-
duchych objektech.

Vsiimnéme si nejdfive dobfe znimé véci, totiz desetin-
ného rozvoje redlného &isla. Vime, Ze kazdému redlnému
¢islu piislusi jeho desetinny rozvoj. S vyjimkou téch
raciondlnich é&isel, ktera lze zapsat jako zlomky se jme-
novatelem rovnym néjaké mocniné deseti, je tento
rozvoj nekoneény. ProtoZe s nekoneénym desetinnym
rozvojem se pracuje velmi Spatné, pouZivame misto
ného p#i poditini obvykle desetinny zlomek, ktery
vznikne, napiSeme-li z desetinného rozvoje ¢&isla jen
konedny podet &islic. Tak napf. misto &isla V2 milZeme
pouiit pfibliZného vyjadfeni: 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142;
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1,41421; 1,414213; 1,4142135 atd. P¥itom, pouzijeme-li
prvniho vyjadfeni, neudélali jsme jisté vétsi chybu ne
0,1; pouzijeme-li ¢tvrtého napsaného vyjadfeni, nebude
chyba vétsi nez 0,0001 atd. Napiseme-li vice (spravnych)
dislic, chyba se jisté nezvétsf. Je-li tedy pfedem uréena
pozadovana pfesnost, muZeme vidy najit tak velké
piirozené ¢islo p, abychom pfi napsini p (nebo vice)
spravnych &fslic desetinného rozvoje éisla V2 neudélali
chybu vétsi, nez je dovoleno. Snadno se presvédéite, Ze
je-li poZadovana ptesnost (tj. povolena chyba) déna
kladnym éislem a, staéi najit takové piirozené ¢&islo p,
ze p > |log «|.

Napsané desetinné zlomky definuji jistou posloup-
nost racionalnich &isel r,, jejiZ n-ty élen dostaneme
jako desetinny zlomek, p¥islusny é&islu V2, o ,,délce*’ n.
Podle toho, co jsme Fekli, mé posloupnost {r,} tuto
vlastnost: je-li « kladné é&islo, pak rozdil [l/2—-r,,| je
mensi neZ « pro vsechna ,,dostateéné velkd'* p¥irozena n.
Mazeme tedy Fici, Ze J/2 je jistd mez & hranice, k niz se
¢leny posloupnosti blizi. Vyslovime nyni definici, ktera
vystihne to, co je na nasem piikladu podstatné.

Definice 4. Cislo ¢ se nazyva limitou posloupnosti
{a.};2,, jestliZze plati: ke kazdému kladnému &islu ¢ > 0
existuje takové prirozené éislo ny, %e pro viechna pfiro-
zend n, n > n,, plati

lan — a] < e.

Piseme ¢ = lim a, nebo struéné ¢ = lim a,,neboa, — a.

n—>m
Jestlize posloupnost {a,}?, ma limitu a, fikame, Ze
konverguje k a nebo Ze je konvergenint.

28



Je tieba si uvédomit, Ze &éislo n, zdvisi obecné na &isle
e. To muzeme vyjadiit zapisem n, = ny(e), ktery ¥ika,
Ze ny je funkei e. Nemuizeme tedy (aZ na zeela jednoduché
piipady) najit takové pevné n,, aby pro jakékoliv kladné
gislo & platila nerovnost |a, — a| < & pro viechna pfiro-
zend n, n > n, Uvazujeme-li ¢ velké, stadi ¢asto volit n,
pomérné malé; nékdy plati poZadovand nerovnost pro
vlechna piirozena ¢&isla n, takie miZeme volit ny, = 1.
Zmensime-li &slo ¢, je obvykle nutno &islo n, zvétsit,
jak to uvidime v piikladech. i

Nase definice skute¢né vyjadiuje, Ze od jistého indexu
lezi jiz vSechny dalsi ¢leny posloupnosti, velmi blizko
éislu a; ptitom vyznam réeni ,,velmi blizko* muzZeme
konkretizovat volbou &isla e. Obracené: jestlize chceme
znat &islo a s jistou (danou) presnosti, vime, Ze staéi
misto néj zjistit néjaky ,,dostatedné vzdaleny‘‘ &len
posloupnosti; chyba pak jisté nebude vétsi, nez poZa-
dujeme. Samoziejmeé vyznamslov ,,dostateéné vzdaleny*
se méni nejen s pozadovanou piesnosti, ale je rizny pro
razné posloupnosti.

Dohoda o oznadeni. V dalsim vykladu se budeme velmi
dasto setkdvat s mnozinou vSech pfirozenych éisel a s je-
jimi podmnozZinami uréitého typu. Zavedeme proto pro
mnozinu ptirozenych ¢isel stalé oznadeni N a pro mnozi-
nu, ktera obsahuje pfirozené ¢islo n, a viechna ptirozens
¢isla vétsi neZ m,, oznadeni N [n,]. Je_tedy N [n,] =
={ne N|n >ne, N =N[l1]

Je jasné, Ze existuji posloupnosti, které nemaji limitu.
Velmi jednoduchym piikladem takové posloupnosti je
posloupnost {n}?. Skuteénsé, kdyby é&islo p bylo limitou
této posloupnosti, existovalo by takové prirozené &islo
7y, Ze pro viechna n € N [n,] by platilo;
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|"—P|<§

(zvohh jsme & = —-] Potom vSak by platilo také

nebot je-li n eN [n,], je také n + 1 €N [n,]. Na druhé
strané viak trojihelnikova nerovnost dava (viz pozn.
pod &arou na str. 21)

1 2
o+ 1) =gl [[tn - Dl — | > 1= | = 5

co? je spor. Cislo p (které bylo zvoleno libovolné) neni
tedy limitou posloupnosti {n}.

Nejjednodussi posloupnosti, ktera ma limitu, je tzv.
konstantni posloupnost, tj. posloupnost, jejiz viechny
¢leny se navzdjem rovnaji: @, = a pro viechna n eN. Pak
zfejmsé lim a, = a, nebot |a, —a| = Oa tedy la, —a| < ¢
pro viechna n € N a jakékoliv kladné éislo e.

Na zékladé nasf ivodni ivahy muZeme odekavat, Ze
posloupnost nemiuze mit dvé razné limity: to by zna-
menalo, Ze Gleny posloupnosti vyjadfuji s libovolnou
piedem danou piesnosti dvé raznd ¢isla: napf. dany
desetinny rozvoj by neurdoval jednoznaéné realné &islo.
Skuteéné, plati tato véta:

Véta 1. Kazdd posloupnost md nejvgde jednu limitu.
Dikaz. Bud {a,}® posloupnost a predpoklade]me e
plati lim a, = a, lim a, = &', a # a’. Potom je
> i—>w
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1
?[a—a’l > 0 a tedy podle definice limity existuje

takové pfirozené &islo n,, Ze pro viechna n e N [n,] plati
1
o — 0| < 5 o —a]. @)

Podobné existuje ptirozené ¢&islo n, takové, Ze pro
viechna n €N [n,] plati

1
|a,,—a'l<?|a——a’|. (5)

Pro pfirozena ¢&isla n > max (n,, »,) plati tedy obé ne-
rovnosti (4), (5); z toho snadno odvodime spor:

o — @] < la—ai] +

1 1
-+ la,,—a’[<-2'|a—a,’|+ ?|a—a’| =|le—a'|.

P¥fklad 13. Plati lim - = o.

fn->m

Dikaz. Je-li ddno ¢ > 0, zvolime za n, néjaké ptiro-
zené &islo vétsi nez lfe (napf. n, = [l/e] + 1). Pak

ni < ¢ a pro n € N [n,] plati
0

1 1
——0‘=—g—<e.
n T my

Pozndmka. V dikazu jsme v podstaté pouzili jediny
fakt: totiz Ze ke kaZdému realnému é&islu existuje é&islo
vétdi. To ostatni byla ,jen’ technicka zileZitost —
i kdyZz pravé ta miZe byt nékdy nejobtiznéjsi.
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n+1

Priklad 14. Plati lim

Dikaz. Jest
l_n—l—l _1’_-' n+1—n

n

je-li e > 0, zvolme ny, = [1/e] + 1 jako v piredeslém pii-
kladu 13. Pak ziejmé plati

pro viechna éisla n €N [n,].

Priklady 13, 14 nds vedou k formulaci véty, jejiz
diukaz pfenechame &tenafi jako cvideni.

Véta 2. Bud {a,}® posloupnost, a redlné Eislo, b, =
= |a, — a|. Pak plati lim a, = a prdvé tehdy, jestlize

ny>wo
lim b, = 0.
n->o

V piikladu 13 jsme vidéli, Ze ve volbé &isla n, (p¥i
daném ¢ > 0) mame jistou volnost: stadilo vybrat je
tak, aby bylo =, >%. Kdyby bylo napt. ¢ = 1000’
miiZzeme volit za n, ¢islo 1001 nebo kterékoliv vétsi pfi-
rozené ¢&islo. Kdybychom tedy zménili tfeba prvnich
10 000 &lentt posloupnosti (napf. je vSechny zvétsili na
¢islo 1), nijak to podstatné neovlivni nasi dvahu: stadéi
vzit ny = 10 001. To nés vede k nasledujici véteé.
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Vita 3. Jsou-li {a.}, {ba}> posloupnosti a existuje-li
takové pfirozené &islo k, Ze platt a, = b, pro vdechna
n €N [k], pak plati

limb, =a (6)
>

prdvé tehdy, kdyz
lima, = a. (7)
n>w

Dikaz. Necht plati (7). Bud ¢ > 0 a nechf n, je ptiro-
zen$ &islo takové, Ze pro viechna n €N [n,] plati

lan —a| < ¢. (8)

Zvolme n, = max (ny, k). Pak pro » €N [n,] plati souas-
né nerovnost (8) a rovnost b, = a,, tedy

|bn —a| < e.

Tim je dokdzdno (6) a tedy i véta 3, nebof obricené
tvrzeni plyne ihned zdménou a,, b,.

Podobného typu je nasledujici véta, jejiz dikaz pte-
nechavime &tenati:

Vita 4. Budte {a.}2, {ba} posloupnosti a necht existuje
takové celé &slo k, Ze by, = @, pro viechna piirozend n,
pronéZjen + k > 0. Paklim b, = a, prdvé kdyélim a, =

fn>w n>w

= a.

Pozndmka. Vsimnéte si, Ze k mu¥e byt i zdporné,
tedy mitiZeme &leny posloupnosti ,,posunout dopiedu‘
i,,dozadu®.
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Nasledujici véta vyjadiuje souvislost mezi pojmem
ohranidenosti posloupnosti a jeji konvergenci.

Véta b. Kazdd konvergenini posloupnost je ohranifend.

Dakaz. Necht {a,}* je konvergentni posloupnost, tj.
existuje
lima, =a.
fn->wo
Podle definice existuje éislo n, takové, %e pro vSechna
n €N [n,] plati
e —a| < 1.

(Zvolili jsme ¢ = 1.) AvSak potom zfejmé plati pro viech-
naneN
laa| < K,

kde K = max (a;, @y, .. ., @n_y, @] + 1), & tedy posloup-
nost {a,} je ohranicena.

Ohranidenost je tedy podle véty 5 nutnou podminkou
k tomu, aby posloupnost konvergovala. Neni viak pod-
minkou postadujici, nebot existuji ohrani¢ené posloup-
nosti, které nemajf limitu. UkaZeme si takovou posloup-
nost.

. _(=)rn -
Priklad 15. PoloZzme A, = T{_—l—. Pak pl&ti

|#a] <1 pro viechna pfirozend n, takie posloupnost

® iy y "y .
{a.} je ohranidena. ProtoZe P 1 T e

posloupnost absolutnich hodnot {|a,|}@ zfejmé rostouci.
Protoze &leny pavodni posloupnosti stfidaji znaménka
(liché ¢leny jsou zaporné, sudé jsou kladné), odvodite
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odtud snadno nerovnosti @ << @211y Gax_1 > @uky1 PO
viechna pfirozena k a tedy také

2
a’2k2a2=?; a.’k+l£a1=_-2—,
7

2 1
a2k_a2k+12§‘+?=ﬁ.-

Predpokladejme nyni, Ze lim a, existuje a oznaéme ji a.
Pak existuje takové n, €N, Ze pro viechna n € N [,] plati

| 1
T, — a[ < —E
zvolili jsme ¢ = %] Zvolme takové sudé &¢islo n = 2k,
Ze 2k €N [n,]. Potom i 2k 4 1 eN [n,]. Plati tedy
1 1
lazk i al < 9 |a2k+1 — a] < 7

a z trojihelnfkové nerovnosti plyne
|G — Goies1| < |Gk — @] + @241 —a] < 1.

To vsak je spor, nebof jsme ji% odvodili, Ze plati

Gop — Qo1 = ik

Posloupnost {a,}* tedy nemd limitu.

Pifklad 9 ukazuje, Ze posloupnost P(n)/@Q(n), kde P, @
jsou polynomy, miZe mit limitu jen tehdy, je-li stupen
polynomu P mensf & roven stupni polynomu Q. D4 se
dokézat, Ze v tom piipadé skutedné limita existuje. Ale
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jak vypoéitat jeji hodnotu? K tomu nim poslouzi na-
sledujicf véta (jejiz dosah je ovem mnohem Sirsi).

Véta 6. Je-li lim a, = «, lim b, = b, pak plati

lim (a, + b,) = a + b, (9)
lim a,b, = ab. (10)
Je-li navic b # 0, je také
.1 1
lim H = ?. (ll)

Pozndmka. Z véty oviem plyne (za stejnych pfedpo-
kladd)

lim (a, — b,) = lim [a, + (—b,)] =
= lim @, + lim (—b,) = lim @, + lim (—1) lim b, =

=lima, —limb, =a—b

(nebot lim (—1) = —1, jak snadno ovéfite),
. On . .1 e ..
lim b hma,,,b—'l = lim a, ]lmE— =3 pPiid #0.

Ve formulaci véty jsme nepfedpoklidali, Ze vSechna
b, jsou raznéd od nuly, takze bL nemusi byt pro nékteré
n definovano. DokaZeme v8ak pomocnou vétu, kterd
zarudi, Ze od jistého indexu jsou jiz vSechny ¢&leny po-
sloupnosti, jejiZ limita je rizné od nuly, rovnéZ nenulo-
vé, takZe ,,neurditych® je nejvyse koneény podet ¢lent,
ktery podle véty 3 nemé na existenci a hodnotu limity
vliv. (Srov. upozornénf v 1.2 na str. 13.)
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Pomoena véta. JestliZe existuje lim b, a je réznd od
nuly, pak existuje takové Cislo f > 0 a takové pfirozené
¢islo ny, Ze pro v¥echna n €N [n,] je |b,] > B (a tedy jisté
b, # 0) a znaménko b, je stejné jako znaménko lim b,.

Ditkaz. Oznaéme lim b, = b. Pak existuje takové n,, Ze

pro viechna n €N [n,] plati |b, — b| < % |B].

UkazZeme, Ze f = %]b] spliiuje poZadavky pomocné

véty. Skute¢né, z trojuhelnikové nerovnosti dostavame
snadno

jbal > 6] — [ba — BI[ > 6] — - I8 = 5 B] = 6.
Kdyby znaménko b, pro n €N [n,] bylo opaéné nez zna-
ménko b, bylo by |b, — b| = |b| + |ba| > |b] > 0, coZ je
ve sporu s nerovnostf |b, —b| < % |b].

Vratme se nyni k diukazu véty 6.

Dikaz. Bud ¢ > 0, polozme ¢ = ¢" = %e > 0. Pak

existuji takova ptirozend &isla =y, n,, Ze pro vSechna
n €N [n,] plati

lan —a| < & (12)
a pro viechna n €N [n,] plati _
b, — b| < &". (13)

PoloZme n, = max (n,, n,). Z nerovnosti (12), (13) plyne
pomoci trojihelnikové nerovnosti:

la’n + bn_(a' + b)| < la'n_afl +
+ ba—bl <& + " =¢
pro viechna n €N [n,]. Plati tedy (9).
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ProtoZe posloupnost {b,}* je konvergentni, je podle
véty 5 ohranifena. Existuje tedy takové éislo K > 0,
e plati |b,| < K pro vSechna pfirozena n. Pfedpokla-
dejme nyni, Ze @ = 0. Bud ¢ > 0 a poloime ¢’ = % ,
e = —ﬁ—. Najdeme opét takova n,, n,, Ze plati (12)
pro viechna neN[n,] a (13) pro vsechna n eN [n,].
Pak pro vSechna n €N [ny], n, = max (n,, n,), plati
|asb, — ab| < |azb, — ab,| + |ab, — ab| = |ba|. |@a,—a] +

+ la]-[bn — 3] < K&’ + Jale" = — + 5 = & Platf

tedy (10). Je-li @ = 0, je ab = 0, |aqbs| < K|aa|. (Cislo
K bylo zvoleno v pfedchozi ¢asti dikazu.) Bud & > 0
a poloime & = % Existuje takové n,, Ze plati |a,| <

< & pro viechna n €N [n,] a tedy
@nbn — O] = |anbs| < Klaa| < Ke' = ¢.

Vzorec (10) je dokazan.

V dikazu vztahu (11) budeme postupovat trochu ji-
nak ne? v prvnich dvou éastech dikazu. Tam volba gisel
¢', ¢" zdanlivé ,,spadla z nebe‘“. Ve skutednosti byla viak
disledkem jisté pfedbéiné vivahy, kterou v tomto p#i-

padé naznaéime. Vyraz, o ktery nam jde, je 31——%‘
Potfebujeme jej odhadnout pomoci vyrazu |b, — b|,

ktery umime ,,udélat libovolné maly. Plati

L_11 ‘b,,—bl< 16, — b|
ba b b.b 1 !
7|b|-|b|
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pokud 7 eN [n,], kde n; md vyznam z predchoz{ po-
mocné véty. Aby vyraz na pravé strané nerovnosti byl

2¢
mensf nez dané ¢, musi byt |b, — b| < b— Toto &fslo

zvolime za &', na.]deme k nému n, z deﬁmce limity atd.
Ctenaf si nyni jiz snadno provede postup pifsnd deduk-
tivnim zpiisobem jako v pfedchozich ¢istech ditkazu.

y TN . (3n:—bn + )™
Priklad 16.Jaka je limita posloupnosti {—m_—s—}l 3

Pro libovolné n € N miizeme psat

5 1
3n%—b5n 4 1 3= tw
Tt 8 8

T+—

Protoze podle ptikladu 13 a podle véty 6 je lim _111.- = 0,

.1 . 1.1 Copsp e s .
lim — = lim — lim — = 0 atd., existuji limity viech
n n n

séitanci na pravé strané rovnosti (jak v ditateli tak i ve
jmenovateli). Podle véty 6 tedy existuje limita dané po-
sloupnosti a plati

11
i SW =41 3—5lm - +lmag 4
™m* 8 .1 I

Z tohoto ptikladu snadno odvodime obecné pravidlo
P(n)

Q(n)

titatele a jmenovatele nejvyssi mocninou n, ktera je ve

: délime

pro vypodet limity posloupnosti typu
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jmenovateli, a Skrtneme vsechny &leny tvaru c/n?, kde
p je prirozené &fslo. Zbude ndm zlomek, udavajici hod-
notu limity. V &itateli mohou ovéem ,,zmizet* vSechny
¢leny (je-li stuperi mnohodlenu P mensdf neZ stupen
mnohoélenu @); pak je limita rovna nule. Je-li stupen
ditatele vétsi neZ stupen jmenovatele, nemiiZzeme ovéem
této metody pouzit, nebot v itateli by se objevily éleny
tvaru cn?, kde p je pfirozené &éislo. Vime v3ak jiz z véty
5 a z piikl. 9, Ze v tomto pi{padé limita neexistuje.

2.2, BOLZANOVA-CAUCHYOVA PODMINKA
A KONVERGENCE MONOTONNI
POSLOUPNOSTI

I pti fesSeni zcela elementirnich matematickych tloh
musime &asto uvaZovat o tzv. existenénich otazkach.
Piikaz ,,feste danou soustavu rovnic‘ obsahuje ve sku-
tednosti dvé vlohy: pfedevsim zjistit, zda fefeni existuje,
a pak (pokud odpovéd na prvni otdzku je kladna) najit
jeho hodnotu. Zanedbani prvnfho kroku muZe vést
k hrubym chybam a zcela nespravnému vysledku.

Podobné je tomu i tehdy, zabyvame-li se posloup-
nostmi. Otadzka ,které éislo je limitou dané posloup-
nosti?“ neni vlastné zcela pfesné formulovana a je
tfeba ji rozumét takto: M4 dand posloupnost limitu?
Jestlize ano, jakd je jeji hodnota? Otazka existence
limity je tim zdvaZnéjsi, Ze ¢asto néjaké &islo pfimo de-
finujeme jako limitu néjaké posloupnosti. Takovym
dslem je napf. zaklad pfirozenych logaritmi e, ktery

definujeme jako limitu posloupnosti {[1 + %]”}m(viz
1

piikl. 3). (O tom, Ze tato limita existuje, se pfesvédéime
v piikl. 18.)
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Uvedeme si nyni bez dikazu jednu dilezitou vétu,
kterda uddva nutnou a postaéujici podminku pro to, aby
posloupnost méla limitu.

Vita 7. (Bolzanova-Cauchyova podminka). Posloup-
nost {a,} je konvergentni prdvé tehdy, jestliZe je splnéna
Bolzanova-Cauchyova podminka:

Ke kaZdému Eislu ¢ > 0 existuje takové prirozené &islo
g, 4€ pro viechna &sla m eN [ny], n €N [n,] plati

|om — aa| < €.

Tato véta ma velkou dileZitost pro teoretické tvahy
o existenci limity. Jeji vyhodou je, Ze neni tfeba piedem
znat hodnotu limity: Bolzanova-Cauchyova podminka
se tyk4 jen élent posloupnosti.

Pozndmka. Dukaz nutnosti Bolzanovy-Cauchyovy
podminky pro konvergenci posloupnosti je snadny: plati
totiZ |am — aa| < lan —a| + |a, —al. Je-li g = lim q,,
jsou oba d&leny na pravé strané nerovnosti malé (pro
dostateénd velkd m, n), takie i leva strana je mala.
Dikaz posta,éitelnosti této podminky vsak podstatné
zavisi na charakteru mnoziny redlnych é¢isel, totiz, lidové
feleno, na skutednosti, Ze mnoZina realnych ¢isel nema
zadné ,,diry”“. Kdybychom znali jen racionalnf &fsla,
véta by neplatila.

Nasledujici tvrzeni, tykajici se monoténni posloup-
nosti, je s vétou 7 ekvivalentni.

Vita 8. KaZdd monotonni ohranidend posloupnost md
limitu.
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ProtoZe vime, Ze kazda konvergentni posloupnost je
ohranidend, miZzeme tuto vétu formulovat i jako nutnou
a postadujicf podminku konvergence monoténni po-
sloupnosti.

Véta 8. Monotdnni posloupnost md limitu, prdvé kdyé
je ohranidend.

Vétu 8 nebudeme dokazovat. Jeji tvrzeni znf vdak
velmi pfijatelné. Pfedstavme si, e mdme napt. neklesa-
jici ohranidenou posloupnost {a,}®. Necht &islo K je ta-
kové, Ze plati a, << K pro vSechna pfirozend n. Tuto
nerovnost spliiuji ovSem riiznd &isla K (dokonce neko-
neéné mnoho). Neni-li zvolené ¢&islo nejmensi mozné, pro
néz jesté nerovnost a, << K plati, zmensfme je ,,jak jen
je mozno* (to je oviem velmi neuréité vyjidieni, které
si dovolime jen v této nazorné tvaze). To znamens, Ze
ke kazdému ¢ > 0 existuje a, takové, Ze a, > K —=¢
a tedy 0 < K —a, < ¢ (jinak bychom mohli éislo K
jedté dale zmensit o &islo ¢). Z monotonie posloupnosti
plyne, Ze a, > a, pro viechna n €N [p], a odtud dosta-
vame, e také

0I<K—a,<e

pro viechna takova n. A to znamen4, Ze &islo K je li-
mitou posloupnosti {a,}. Redeno velmi nézorné (a ne-
piesnd), &leny posloupnosti jsou svymi ,,pfedchidei*
tladeny stale blize k &islu K, jeZ je jakousi ,,bariérou‘,
pres kterou se mnemohou dostat. A protoZe nemohou
ani ,,couvnout’‘ (to by bylo ve sporu s monotonii), hro-
madi se stale bliZe a stale hustéji u oné ,,bariéry*’.

Priklad 17. Dokaite, Ze posloupnost {a,}?, @, = V'E
mé limitu.
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Dokazme nejprve, Ze plati

ntl n

InF1<]n (14)

pro vSechna pfirozend » > 3. Tvar &lenti posloupnosti
naznaduje, Ze bude asi vyhodnéjsf zkoumat podil dvou
nasledujicfch &lend nez jejich rozdfl. Protoze viechny
tleny posloupnosti jsou kladné, miZeme nerovnost (14)
napsat ekvivalentné ve tvaru

n+1 L
Vn + l/Vn <1.
Leva strana této nerovnosti je
1 1 1
(n + l)m (n + 1) potD 1 1 \n 4D
=[S =T

nn+1 n

n

nﬂ

Nynf pouZijeme binomickou vétu. Abychom dostali
Zadanou nerovnost, budeme potfebovat vhodny odhad

kombinaéniho &isla [Z ] prok > 2:
nY _ n! _nrn—1)...(n—k 4 1) nk
lk) Rm—B E—1) ... 1 S g

Ted uZ je vie snadné. Plati

e 2= () (e () s

1 1 1



Posledni nerovnost plyne ihned ze vzorce pro soudet
konedného podtu &lenti geometrické posloupnosti (viz
piikl. 5)

1 1 1 1

MuzZeme tedy psit

1

— 1

ot U (S,

1 n
nﬂ

pokud » eN [3].

n42
Uvazme nyni posloupnost {6,}2,b, = }/n + 2. Pro ni
plati b, = a,,, pro viechna pfirozena n. Podle toho, co
jsme pravé dokazali, je posloupnost {b,}* monoténni
(klesajici). Je ovSem také ohrani¢end, nebot plati 1 <
3

<b, <b, = V:? M4 tedy limitu a podle véty 4 ma li-
mitu také posloupnost {a,}®, pfidem%

lim @, = lim b,.
n—>0 n>wo

Pozndmka. V poslednim odstavei jsme podrobné pro-
vedli uvahu, kterou v podobnych piipadech vétsinou
odbudeme mnohem struénéji. Ve vété 8 totiZ nenf nutné
predpokladat, Ze vySetfovana posloupnost je monotén-
ni. Stadi, je-li monotdénni ,,aZz na koneény podet élenta*,
tj. stane-li se monoténni, zménime-li vhodnym zpi-
sobem koneény podet jejich &lent. Jak vime z véty 3,
nezale?{ existence ani hodnota limity na koneéném
poétu ¢lenu.
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Piiklad 18. DokéZeme, Ze posloupnosti e, = {[1 + %]"}:

n41
o ={(1 +%] }z piikladd 11, 12 maji obd tutéz li-

mitu. Z pfikl. 11, 12 vime, Ze prvni posloupnost je rostou-
cf, druha klesajici. ProtoZe zfejmé ¢, << e} pro viechna
ptirozena n, platf
l<e,<en<el =4

a tedy obd posloupnosti jsou ohrani¢ené. Existuji tedy
limity

lim e, lime; .

N I

Déle je es = e, [1 + %], lim (1 4+ %]= 1 a podle véty 6

lime}f = lime,.lim (1 + %] =lime,.

2.3. HROMADNE BODY
A V.YBRANE POSLOUPNOSTI

V piikladu 15 jsme vysetiovali posloupnost {(n_ _*1_)?}‘»

1
a ukdzali jsme, Ze nema limitu. Jeji &leny se totiz
»yhromadi“ v blizkosti dvou rdznych bodi, —1 a 1,
resp. se bliZf obéma rovnobéikdm s osou z ve vzda-
lenosti 1 (viz obr. 3). To n4s vede k definici hromadné-

ho bodu posloupnosti:

Definice 5. Cislo a se nazjva hromadnijn bodem po-
sloupnosti {a,}®, jestlize plati: ke kaidému ¢&islu & > 0
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12 3 4 5 6 7

N P _‘__:-_-_‘_'_ :::Z‘.‘:.:*:::—:_-::_ ::;i_:
Obr. 3

existuje nekoneéné mnoho pfirozenych &isel p takovych,
Ze
lap —a] <e. (15)

Rozdil mezi limitou a hromadnym bodem posloup-
nosti (ale soudasnd i ptibuznost té&chto pojmu) vynikne
nejlépe, vyslovime-li definici limity takto:

Cislo @ se nazyvé limitou posloupnosti {a.}®, jestlize
plati: ke kazdému &islu ¢ > 0 existuje jen konedny podet
pfirozenych ¢&isel ¢ takovych, Ze neplati nerovnost
|@q — a} < ¢. Odtud ihned plyne toto tvrzeni:

Diisledek. Limita posloupnosti (existuje-li) je jejim
hromadngjm bodem.

Obracené tvrzeni oviem neplatf, nebot je-li @ hromad-
ny bod posloupnosti {a,}?, miZe se stit, Ze pro néjaké
€ > 0 plati pro nekoneénd mnoho ¢lentt posloupnosti
nerovnost |a, — a| > e.

Priklad 19. Posloupnost {s.}, 8, = sin n—; ma tii

hromadné body: —1, 0, 1. Skuteéné, pro = sudé je s, =
=0, pro n = 4k 4+ 1 (k ptirozend) je s, = 1, pron =
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= 4k — 1 je s, = —1. Ve viech tfech pfipadech existuje
tedy nekonedné mnoho élenu posloupnosti, které se do-
konce pifmo rovnaji hromadnému bodu a tedy spliujf
nerovnost (15) s jakymkoliv kladnym &islem e.

Priklad 20. Pro posloupnost {a,} z pifkladu 15 je &islo

1 hromadny bod. Skuteéns, vime ji%, fe lim ——— = 1;
o N1
pro kazdé ¢ > 0 existuje tedy takové pfirozené &islo n,,

—1

Ze pro n €N [n,] plati < ¢. Avéak pro n

n
n -+ 1
(=)rn _ n
n+1 a1’
sloupnosti {a,} splhuji tedy pfi »e N [n,] nerovnost
|as — 1] < e. Podobné muZeme pouZit zfejmého vztahu

" — 1k dikazu, %e také —I je hromadny
o+ 1
bod posloupnosti {a,}® z piikl. 15.

Snadno se dokazZe, Zze vysetfovand posloupnost nema
zadny jiny hromadny bod. Pfedpokladejme, Ze a je jeji
hromadny bod, —1 # a # 1, tedy |a| # 1.

sudé je viechny sudé éleny po-

. 1 5 n
BudiZ e= 5 |1 — |a]| > 0. ProtoZe platf |a,| = P

lim —~ = 1, existuje takové prirozené ¢islo n,,
o %+ 1

Ze pro ne N [n,] je |1 — |aa|| < &. Tedy pro n € N [n,)
je ln — a| = flas| — lo]l = |lan| — 1 — (la] — 1) >
> |1 — |a|| — |t — |aa]] > 2¢ — ¢ = &. Nerovnost

|an — a| < e mizZe tedy platit nejvyse pro koneény po-
detindexu 1, 2, ..., n, — 1, coZ je spor s pfedpokladem,
%e a je hromadny bod posloupnosti {a,}.
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Pfiklad 21. Vime jiZ z ptikladu 8, Ze vSechna raciondl-
ni &isla lze uspofddat v posloupnost. Oznadme ji {r.}®.
Je-li o jakékoliv reélné &fslo, je o hromadny bod posloup-
nosti {r.}p.

Ditkaz. Je-li ¢ > 0, existuje nekoneéné mnoho racio-
nalnich &fsel r takovych, Ze |r — p| < e. (Rozmyslete si
toto tvrzeni! Castdji se pouZiva slabsi tvrzeni, totiZ Ze
existuje néjaké (nejménd jedno) racionalnf &fslo takové,
Ze nerovnost plati.) Ale viechna tato ¢fsla r jsou é&leny
posloupnosti {r,}®, coz dokazuje, Ze p je jejf hromadny
bod.

Pifklady 19—21 naznaduji cestu k odlisné charakte-
rizaci hromadného bodu posloupnosti: Vybereme-li
vhodnym zptisobem jen nékteré &éleny pivodni posloup-
nosti (musi jich byt oviem nekoneénd mnoho) a sefadi-
me je podle rostoucich indext, bude hromadny bod
limitou této ,,vybrané posloupnosti‘‘. Abychom mohli
uvozovky vynechat, budeme pojem vybrané posloup-
nosti pfesné definovat.

Definice 6. BudiZ {k,} rostouci posloupnost pfiroze-
nych &sel, {a,}® posloupnost. Posloupnost {b,}, kde
b, = a,, nazyvime vybranou posloupnost! nebo pod-

posloupnosti posloupnosts {a,}.

Vybranou posloupnost z definice 6 zapisujeme &asto
pfimo ve tvaru {a;,}®_ ;. Znime-li obecny vzorec pro k,,

napf. k, = 5n — 2, miZeme psat také {a;._,}° apod.
Jiny pifklad: je-lia, = —717, k, = 2», ma vybrana posloup-

1
nost &gleny ay, = @.n Il TR
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Nyni muZeme vyslovit dileZitou vétu:

Véta 9. Cislo a je hromadngm bodem posloupnosts
a,}®, prdvé kdyf existuje takovd vybrand posloupnost
G, 3>, Ze lim ay, = a.
fi—>®o

Daukaz. Je-li a hromadny bod posloupnosti {a.}@,
definujeme posloupnost {k,} takto: zvolime takové k,,
aby lax, — a| < 1; je-li zvoleno k;, ks, . . ., kn_;, zvolime

takové k, > kn._,, aby |, —a| < % Takové k, vidy

e L 1
existuje, nebot nerovnost |2, — a| < P plati pro ne-

koneéné mnoho indexu a tedy jisté pro néjaky index
vétsf nez k,_,. Posloupnost {k,} je rostouci posloupnost
piirozenych éfsel. DokdZeme, %e vybrani posloupnost
{ax,}=., konverguje k a.

Bud ¢ > 0. Pak existuje pfirozené &islo p takové, Ze

% < e. Z konstrukee ¢&isel a, je zfejmé, Ze pro n €N [p]

P]a‘ti Iak'n - a’l < i < &. Tedy lim ak,,. = Q.
Y4 >

Necht obracené existuje takova vybrand posloupnost
{a, )=, Ze lim a;, = a. Potom ke kazdému ¢ > 0 existu-
je takové piirozené &islo n,, Ze je |a, — a| < & pro neko-
neéné mnoho indext =, totiz pro vSechny indexy =,
spliiujici podminku » = k,,, m > n,. Tim je dtkaz ukon-
den,

Pozndmka. Viimnéme si rozdilu v chovani posloupnosti
z pifkladi 19 a 20. Nadértneme-li ¢leny posloupnostf na
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Sy =8 = ... 5 =85, = ... Se=8 = ...

-1 0 1
Obr. 4a

o :-303 -a1 } gzal' o

-1 0 e
Obr. 4b

¢iselné ose (obr. 4 a,b), vidime, Ze druhy obrazek skutednsé
odpovidd ndzorné pfedstavé ,hromadného bodu,
zat{mco v prvnim p¥ipadé mame na é&iselné ose vyznadeny
jen tii ,,izolované‘ (osamélé) body. To je zpusobeno
tim, Ze jsme nakreslili jen &leny posloupnosti a nikoliv
graf posloupnosti jako zobrazeni. Srov. obr. 5 a,b.

e ————— _,_ ——————————————————————— .———— - - - -
T2 3 4 5 8 7
| b e i
Obr. 5a
T 2 3 4 5 6 .7
“"- ___________ —v‘ | ':
_hM,__..__..____________~__:______-_‘_':§:12‘_‘_‘:__:::‘__
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Piiklad 22. Zjistéme, zda posloupnost {z,}®, x, =
nt—1

ma hromadny bod. Tato posloupnost ziejmé

_m+ -1

neni ohranidend. NapiSeme-li z, =
n

dostaneme ihned nerovnost
n—l<z, <n-$1.

Piedpokladejme, Ze &islo ¢ je hromadnym bodem nasi
posloupnosti. Existuje takové piirozené é&islo p, Ze
p = a + 1. Pro viechna pfirozend neN[p 4 1] pak
plati

Tn>n—1>=p>a++1. (16)

Zvolme ¢ = % Pak podle definice hromadného bodu

musi existovat nekoneéné mnoho takovych pfirozenych
&isel m, Ze
o — o] < 5
n 9
Specidlné musi tedy existovat pfirozené éislom >p + 1

takové, Ze

l 1
x,,.—al<-?.

Avsak to je ve sporu s nerovnosti (16), v niZ misto n pi-
Seme m (to smime, nebof m > p 4 1). NemiZe tedy po-
sloupnost {z,} mit hromadny bod.

Posloupnosti z pfiklada 19—21, které mély hromadné
body, byly vesmés ohraniéené; posloupnost bez hro-
madného bodu z piikladu 22 nebyla ohranidena. Zda
se tedy, Ze mezi existenci hromadného bodu a ohraniée-
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nosti posloupnosti je néjaky vztah. Tento vztah viak
nenf ekvivalenci, jak ukazuje dalsi piiklad:

n41
n

neni ohranidena, ale ma hromadny bod.
Pii zkoumani této posloupnosti je rozumné vysettit

zv]ast liché a zvlast sudé éleny. Jest (pro vdechna k eN)

Priklad 23. Posloupnost {z,},2, = + (—1)n

_(@k—1r41 1
R R
@k 41 . 8kr4 1
=g PR =T
Plati tedy
lim 2y, = 0,
k>mo
Zoe > 4k

pro vSechna pfirozena k. Posloupnost {z,}® neni ohrani-
¢end a mé hromadny bod 0 (podle véty 9).

Plati viak nasledujici dulezita véta:

Véta 10. Ohranifend posloupnost md aspoti jeden hro-
madny bod.

Tato véta je jednim z nékolika duleZitych tvrzeni,
ktera jsou navzajem ekvivalentni. Patii k nim véta 7,
véta 8 a také tzv. véta o suprému, o niZ jsme se zde ne-
zminili.

UkazZme, Ze véta 10 je disledkem véty 7. K tomu do-
kaZeme pomocnou vétu.
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Pomoend véta. Z ohranifené posloupnosti lze vybrat
posloupnost, splitujici Bolzanovu-Cauchyovu podminku.

Dikaz. Necht posloupnost {a,}® je ohranidena a K je
takové &islo, Ze plati |a,| < K ¢ili —K < a, < K pro
vSechna pfirozend n. Vybereme jeden z intervali
(—K, 0),(0, K), vném? lezi nekoneéné mnoho &lent pos-
loupnosti {a.}?, oznaéime jej J, a vyberme b, = a;, €J,.
(Je pfedevsim zfejmé, Ze takovy interval J, existuje;
lezi-li nekone&né mnoho ¢&lend posloupnosti v obou
intervalech, zvolme pro urditost tfeba ten ,,vpravo‘.
Dale je vidét, Ze index k; miZeme zvolit nejmensi ta-
kovy, Ze plati a;, € J,.-Tim je naSe konstrukece jiz jedno-
znadné urdena.) Délka intervalu J, je d(J,) = K. Nyni

rozptlime interval J, a z obou intervala délky —2-K,

které tak vzniknou, vybereme opét ten, v némiz lezi
nekoneéné mnoho ¢lent posloupnosti {a,}*. (Plati-li to
pro oba, vezméme opét ten ,,vpravo‘.) Oznaéme jej

J,, takie J,CJ,, d(J,) =%K, a vyberme a,€J,

s nejmensim moznym indexem k, takovym, %e soudasné
plati k, > k,. Polozme b, = a;,. Mame-li takto sestro-
jena &isla by, by, ..., by a intervaly J, D Jy D ... D Jy,
sestrojime obdobnym zptisobem interval J,,, CJa

délky %K a &islo b,,,. (Provedte si tento krok po-
drobné!)

Tim je definovana posloupnost {b,}, ktera, jak plyne
z konstrukce, je vybranou posloupnosti z posloupnosti
{a.}=. DokdZeme, Zc {b,}® splituje Bolzanovu-Cauchyovu
podminku. Je-li ddno ¢ > 0, najdeme takové pfirozené
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¢islo p, Ze —— << e. Pak pro n e N [p] viechny é&leny

20~
b, lezi v intervalu J, délky % K; jejich vzdélenost

(tj. absolutni hodnota jejich rozdilu) nemtZe byt vétsi
nez d(J,), takic pro n eN [p] plati

| — B3] < 5t T K<e.
Tim je pomocna véta doka.zana..

Vratme se nynf k dikazu véty 10, ktery je jiz snadny.
Z ohranitené posloupnosti vybereme podle pomocné
véty posloupnost spliiujici Bolzanovu-Cauchyovu pod-
minku. Ta mi limitu podle véty 7, a podle véty 9 je
tato limita hromadnym bodem pivodni posloupnosti.
Véta 10 je dokazana.

2.4, NEVLASTNI LIMITA

V predeslych dvou kapitolach jsme se zabyvali hlavné
ohranidenymi posloupnostmi. To byl dasledek véty 5.
Zavedenim pojmu konvergentnfi posloupnosti jsme roz-
lisili — jak ukazuje véta 10 a tloha 5 v kap. 2 — ohra-
ni¢ené posloupnosti s jedinym hromadnym bodem
a ohraniéené posloupnosti s vice hromadnymi body. Ty
druhé bychom mohli nazvat oscilujfcimi, nebot jejich
fleny se jakoby ,nemohou rozhodnout* a kmitaji
(osciluji) z blizkosti jednoho hromadného bodu do bliz-
kosti jiného. (P¥itom neni podstatné, zda pfimo naby-
vaji hodnoty svého hromadného bodu: srovnej posloup-

nosti {(—1)7), {(—1)" e }T]
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Podobné rozliseni je vyhodné provést i pro neohrani-
dené posloupnosti Porovnejme k tomu cili posloupnosti

{n}l 7{_n}1 v{ n+ _1)"_1n)} ,{(—‘1)"’_1’”}? anadrtné-

me jejich grafy (obr. 6 aZ 9). Budete asi souhlasit s tfm, Ze
tretf a étvrta posloupnost mé opét charakter ,,oscllu]ic'“
posloupnosti, zatimco prvnf a druhé bychom mohli ,,pti
dobré vuli‘“ pfiznat jisté ,,cilevédomé* chovini, pfipo-
minajici trochu konvergenci. Neexistuje ovSem redlné
¢éislo, jemuZ by se éleny posloupnosti — af prvni &
druhé — v rozumném smyslu bliZily. SpiSe bychom
mohli fici, Ze se nekoneéné vzdaluji. Proto k zipisu
jejich chovani pouZijeme symbolu oo.

L
t d

QObr. 6

Definice 7. Rfkime, Ze posloupnost {@,}® mé nevlasin{
limitu + oo (plus nekoneéno), jestliZe plati: ke kazdému
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¢islu K existuje takové prirozené éislo n,, Ze pro vsechna
neN [n,] plati a, > K. PiSeme pak lim a, = 4 oo,

fi—>@
lim @, = -+ o nebo a, - + . Znaménko plus v sym-
bolu + oo se éasto vynechava.
Podobné fikime, Ze posloupnost {a,}® mé nevlastni
limitu — oo (minus nekoneéno), jestlize plati: ke kazdé-
mu ¢slu K existuje takové prirozené ¢&islo ny, Ze pro

viechna »n €N [n,] plati ¢, < K. PiSeme lim a, = — o0,
n>w
lim ¢, = — o nebo ¢, - — 0.

Pozndmka. Uvédomte si ptedevsim, Ze nevlastni limita
nenj limita. To je ponékud neobvyklé: pravotihly rovno-
béZnik uréité je rovnobéinik. Ale pripomeiime jiZ oki¥i-
dlené prirovnani, Ze nevlastni matka neni ve skuted-
nosti matka.

Dile si viimnéte, Ze &leny posloupnosti vystupuji
v nerovnostech v definici bez absolutnich hodnot; prod
tomu tak je, pochopite jisté sami (porovnejte jesté jed-
nou posloupnosti {n} a {(—1)*"'n}e.

Obdobné jako v definici 4, i v definici nevlastnf limity
zavisi éislo n, na &isle K, tedy Ny = no(K).

A nakonec poznamenejme, Ze oznadteni , konvergent-
ni‘ zastava vyhrazeno pro ty posloupnosti, které maji
limitu (nékdy ifkdme diraznéji vlastni limitu). Posloup-
nosti, které maji nevlastni limitu (4 o0 nebo — o0), se
nékdy nazyvaji divergentnt, jindy uréité divergentni (na
rozdil od neuréité divergentnich, tj. oscilujicich). My téchto
nazva pouzivat nebudeme.

Mnohé véty z kapitoly 2 se daji pienést na pojem
nevlastni limity pouhou ziménou slova ,limita‘ slo-
vem ,nevlastni limita‘. Je to piedeviim véta 1, ktera
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plati dokonce v silnéjsim znéni, spojujicim pojem limity
a nevlastni limity:

Véta 11. Posloupnost md bud prdvé jednu limitu, nebo
prdvé jednu nevlastni limitu, nebo nemd limitu, ani ne-
vlastni limitu.

Také véty 3 a 4 plati, zaménime-li slovo limita slovem
nevlastni limita.

Abychom mohli vyslovit vétu o limité souétu, roz-
dilu, soudinu a podilu ve formalné stejném tvaru jako
vétu 6 i pro pripad, kdy jedna ¢&i obé limity na pravé
strand jsou nevlastni, museli bychom definovat alge-
braické operace se symboly + co, — 0. To v nékterych
piipadech nedini potiZe (napf. oo + 00 = w,a— 0 =
= —o0, je-li a realné &islo apod.), ale v jinych je nale-
zeni vyhovujici definice prakticky nemoZné (napf.

o 0 yers
0 — ®, — & apod. — tzv. neurcité vijrazy).

Spokojime se proto s tim, %e vyslovime nékolik vét

podobnych vété 6, i kdyZ vétsinou slabsich.

Véta 12. Md-li posloupnost {a,}* nevlasini limitu (+ oo
nebo — o) a posloupnost {b,}° bud je ohranitend, nebo md
tutéZ mevlasini limitu jako {a.}®, pak ¢ posloupnost
{@n + ba}P md tutés nevlasing limatu.

Dikaz. Maji-li obé posloupnosti {a,}@, {b,} tutéz ne-
vlastni limitu, nap¥. —oo, pak ke kazdému K existuji
takova ptirozena &isla n,, n,, Ze pro viechna n eN [n,]
plati @, << min (0, K} a pro viechna n €N [n,] plati b, <
< min (0, K). Pro véechna n €N [max (n,, n,)] tedy plati
@+ b, <0< K,jeli K >0,a, + b, < 2K < K, je-li
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K < 0. Tedy a, + b, - — oo. Pro nevlastni limitu + o
je dikaz zcela obdobny.

Je-li napf. lim a, = + o, |b,| < ¢ pro viechna n €N,
pak ke kazdému K existuje takové n,, %e pro vSechna
n €N [ry] je a, > K 4+ c. Pro viechna n €N [n,] tedy
olati
: @y +bp>a,— b >K+c—c =K.

Ostatni ptipady se dokazi obdobné.

Podobnou vétu lze dokazat pro limitu soudinu, je
viak tfeba rozeznavat piipady nevlastnich limit 4+ oo
a —oo a pozménit pfedpoklady na posloupnost {b,}®.
(Srov. dlohu 11 na str. 67.)

Dokazeme nyni jednu vétu o limité podilu, kterd je
v jistém smyslu obecnéjsi.

Véta 13. Md-li {b.}> nevlastni limitu a posloupnost

{a.} je ohranifend, je lim I 0.
fn—>w bn
Dikaz. Necht |a,| < K pro viechna n € N. Necht b, —

— +o0. Bud ¢ > 0. Existuje takové n,, Ze b, > g

(miZeme oviem p¥edpoklidat, Ze K > 0) pro viechna
n €N [n,]. Pro tato n plati tedy také % < _I%{/? =
= ¢. Tim je véta dokdzana pro b, — + oo. Jestlize

b, — — 0, najdeme n, takové, Ze b, < —% < 0 atedy
|ba| = —bn > %{— Dalsi postup je stejny.
Ve vété 6 jsme odvodili mj. ,,vzorec pro limitu podilu‘
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an lima,
b, limbd,’

ktery plati, existuji-li obé limity na pravé strané rov-
nosti a plati lim b, # 0. Limita vlevo vSak miZe existo-
vat i tehdy, kdyZz néktera (nebo Zadnd) z limit vpravo
neexistuje. (Napft. je-li @, = b, #* 0 a neexistuje lim a,.)
Zvlast zajimavy a dileZity je piipad, kdy obé posloup-
nosti jsou neohranidené. Tento pi{pad zahrnuje véta,
s jejiz obdobou se setkite, budete-li dale studovat
matematickou analyzu, v teorii funkeci pod ndzvem
L’Hospitalovo pravidlo. Jeji podstata je v tom, Ze misto
¢lentt obou posloupnosti zkoumdme diference, tj. roz-
dily dvou za sebou nasledujicich &lenti.

lim

VEta 14. Necht {ba} je neohraniéend rostouci posloup-
nost. Necht existuje lim —2— -1

Pak existuje
n->m bn‘—bn—l !

. @
¢ lim -2

a obé limity se rovnaji.
>0 bn

Dikaz. Bud ¢ > 0. Pak existuje takové pFirozené
¢éislo n,, Ze pro vSechna n eN [n,] plati

L —

[ Apn — Qp_, £
T <%,—p. <Ltg (17)

kde L = im [(@n — @n_1)/(bs — bay)].
PouZijeme tohoto tvrzeni:

Pomocna véta. Jsou-li «,, a,, .. ., o redlnd éisla, B, B,
< v «» Bi Kladnd éisla a plati-li

K, <% < K,proi=1,2,...,k, (18)

(]
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plats také

o, Foty + ...+ g
K, . 19
A R A

Dikaz. Nerovnost dokiZzeme indukei., Pro &k = 1 je jeji
platnost ziejma. Je-li &k > 1, oznatme &, 4 a, + ... +
Oy

‘o, =4,p+B4+ ... + By = B. Je]1i=_,

B e

A + o 2cxk [». 7} ’ .

= = — a nerovnost (19) neni nic
B+ "2 B (19)

jiného neZ jedna z nerovnosti (18), ktera plat{ podle
piedpokladu.

je

Bud nyni nap¥. % < % a predpokliadejme, Ze plati

%<K2’ alem

piedpokladu plati tim spise

K, < > K,. Podle indukéniho

+ [» 9% A v o
B-—l—-ﬂ; >—§—, COZ]e
totéz jako (A4 + ax) B > A(B <+ fi), nebof ve jme-
novatelich zlomkta jsou kladna ¢&isla. Odtud snadno
dostaneme % < ;:, coZ je spor. Plati tedy Bi;k <

< K,. Podobné dokdZeme tuto nerovnost za piedpo-

Kladu, 7o 2% ﬂ >% Predpokladéme-li, 7 platt gi;" >
+ 2473
K,, plati tim spiSe > —, odtud dostaneme
2 2 P ps B + ﬂ ﬂ

jako v prvnim p¥ipadé nerovnost - ktera je ve

B b
sporu s predpokladem. Obdobné se doka,ze i druh4 &ast
nerovnosti (19).
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Pomocné véty muzeme nyni pouZit na vzorec (17).
Polozime-li a,,,+1 @py== Gy ooy Oy— @y == 0py by 1 —
—bas,=pB1..., b ——b,,_.l—ﬂk (tedy k=n—mn,) a K, =

= L—%, K,=1IL+ —2— , dostaneme (pron € N[n, 4+ 1])

& a,, Qngy &
=% <%=, L1z
¢ili
Gty p| €
bn—bno L|< 2 '
an oy P
\ . MizZeme psat
| bn
G Gn—Gng | Gng , _ Gp—Qng by — by
L S S
%_ — [@n _a"o_ bﬂ'—bno Oy
+ bn L _(bn_bno L] bn + bn +
b, — by
Fo(g )=
— b, L
no no
(b _bno L)( ) b,, :

Zvolime-li nyni n, e N tak velké, aby bylo
(I) ) nl 2 nll’

a o<1— l;""

< 1 pro viechna n eN [n,],

Ong — bngls

(II1) .

< T; pro viechna n €N [n,]
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(rozmyslete si, Ze podminkim (II), (III) lze skute&ns
vyhovét), pak pro viechna z € N [n,] bude platit

Dny
ba |

Gng — bnyls £ _
——bn ’<22 =¢.

Qp
5 L=

ap — ano _
b — bng

L

+

.‘1_

+

Plati tedy lim (a,/b,) = L.

Piiklad 24. Posloupnost {b,}°, b, = n jistd spliiuje
pfedpoklady véty 14. Odtud dostdvame zajimavou vétu
o konvergenci aritmetickych priméra: JestliZe posloup-
nost { X} konverguje, pak konverguje ¢ posloupnost
{X1+X2-};L... £ X,.} o plai

1

lim X1+X2+ . +Xn

p =lim X,.

Dikaz. Polozime-li a, = X; + ... + X,, je
Gp— 0y =Xpy bp—bpy=n—mn—1)=1, tedy
An — Gp_y
bn - b-n—1

Konverguje-li posloupnost aritmetickych préamérd,
nemusi konvergovat pivodni posloupnost. Ovéfte si to
na posloupnosti {(—1)"}!

lim = lim X, a pouZijeme nasi véty.

Pozndmka. Neni-li posloupnost {b,}® monoténni (ros-
toucf), nemusi véta 14 platit. Polozme napf. a, = n? pro
viechna pfirozena n, b, = n? pro » sudé, b, = n pro n li-
ché. Potom postoupnost {@,/b,}® nem4 limitu, nebot pro
lich4 n plati a,/b, = n. Aviak oznadime-li

(an - an—l)/(bn - bn—l) = Am
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(2k):—(2k—1p?  4k—1

Plati Ay = s — ok —1) ~ B —2k T %
@k 1p— (2K 4k+1
Qo = g5 11—k it kgl "

Odtud snadno odvodime, %e lim 4, = 0. Viechy ostatnf
predpoklady véty 14 jsou splnény, jejf tvrzeni viak ne-
plati.

Véty 14 miZeme uZit i na soudin dvou posloupnostf,
z nich% jedna konverguje k nule a druhd mé nevlastnf
limitu. Napfiklad je-li im ¢, = + o0, lim d, = 0 a {d,}?
je klesajici, stadf poloZit a, = ¢,, b, = dL Neni-li {d,}®
klesajici, nemusi vé&ta platit. Poloite napf. ¢, = =%,

dy = (—_ﬂ+)”- Pak c,d, = (—1)», takie posloupnost

{cada}® nemd limitu. Ale pii oznadenf zavedeném vyse
je

Gns1—0n _ Cns1—Cn _ (n 4 1)2—n? -
ban—0a o1 —dat (D H{n 4 IP— (1)
= (—1)p" ntl 0.

2n2+2n+1_>

Pozndmka. Pfedpoklady véty 14 mohou byt splnény
i tehdy, mé-li posloupnost {a,}* nevlastnf limitu. (Je-li
{a,}® ohranidend, mame ,lepsi” vétu 13.) Prozkoumali

jsme tedy jeden z ,neurditych vyraza®, totiZ —g—

(éﬂj, coZ je vlastné totéz, —%] .
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4.

6.
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Ulohy

Ve viech dlohdch jsou {a,}P, {b,}2, {c,}® posloupnosti,
Dokaite: Je-li a, < b, pro viechna ptirozend n a existu-
ji-li limity @ = lim a,. b = lim b,, plati a < b. UkaZto
na piikladu, Ze ze vztahu a, < b, pro viechna pfirozend
» neplyne obecnd a < b, ale jen @ < b.
Dokaite: Je-li @, < b, <c¢, pro vSechna pfirozend n
a existuji-li limity lim a,, lim ¢, & jsou-li si rovny, pak
existuje také lim b, a plati lima, = lim b, = lim ¢,.
(Platf i pro nevlastni limity.) )
Dokazte, Ze lim a,, = 0 plati pravé tehdy, kdyZ lim |a,| =
=0.
Dokazte, Ze pro kazdé &fsloa > 1 a kaZdé celé &fslo k plati
k n

lim1—=0, limi-=0.

n>w a" n>o N
(Ndvod: Zkoumejte podil dvou nésledujicich &lenti po-
sloupnosti a pouZijte dlohu 2, v niZz polozite ¢, = 0 a za
{c,,}l"D vezmete vhodnou geometrickou posloupnost s klad-
nym kvocienterm mensfm nez jedna.)
Dokaizte: Hromadny bod ohranidené posloupnosti je jeji
limitou pravé tehdy, kdyz je jejim jedinym hromadnym
bodem.
DokaZte (bez pouiiti véty 7), %e kaZdé posloupnost
spliiujici Bolzanovu-Cauchyovu podminku je ohranidend.
Dokazte (bez pouZiti véty 7), Ze posloupnost, kterd mé
dva (nebo vice) hromadné body, nespliiuje Bolzanovu-
Cauchyovu podminku.
Dokazte: Monoténni neohranitend posloupnost mé ne-
vlastn{ limitu.

1
Dokazte: Platf lim [a,] = + o prdvé kdyZ lim — = 0.
Gn

(Pouzijte lohu 3.)



10. Dokaite: Necht P, (z) = pex" + pya™! + ... + ppixz +

+ P @u(x) = q2° + @2t + ...+ Gea + Gy Pofe F
# 0, r > s. Pak plati: Je-li pygy > O, jo

Lim [Py(n)/Q4(n)] = + ;
n— o

je-li pege < 0, jo

lim [Py(n)/Q,(n)] = — .
n —+ oo

11.* Je-li lim @, = + o a existuje-li kladné &islo b a pfirozené
éfslo k takové, Ze pro vSechna n €N [k] plati b, > b, pak

lim ayb, = + .

Jak musime zménit pfedpoklady na posloupnost {b,}®,
aby tvrzeni zustalo sprdvné, plati-li pro posloupnost

{a.}?
lima, = —o?

Vyslovte a dokazte obdobné véty, jejichZ tvrzeni bude
lim a@,b, = — 0.
12.* Udejte piiklady posloupnosti {a,}°, {b,}{, pro néZ plati

lima, = lim b, = 4 o a pfitom lim (a, — b,) [msp.

a
lim —"] a) existuje, b) neexistuje, ¢) je nevlastnf.
n
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