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VYSLEDKY CVICENI

1. kapitola

1. Jedna se o viechny podmnoZiny kartézského soudinu
{a, b} X {a, b}, tj. nachdzime pravé tyto relace: p, = 9,
Q2 = {(a, a)}, 03 = {(“: b}, e = {(b, a)}, es = {(b, b)},
06 = {(a,a), (a,D)}, 90, ={(a,a), (b,a)}, 08 ={(a,q),
(b’ b)}, Qo = {(ay b): (b; a)}, O10 = {(ar b): (bs b)}’ o1 =
={(b,a), (b, 8)}, 012 = {(a” a), (2, b), (b, a)}, g1s = {(a,
(1,), (a: b)’ (b’ b)}’ Q14 = {(G, a’)’ (b’ a)l (b1 b)}7 %15 = {(a)
b), (b, @), (b, b)}, 016 = {(a, @), (a, b), (b, @), (b, b))}

2. 2) 08) 013 10> G168 D) 015 €25 055 O8> D9 G132, 0155 Lus- €) 015
02: 03> 01> 055 Qa» 07» 085 0100 €115 013 Q11+ d) 01, Q25 23, 04» 05
Qe; 075 085 C100 C11> Q13 0145 Q18-

3. Naal)i". 01 92, Qs
4. &) 08, 013) Q145 016- D) 08, 013, 014 ©) Qs» C16-

5. a) &, = {(a, a), (b, )), (¢, c}}, &2 = {(a, @), (B, D), (b, C),
(c, b), (c. )}, & = {(a, a), (a, ¢), (b, ), (¢, a), (c,c)}, &g =
= {(a’r a’)r (a’ b)’ (bv (L), (b’ b)’ (Cr G)}, &5 = {(a’: (.1/), (uv b)r
(a, ¢), (b, @), (b, b), (b, ¢), (¢, @), (¢, b), (¢, ¢)} = {a, b, c} X
x {@, b, ¢}. b) n, = {(a, a), (b,b), (c,c), (d,d)}, 5, =
= {(a, a), (b, d), (¢, 0), (¢, d), (d,¢), (d,d)}, 7, = {(a, a),
(b, b)’ (b’ d): (C, C), (d7 b)’ (d, d)}) Ny = {(a’ a’)r (b: b)v (b’ c)’
(c, b)’ (G, C), (d’ d)}7 Ns = {(a” a), (a, d)r (b’ b)’ (C, c), (d’ a),
(d’ d)}’ Ne = {(a’, a), (a, c), (b’ b), (c’ a), (c, c), (d: d)}’ N7 =
= {(ay a’)) (a’7 b)) (b, a’): (b, b): (G, C), (d’ d)}) s = {(a, a’),
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(@, b), (b, @), (b, 1), (c, c), (c, d), (d, ¢), (d, d)}, Ne = {{a, @),
(a, ¢), (b, b), (b, d)’ (c, @), (¢, ¢), (d, b), (d, d)}, 710 = {(@, @),
(ar d): (b: b), (b, c), (c,b), (e, G), (d; a), (d, d)}, M =
= {(a! a), (b, b)' (b’ ¢), (b’ d)’ (c’ b)’ (c, o), (c, d)- (d’ b)’
(d’ G), (d’ d)}’ Me = {(a’) a‘)) (a’! C), (a) d)) (b) b): (C, a’),
(G, C), (C, d)’ (d) G), (d: C)’ (d’ d)}; 7’13 == {(a’ a’)y (a" b))
(a, d), (b,a), (b,b), (b,d), (¢,¢), (d,a), (d,0), (d,d)}
Ny = {(a’ a), (a’, b)’ (a” 0), (b) a’)y (by b)’ (b, G), (C, (l), (C, b),
(¢, ¢), (d, d)}, s = {a, b,¢,d} X {a, b, ¢, d}.

2. kapitola

1. Jednd se diagram na obr. 19. -0

2. Pti oznadeni z feSeni cvideni 1 4
z prvni kapitoly je to diagram na
obr. 20. 3

3. Zde se jednd o poset (P(M x M), 2
C), coz je podle ptikladu 10 tiplny
svaz. )

4. Z véty 2 plyne kladni odpo- Obr. 19

véd v pripadech a), b), d). Pro-

toze podle vysledku cvideni 2 této kapitoly a cvideni
2¢) prvni kapitoly neexistuje supremum mnoZiny
{@e) 07} V posetu viech antisymetrickych relaci na {a, b},
netvoi{ takovéto relace v obecném pipads p¥i usporada-
nf daném inkldz{ dokonce ani svaz.

b. a) Pomoci véty 2 dostivame kladnou odpovéd. b) Uzi-
tim covideni 4b) z prvni kapitoly plyne, Ze neexistuje
supremum mnoziny {o,3, 0,4} v posetu viech uspofadan{
na dvouprvkové mnoziné {a, b} pfi uspofddini inkluzi;
nejedna se tedy obecné ani o svaz.
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Obr. 20

6. a) PFi oznaden{ z Fefeni cvide-
ni 5a) prvni kapitoly mame dia-
gram svazu .4, na obr. 21,

b) PFi oznadeni z FeSenf cvideni
5b) prvni kapitoly nachdzime
diagram z obr. 22.

7. Oznaéme D, = D\ I (srovn.
piiklad 8). Kdyby existovalo
inf 7 <, D,, existovalo byiinf <, D,
coZ — jak jiZ vime —nenf pravda.

Obr. 21
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Obr, 22

3. kapitola

1. Kterykoli kruh, ktery je dolni zavorou pro {}M, N}, by
musel byt obsaZen v pruniku obou kruha M, N. Kdyby
mezi tdmito dolnfmi zdvorami existovala nejvétsi, mu-
sela by obsahovat kaidy kruh, ktery je obsaZen v pri-
niku obou kruhd M, N a proto by toto infimum obsaho-
valo kaZdy vnitini bod priniku a samo by mélo byt —
dle prvnfho konstatovani — podmnozinou priniku. To
pro zédny kruh neni mozné.

2, Oznadéme R polomeér a § st¥ed nékterého kruhu, ktery
obsahuje oba kruhy K,, K, urfené kruZnicemi k, =
= (8;, 71), k2 = (S, ;). Oznatme M, (resp. D) prasedéik
poloptimky S8, s kruZnief k; (resp. s kruZnici (S; R))
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(obr. 23). Oznadme M.D; = g, takie o, = 0. Pak pro
1 =1, 2 plati R = o; + 7 + SS; a odtud

_rntr 85 +88 o +te
B=—m—+ 2 to
Vyraz vpravo nenf{ mensf neZ R, = " -2|-r2 + ‘91282 .

(To plyne z toho, Ze g, + ¢, = 0 a z trojtihelnikové ne-
rovnosti S8, + S8, = 8,8,.) Pritom R = R, pravé
tehdy, kdyZ o, = 0, = 0 a kdyZ zaroveii S leZf na spoj-
nici S; a 8,. To ale ¥kd, Ze v tomto pi{padé se jednd
o vnéjsi tednou kruZnici obou kruznic k,, k,.

Obr. 23
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3. Oznadme r polomér a S stfed nékterého kruhu, ktery
je obsazen v kruzich K,, K, uréenych kruinicemi k; =
= (84, ¢). Ozniaéme N; (resp. E;) prusedik polopimky

Obr. 24

88 8 kruZnief %k (resp. s kruinici (S, 7)) (obr. 24).
Necht g, znadf délku tsetky E.N,. Pak plati r, = g; +
+ r + 88, a odtud
ntre_ ente S8 +SSz_

2 2 2

Obdobnou tivahou jako v pfedchozim piikladé nahléd-
neme, %e

rtr 8,8,

2 2
a %e rovnost r = rynastane pravé tehdy, kdyz o, = g, =
= 0 a kdyZ soudasné S lezi na spojnici S, a S,. To znovu
tikd, Ze se jedna o kruh omezeny vnitini spolednou
tednou kruZnief obou kruZnic k,, k,.

r ST, =
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4. Protoze § je nejmeniim prvkem posetu C(p; p), je
patrna existence suprema a infima kazdé dvouprvkové
mnoziny {K,, K,}, jejiZ alesponn jeden prvek je roven
prazdné mnoziné. Rovné% je patrné, ze @ je infimum
mnoziny {K,, K,} v ptipadé, e K, ) K, = 0. Jsou-li ale
K,, K, takové kruhy, Ze jejich prunik K, ) K, je ne-
prizdny, pak berme jim pfislusny kruh K ze evidenf 3.
Kterykoli dal§f kruh K, ktery je obsaZen jak v K, tak
i v K, a jeho? stfed leZf na piimce p, uréuje na p prusedi-
ky C,, C, takové, Ze tisetka C,C, je ¢isti isetky urdéené
dotykovymi body obvodovych kruznic kruht K,, K,, K
a tedy i cely kruh K je obsaZen v kruhu K. Obdobné lze
uzit evidenf 2 k odvozeni existence suprema mnoZiny
{K,, K,}, kde K,, K,e C(p; p) jsou neprazdné kruhy.
Je proto (C(e; p), C) svaz. Neni to viak uplny svaz,
nebot napt. mnozina viech kruht z C(s; p) nema v tomto
posetu supremum.

5. Ovéfenim reflexivity, tranzitivity a antisymetrie
dostavime, Ze (H(o), C) je poset. Neni to viak svaz —
a tim spiSe ani iplny svaz — nebot obrazec ABCGFED
i obrazec EFGC jsou hvézdovité mnoiiny, ale jejich pri-
nik sestiva z tiseéek EF, FG a GC a to nenf hvézdovitd
mnoZina. Odtud je patrné, Ze mnoZina utvoiend z obou
zminénych obrazelt ma v (H(p). C) jak EFG tak i FGC
za dolni zdvoru a Ze neexistuje nejvétsi dolni zavora
této mnoziny (patfici do H(o)). Pro tuto dvouprvkovou
mnoZinu {ABCGFED, EFGC} proto v (H(e), C) ne-
existuje infimum.

6. Jedna se o poset, ktery je dokonce svazem, v némi
{a,} v {bi} = {C(}, kde C; == Max (a(, b{), {(l‘} A {b‘} = {d(},
kde d; = min (a;, b;). Neni to viak tiplny svaz, nebot
bereme-li za M mnoZinu vsech posloupnosti tvaru
n,n, W, ... (postupné pron =1, 2, ...), je zfejmé, Ze ve
svazu (F(R), <) neexistuje supremum mnoziny M.
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7. a) Protofe k < h an < m a protoZze h v m je horni
zdvorou mnoziny {h, m}, je b < h v m a podobné m <
< h vm.V dusledku tranzitivity relace < je proto také
E<hvmamn < hvm,takie h v m je horni zdvora
mnoZiny {k, n}; dle (3s) je tedy kvn <hvm. b) V a)
poloite k. =d,, m = h, n =d, a uvaite, Ze hvh =
=h.c)Va)poloite h =d, k =c am =n =g. d)—f)
se odvodi obdobné.

8.a) Je a <avb a a <ave. Proto dle cvideni 7e)
plati ¢ < (avbd)A(avce). Dale plati bac <b <avb
a podobné b ac < ¢ =< avc. Podle tého% evideni je pro-
to bac Z(avb)a(ave). Z cvideni 7b) plyne, Ze
avbac) <{(avb)a(avc). b) Vyjdeme ze vztahi
@ =aAb, a = aac apostupujeme obdobné jako v a).
c)de-lia <c,jeavc =c¢ avyrok z ¢) je proto disled-
kem a).

4. kapitola

1. Kterakoli jednoprvkova mnoZina U; = {&} je nosi-
gem podsvazu. Z dvouprvkovych urduji podsvaz pravé
tyto (srovn. obr. 21): B, = {g,, &5}, B, = {;, &3}, By =
= {e1, e} By = {e1, &5}, By = {es, &5}, By = {&3, &5}, B; =
= {g,, &5}. Thiprvkové: T, = {e,, &, &}, T3 = {&y, &3, &},
Ty = {e,, &4 £5). CtyFprvkové: @, = {&,, &, £y, &5}, @ =
= {e1, &3, &4 &5}, @3 = {&1, &y, &, &}. RovhéZ mmotina
M, = {e,, &, &, &, &} je nosi¢em podsvazu.

2, Uzijeme vétu 2: P je nejvétsi prvek tohoto posetu
a je-li M nékterd neprazdna mnofina nosi¢t podsvazi
svazu £, je jejich priunik bud prazdnd mnoZina nebo
nosi¢ podsvazu.

Diagram tohoto svazu pro svaz .4:
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Tento diagram neni podle pifkladu 25 modulirni, nebot
{8, U,, B,, B,, @,} je nosi¢ podsvazu s diagramem shod-
nym s obr. 12b.

3. Uzitim popisu priseku a spojeni dvou prvka svazu
(F(R), <) daného ve cviteni 6 z tieti kapitoly a z feenf
piikladu 22 usuzujeme, Ze plati identita (4), coZ dle p¥f-
kladu 20 znamend, Ze plati té% (5) a tento svaz je proto
distributivni.

4. 1) Je-li a < c'a plati-li uvedend podminka, pak nej-
prve aAc =a a avc =c. Odtud je zfejmé, Ze plepis
podminky ze cvideni 4 vede na pozadavek modularity
svazu 2. 2) Je-li obracené £ modularni svaz, stadi si
uvédomit, Ze v ka’dém svazu je aAac <=c =avec
o tedy tim spife aac < ave. Uiiti définice modular-
niho svazu davi ve cvi¢eni uvedenou podminku.

5. Tento svaz neni modularnf a tedy tim spfse dle tilohy
21 neni distributivni. Abychom nahlédli, Ze tento svaz
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neni modularni, berme v roviné o pravoihly soufadny
systém a za piimku p berme osu x. Znaéi-li A otevieny
kruh omezeny kruznici se stfedem v bodé [0,75; 0] a po-
lomérem 0,25, C kruh urdeny kruinici se sttedem v hodé
[0,5; 0] & polomérem 0,5 a je-li B kruh omezeny kruZniei
se sttedem v bodé [—0,5; 0] a s polomérem 0,5, je Bv
vC = Bv A =1, kde I zna¢i kruh uréeny kruznicf se
stfedem v poéatku a s polomérem rovnym 1a BaC =
= BAA = {). Proto¥e 4 C C, urtuji 4, B, C, I, @ nosié
podsvazu s diagramem z obrazku 12b a tedy podle p¥i-
kladu 25 neni tento svaz modularni.

6. Tento svaz neni distributivni, nebot neni dokonece ani
moduldrni. Abychom to nahlédli, podivejme se na pfi-
pojeny obrizek 26. Za konvexni mnoZiny A, B, C volme
po Fadé étverce KLMN, RSTU, PVWN. Patrné A C C.
Ve svazu (K(g), C) je A v B nejmensi konvexni mnoZi-
na, ktera obsahuje jak 4 tak i B. To je patrné obdélnik
NRSM. Jsou-li K,, K, dvé konvexni podmnoZiny roviny
0, pak dle ivahy z feSeni piikladu 14 je K, A K, =

W v
c
N L __ e __T1 S
A B
N K P U R
Obr. 26
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= K, () K,. Je tedy (4 v B) A C rovno priniku obdél-
niku NRSM se &tvercem NPVW, tj. je to obdélnik
MNPQ. Vysetiime posléze vyraz A v (B A C). Zde ale je
BAC=B(C =90 a nejmenidi konvexni mnoZina,
ktera obsahuje jak 4 tak i prizdnou mnozinu, je mno#i-
na A. To znamend, e Av(BAC) =

7. Plati (srovn. obr. 27) baa* <cact =b, a proto

Obr. 27
baat <bab, =a. Odtud dile baa* <araat =4
a jezto 4 gb <a* ,]e soucasné A < b A a™, takie
A =baa*. Dile je bvat Zava* —c+>bla.proto
va* =bvb, =c. Mimerovndi bva* =c* a na zi-

b
kladé toho téZ bva* Zcvct =C. Protoie b <C
aa*=ct*=£C,jebva™ < Canutndproto bvae* =C.

8. a) Utzijeme-li (7) na A3 =ay = BA¢, by = B, ¢y =
=0'=0, B§=ch;'=bv(BAc)ana,A‘=a‘=A,
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by=Bac,cs=Csg=av (Bac), By=>balav(Bac)] =
= B =a, mime b, =av (BAac) a podobnd b, =
=cA(Bva). Proto cA (byvB) =ca{lav(Bac)]v B} =
= cA(av B) = b,. b)Podle a) je splnéna podminka (6),
nadez staéi uiit vétu 3.

9. Platf (u7itim distributivity): [bA (¢ ve)] v (e ac) =
=[(@aad)v{bac)]v(aac); [cv(eab)la(avd) =
=[cAa(@vd)]v[@aab)a(avd)] =
=[lcaa)vicab)jviaad) =
=[(@Aab)v{bac)]v(aac).

10. Predpoklidejme, Ze v (8) je b < ¢; pFepisem pak
dostdvame [ba(avc)lv(eac) =bv(aac), [cv(ana
Ab)JA(avb) =cA(avd) asvaz £ je proto modularni.
V disledku modularity plati V = (@A b)) v (@ac) =
=aAfbv(@aac) =a a(ave) A by (aac)) Uii-
tim modularity nejprve mame [ba(ave)]v(zsac) =
=[bv(aac)la(ave) a dle (8) tedy plati {bv (aac)]a
Alave) =[cv(aAbd)]a(avbd). Provedeme-li dale
ziménu a za ¢, ¢ za @ a b za b, dostaneme odtud [bv
vieac)la(eave) =[av(cab)]a(cvd) a proto
V=aalavicab)]a(cvb) =aa(cvh).

11. a) Plati (uzZitim modularity a toho, Ze bvec =bv
Vv@ac) daf =anrnbve)abalaac)la(ave) =
=aAa{ave) Abv(aac)] = aAa[bv(aac)] =
= (aAb)v(aac), dvf =[aabve)lv{bv(aac)] A
Aflave) =[aabve)lvbaave)] v [(@aac)a
A(@vc). Protoe aAa(bve)=aAac = (aac)a
A{lave), mime dile dvf =[aa(bve)lvbAa(av
ve)l ={[aabve)l]vbia(ave) = (avb)a(bve)a
A (av¢). Obdobné vztahy pro y plynou zimeénou c za
b, b za ¢ a a za «. Posledni vyraz pro § jsme odvodili
v fefeni ptikladu 10.b)Podlea) jsou 8 a ¥ dva relativni
komplementy prvku & a podle (7) je proto § = y.
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12. Podle cvideni 8b) je £ modularni svaz, podle ecvide-
ni 11b) a cvideni 10 je distributivni.

13. a) Stadi napt. volit @ =3, b = 6, ¢ == 12 b) V pii-
kladé 24a) jsme ukazali, Ze tento svaz neni distributivni,
takZe tim spiS to neni Booleiiv svaz. Je to viak komple-
mentarni svaz: K bodu 7 je komplementem rovina o
a obracenéd.” K dané pfimee p prochdzejici bodem T je
komplementem kterakoli p¥{mka p, prochazejici bodem
T a razna od p.

71



		webmaster@dml.cz
	2016-06-29T17:54:31+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




