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4. kapitola

ZAKLADNI TRiDY stzU

V iloze 12 jsme konstatovali, e v kazdém svazu # =
= (P, =) pro kazdé a, b, ¢ z P plati podminky

Sl)avb=>bva;

(S2) avb)ve =av(bve);

(S3)av(aabd) =a;

(Plaab=0bnaa;

(P2)(@aab)ac=anr(bac);

(P3)aAr(avd) =a.

Lze dokazat®), Ze jsou-li obricené na nékteré ne-
prazdné mnoziné P definovany dvé operace v, A tak, Ze
plati (S 1) — (S 3) a (P 1) — (P(3) a definujeme-li relaci
= pfedpisem @ < b pravé tehdy, kdyZ a A b = a, je
relace = uspofidinf mnoZiny P a (P, =) je svaz.
Z tohoto divodu se asto misto o svazu # = (P, =)
mluvi o svazu # = (P, v, A). Napt. svaz #(E) = (P(E),
C) mé za operace {J, () (sjednocenf a prinik) a byva
zapisovan téZ jako uspotidana trojice #(E) = (P(E),
U, N)-

BQ‘eme-]i ve svazu Z(F) = (P(E), U, () t¥i mnoZiny
A, B, C pat¥ici do P(E), pak plati

ANBUCO=ANBUMANC)
AYBNC) =4 UBN(4UO0).

4) Srovn. L. Beran [1; str. 36].

a také
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(Pfipomeiime struéné napi. dikaz prvnfho vztahu:
Prvek x patii do mnoziny 4 ) (B |J C) pravé tehdy,
kdyZ patti do 4 a soudasné bud do B ¢&i do C, tj. pat¥i-li
bud do 4 ) B & do A N C. V dal§im nahlédneme,
Ze druhy vztah je diisledkem prvniho a toho, Ze #(X)
Jje svaz.)

Svaz # = (P,v,A) se nazyva distributivni prave
tehdy, kdyz v & plati pro kazdé a, b, ce P

4) ar(bve)=(aab)v(anc)
a také
(5) av(bAac)=(avb)a(avec).

Podle této definice je tedy P(E) = (P(E), U, )
distributivni svaz.

Budeme fikat, Ze nepriazdna podmnoZina M noside
P svazu 2 je uzavfend vudi operacim v a A pravé tehdy,
kdyz pro kaxdé m, n patiici do M patii do M také
mvn a mAn Uspofddanou trojici (M, v, A) v tomto
piipadé nazyvime podsvazem svazu (P, v, A) (nebo svazu
(P, <)). Mno#ina M se nazyva nosi¢ tohoto podsvazu.
Protoze pro kazdé t¥i prvky @, b, ¢ z M plati (S1) —
— (S 3)a (P 1) — (P 3), je kazdy podsvaz i svazem.

Priklad 18. Necht E znaéi nékterou neprazdnou mno-
¢inu. Oznalme F(E) mnoZinu vSech téch podmnoZin
mnoziny E, které maji koneény podet prvki. Mime
dokazat, Ze (F (E), U, M) je podsvaz svazu #(E).

Beseni. Ziejmé O F(E) a F(E) je proto neprizdnd
mnoZina. Jsou-li F,, F, dvé mnoZiny pattici do F(E), pak
také mnoziny F, | F,, F, N F, maji koneény podet
prvkid, tj. patii do F(E).



Uloha 18. Necht 2 je svaz s diagramem na obr. 10.
Rozhodnéte, zda mnozina

a) M, ={0,e,f,g,h};
b) M, ={0,a,b,¢,d,1};
C) .M3 = {O’ €, f’ 1}

0
Obr. 10

je nosiéem nékterého podsvazu svazu 2.
[a), b) ano, ¢) ne, nebot h =ev f¢ M,.] /

Piiklad 19. Necht g je néktera rovina z trojrozmérného
prostoru E (srovn. piiklad 12) a-necht R(p; T') znaéi
mnozinu, jejimiZ prvky jsou — v obdobném smyslu jako
u pikladu 12 — rovina g, pevné dany bod 7 roviny o
a vSechny ty pfimky p roviny g, které prochéazeji bodem
T. Mdme dokazat, zZe R(o; T') je nosidem podsvazu svazu.
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Reseni. Tvotime-li prisek a spojeni prvkd patiicich
do neprizdné mnoZiny R(g; T), je to opét prvek této
mnoziny.

Obr. 11

Pifklad 20. Mame dokdzat toto: Plati-li ve svazu £
identita (4) pro kazdé a, b, ¢ € P, pak v platii (5).

Redeni. Plati
(@avd)A(ave) =[(avd)aalv(avd)ac] dle(4)

=aVv[(avb)aAc] dle (P 3)
. . a(P1)
=av[(@ac)v(bac)] dle (4)

=[av(@aAac)v(bAc) dle (S 2)
=av(bac) dle (S 3)

Poznimka. Zaménime-li v poZadaveich (S 1) — (S 3)
a (P 1) — (P 3) symbol v za A a obracené, dostaneme
tytéZ pozadavky. To mé za nasledek, Ze provedeme-li
na néktery vyrok platny pro svazy tuto zaménu, dosta-
neme opét platny vyrok. Této zamé&né ikdme dualizo-
vdni uvaiovaného vyroku. Dualizovinim vyroku z pfi-
kladu 20 dostavime napf. vyrok, Ze v kazdém svazu je
identita (4) disledkem identity (5).
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Pfiklad 21. Mdme dokdzat, Ze obsahuje-li svaz & pod-
svaz s diagramem shodnym s jednim z obou diagrama
na obr. 12a a 12b, pak Z neni distributivni.

Reseni. Plati a v b Ac)=avo=a, ale (avb)a
Alave)=1tAa(avc)=avec s#a.

[
Obr. 12a Obr. 12b

‘Poznimka. Lze dokézat’), ¥e neni-li svaz # distribu-
tivni, obsahuje podsvaz s diagramem shodnym s jed-
nim z obou diagrami z obr. 12ab.

Priklad 22. Mame dokizat, Ze kazdy fetézec je distri-
butivnim svazem.

Reseni. Podle véty 1 je to svaz. Vzhledem k piikladu

a max (b, c)
1

b

c

}
[ B A |

Obr. 13

%) Srovn. L. Beran [1; str. 168].
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20 stadf ukdzat, Ze plati aa(bve) =(aab)v(anc)
pro kazdé t¥i prvky a, b, cfetézce. Podle piikladu 9 médme
tedy ukézat, Ze prvek I = min (e, max (b, ¢)) se rovnd
prvku p = max (min (@ ), min (a, c)) Pritom podle defi-
nice minima a maxima je ziejmé, Ze I je jeden z prvku
a, b, ¢. Pokud I = a, je a < max (b, ¢) (srovn. obr, 13)
a tedy plati buda < b nebo a < ¢. V ohou piipadech je
véak alesponi jeden z prvki min (a, b), min (a, ¢) roven «
a druhy je menéf nebo roven a, tj. p = a.

Pokud I = b, pak bud b =a a p = max (b, min (b,
¢)) = b, nebo je b = max (b, ¢) a'soudasnd b < a. To ale
znamend, ¢ ¢ <b <a a tedy p =max (], c) =0b.
Obdobné postupujeme v pHipadé I = c.

Uloha 19. Dva prvky a, b svazu & = (P, <) se nazy-
vaji srovnatelné pravé tehdy, kdyz plati bud ¢ =< b nebo
b < a. Bez uzit{ piikladu 22 dokazte, Ze je-li jeden ze tif
prvkia a, b, ¢ svazu 2 srovnatelny s kazdym z obou
zbyvajicfch prvkd, pak platf a A bve) = (eabd)v
viecac)atakéav(bac) =(avb)a(ave)

[Ndvod: Uvaite, Ze nejmensi podsvaz svazu 2, ktery
obsahuje prvky a, b, ¢, ma bud diagram ste]ny jako

P({a, b} ) = (P({a b}), C) nebo je to Fetézec a ma dia-
gram stejny jako podsvaz svazu Z({a, b}) s nositem
{0, {a}, {a, b}}. Podsvaz distributivniho svazu je distri-
butivnf svaz.]

Uloha 20. Pomoci vysledku tilohy 19 podejte jiny da-
kaz vyroku z ptikladu 22.

Pifklad 23. Mime vysetiit, zda svaz (N, 0,) z tilohy 1
je distributivni.

Resent. V piikladd 7 jsme ukézali, e supremum resp.
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infimum dvouprvkové mnoZiny «, b éisel z N je ddno
jejich nejmensdim spolednym nasobkem resp. jejich nej-
vétsim spoleénym déliteﬁ;m. Pro dukaz distributivity
stadi dle pfikladu 20 ovéfit, Ze plati (4). Nadto miizeme
predpokladat, Ze kterékoli z &isel @, b, ¢ je rizné od nuly.
(Pripustnost tohoto predpokladu plyne z toho, Ze &islo 0
je nejvétsi prvek posetu (N, 5,) a Ze je tedy srovnatel-
nym s kazdym z prvku z N, takze (1) dle tlohy 19 platf,
pokud jedno z &isel a, b, ¢ se rovné 0.) Oznadme I = a A
A(bve), p=(aab)v(aac)a piime?)

a = papy ... p¥, kde a), ay, ..., axeNy;

b = p{lpga pﬁ", kdeﬂl,ﬁQ, ..., peNy;
¢ = p‘{lpgn‘ . p:k, kde Yis Vos oo o5 Yk GNo.

Jak znamo, je nejvétsi spoledny délitel a A b &isel a, b
dislo se zapisem plipds ... p:", kde 4; == min (a;, ;) pro
1+ =1,2, ..., k a podobné je nejmens{ spoleény nisobek
avb tsel a, b tislo se zdpisem pipp ... pi*, kde »; =
= max (a;, ;). Je tedy [ &islo se zdpisem plipls ... ple,
kde A = min (a;, max (f, 1)) & p je &sle se zapisem
phpf ... pik, kde a1, = max (min (ay, £;), min (ay, y:)).
Uvaime nyni ale, Ze exponenty a, i, y; jsou prvky
fetézoe (N,, =<). Odtud a z feleni piikladu 22 plyne, Ze
M=moprokaidéi =12, ...,k tj.] =0p.

Pifklad 24. Mame dokdzat, Ze svaz (R(g; T'), C) z pii-
kladu 19
a) nenf distributivnf;

) V téchto vyjddfenich miZeme psdt tatd% prvoédisla
P1s Pus « . .» Pi, Nobot pfipoustime i mocniny s exponentem 0.

-~
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b) spliiuje pro kazdé a, b, ce R(o; T) tento vztah:
Jelia <c,pakav(bac) =(avb)ac.

Redeni. a) Jsou-li p,, p,, p, t¥i razné pimky z R(o; T),
je mnozina {T', p;, p,, p;, 0} nosidem podsvazu s diagra-
mem na obr. 14, Podle pfikladu 21 neni svaz (R(o; T'), C)
distributivni. »

Obr. 14

> T

b) Pro dukaz uvedeného vztahu nejprve konstatu-
jeme,Ze plati vidy tehdy, miZeme-li pouzit identity (5),
nehot avdac)=(avbd)alave)=(avbd)ac jak
plyne z toho, %e proa <c je avc = c. Je-lia = ¢, pak
av(bac)=av(baa) =a dle(P1) a (S 3). Na druhé
strand je (avb)ac =(avb)aa =a dle (P3)a (P1).
Pro dal3i mtZeme proto predpoklidat, Ze a < e¢. To
oviem znamend, Ze bud (i) @ je bod T a ¢ je nékterd
plimka z R(o; T') nebo (ii) a je pfimka z R(g; T) a ¢ je p.
V obou piipadech je jeden ze tii prvka bud nejmensf &
nejvétsi z prvki posetu R(o; T') a je proto srovnatelny
s kterymkoli z prvki z R(e; T'). Podle tivodniho konsta-
tovan{ soudime dle tlohy 19, 7e i v téchto piHpadech do-
kazovany vztah plati.

Svaz# = (P, v, A), pro ktery — pro kazdé a, b, ce P
— plati, Ze je-li @« < ¢, pak vidy av(bac) =(avd)a
A ¢, se nazyva moduldrni,
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Uloha 21. Kazdy distributivni svaz je modulérni.

Piiklad 25. Mdme dokazat, Ze obsahuje-li svaz & ==
= (P, v, A) podsvaz s diagramem shodnym s diagramem
na obr. 12b, pak to nenf modulirnf svaz.

Regeni. Platf av (bac) =a, ale (avb)Ac =c¢ #a.

Poznimka. D4 se dokdzat?), Ze neni-li svaz moduldrni,
obsahuje podsvaz s diagramem shodnym s diagramem
z obrazku 12b.

V dalsim si odvodime — jako typickou ukdzku pra-
covnich metod v teorii svazt — charakterizaci distribu-
tivnich a modularnich svazi. Nejprve zavedeme nékteré
daldi nové pojmy.

Jsou-li ¢ =< ¢ dva prvky nékterého posetu #, pak
mnozinu téch prvka x z P, pro néz plati soudasné a < x
0 T S ¢, znadime [a, ¢] & nazyvame ji interval svazu 2.
Relativntm komplementem prvku befa,c] v intervalu
[a, ¢] rozumime kaidy prvek b, takovy, %e bab, = a
& zaroven bv b, = c. Ma-li svaz & nejvétii prvek 1
a nejmen§i prvek 0, nazyvame relativni komplement
prvku a v intervalu [0, 1] strudnéji jen komplement
prvku a.

Pi{klad 26. Ve svazu s diagramem na obrazku 10 urde-
te [0, %] a naleznéte viechny komplementy prvku a.

ERedent. Je [0, h] = {0, ¢, f, g, h}. Prvkye, f, g, h, b, d
jsou viemi komplementy prvku a.

Uloha 22. Je-li b, relativni komplement prvku
be[a, c] v intervalu [a, c] takovy, Ze b, = ¢, pak a = b.
Dokaizte.

7) Srovn. L. Beran [1; str. 187].
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Uloha 23. Dokate, %e je-li [a, c] interval distributiv-
nfho svazu 2 a je-li b €[a, c], pak existuje nejvyse jeden
relativni komplement prvku b v intervalu [a, c].
[Navod: Jsou-li b,, b, relativnimi komplementy prvku b
o jsou-li ¢ #£j &isla 1, 2, pak b; = b;A(bV b)) =bjA
A b; é b‘]

Uloha 24. Necht 2 je moduldrni svaz. a) Pak platf
toto (srovn. obr. 15):

(6) Pro prvky a, b, ¢, 4, B,
C takové, Ze -

A<asb=cxC,
4A<BgC

8 vlastnosti

bvB=C a bLAB=4

existuje relativni komplement
b, prvku b v intervalu [a, ]
takovy, e ¢ A (b, v B) = b,;.

b) Je-lic = C, pak b, = B.
[Névod:
a) Polozte b, = (av B)Ac a do-
kaite, e b, =av (BAc)
b) Uzijte dlohu 22.]

Obr. 15

Voéta 3. Svaz P je moduldrni prdvé tehdy, kdyZ splituje
podminku (6).

Dikaz. 1) Modularnf svaz spliuje podminku (6) dle
tlohy 24. 2) Necht 2 je svaz spliiujicf podminku (6);
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ukdZeme, Ze pak je to nutné modulirni svaz. Za tim
idelem berme prvky a, 8, y € P takové, Ze a < 9. Podle
ovidenf 8¢) z tieti kapitoly je av (BAay) < (uvp)ay.
Oznadme tyto prvky po ¥adé @, b (srovn. obr. 16).

avf=c:=C

befavpiry

azav(fay)O

Pry=4
Obr. 16

Oznatme dile fay = 4,8 = B,avf = C = ¢ aovéi-
me, e prvky a, b, ¢, 4, B, C spliuji pFedpoklady z pod-
minky (6). Pfedné je ziejmé 4 <a <) < C a proto
také :
Bray=AArB<arf Sbaf=

=[avi)ayIaB=8ry
avf =[av(BAay)lvp =
=avfs=bvpECvp=avp.

Z toho ziskivime avB =bvB=C a baB=A4.
V disledku pFedpokladu platnosti podminky (6) existuje
proto relativni komplement b, prvku b v intervalu

a podobné
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[a, C]. Podle tlohy 24b) je b, = Batak b, =2 av B = C,
takZe b, = C. Z vysledku tlohy 22 plyne, Ze pak a = b,
tj. av(BAay) = (avf)Aay, takle svaz & je vskutku
modularni.

Uloha 25. Nechf & je distributivni svaz. Pak plati
toto:
(7) Pro prvky «, b, ¢, A, B, C takové, Ze

A=sasbscsC, A<LB=sC

8 vlastnosti
bvB=C a baAB=A4

existuje privé jeden relativni komplement b, prvku b
v intervalu [a, c].
[Navod: UtZijte Glohu 21, 23 a 24.)

Véta 4. Svaz 2 je distributivni prdvé tehdy, kdy? spliiuje
podminkw (7). '

Ditkaz. 1) Podle tlohy 25 spliluje kazdy distributivni
svaz podminku (7).

c=C

q=

Obr. 18
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2) Piedpoklidejine, Ze £ je svaz spliiujici podminku
(7). ProtoZe piimy diukaz je pomérné dlouhy (srovn.
cvideni 8—12této kapitoly), pouZijeme vyrokz poznam-
ky za piikladem 21. Kdyby £ obsahoval jako podsvaz
svaz § diagramem z obr. 12a & 12b, ozna¢me si prvky
téchto svazi ve shodé s oznadenim z (7): Pro prvek b
by v obou piipadech existovaly dva rizné relativnf
komplementy b,, b, v intervalu [a, ¢]. To je spor s pied-
pokladem platnosti (7) a tento spor dokazuje, Ze svaz &
je distributivni.

Svaz 2, ktery ma nejmensi prvek 0 a nejvétdi prvek 1
a ktery je takovy, %e v ném pro kaidy prvek existuje
alespon jeden jeho komplement, se nazyva komplemen-
tarnt svaz. Svaz, ktery je komplementirni a souéasné
distributivni, se nazyva Booledv svaz.

Uloha 26. Dokaite, ¢ v ka¥dém Boolcové svazu
existuje pro kaZdy prvek b & [a, ¢] privé jeden jeho rela-
tivni komplement v intervalu [a, c].

[Navod: Uzijte dlohu 25.]

Véta 5. Necht P je svaz s nejmensim a nejvétsim prokem.
Pak P je Booleuw svaz prdvé tehdy, kdyz pro kterékoli proky
a, b, ¢ 8 vlastnosti a <. b =< c extstuje prdvé jeden relativni
komplement prvku b v intervalu [a, c].

Dikaz. Dle tlohy 26 stadi dokdzat, Ze svaz & s uvede-

nou vlastnosti je distributivni (to ale plyne z véty 4)
a Ze je komplementarni, coZ plyne pfimo z uvedené pod-

minky, volime-li za ¢ nejmensi a za ¢ nejvétii prvek
svazu 2.

Uloha 27. Dokaite, %e svaz #(E) podmnoZin mno¥iny
E s uspofddanim inkluzi je Booleidv svaz.
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[Navod: Pro M C E je komplementem mnozina E\ M,
jejimiz prvky jsou pravé ty prvky z FE, které nepati
do M.]

Z ulohy 26 plyne,. ze pro ka%dy prvek a Booleova sva-
zu? = (P, v, A) existuje pravé jeden jeho komplement,
zpravidla znadeny a’. To dovoluje definovat na P dalsi
operaci ,, komplement*, ktera kaidému prvku a piifa-
zuje jeho komplement. Usporadana &tvefice (P, v, A, )
se pak nazyvd Booleova algebra. Ctenati zajimajicimu se
o jejich studium doporuémeme moderné napsanou
knizku O. Odvarky [2].

Cvideni

1. Naleznéte vSechny mnozZiny, které ve svazu ze cviten{
6a) druhé kapitoly jsou nosi¢em podsvazu.

2. Dokaite, Ze nosi¢e viech podsvazi daného svazu £
spolu s prazdnou mnozZinou tvofi pfi uspofddani daném
inkluzi \plny svaz a naleznéte diagram tohoto svazu
v piipadé svazu 4, ze cvideni 6a) druhé kapitoly. Urduje
tento diagram modularni svaz ?

3. Svaz (F(R), <) ze cvideni 6 tieti kapitoly je distribu-
tivni. Dokaite.

4. Dokaizte, Ze svaz 2 je moduldrni pravé tehdy, kdyz
pro kaidé a, b, ¢c € P plati

(@ac)vba(ave)l =[{(aac)vi]A(zvec).

5. Rozhodnéte, zda svaz (C(p; p), C) ze cvideni 4 tieti
kapitoly je a) distributivni b) modularni.

6. Vysettete, zda svaz (K(9), C) z piikladu 14 je a) distri-
butivni b) moduldrni.

7. Plati-li v nékterém svazu & vztahy 4 Sa <) =
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< ¢ = C, je-i b, relativni komplement prvku b v inter-
valu [a, c], ¢* relativni komplement prvku ¢ v intervalu
[b:, €] a je-li a* relativni komplement prvku e v inter-
valu [4, ¢*], je a* relativnim komplementem prvku b
v intervalu [4, C].
8. Spliuje-li svaz# podminku (7) a jsou-lid <a =b =
<c¢ =0, B, b, prvky s vlastnostmi z (7), pak a) ¢ A
(b, v B) = b, b)# je modularni svaz.
[Navod: Uzijte vétu 3.]
9. Dokaite, Ze pro kazdé tii prvky a, b, ¢ distributivniho
svazu & plati

(8) [bAa(ave)vi{iasacy=[cv(aab)]a(avh).
10. Svaz 2 je distributivni pravé tehdy, kdyz pro kazdé
a, b, c € P plati (8). Dokazte.
11. a) Necht £ je modularni svaz. Pro a, b, c € P oznaé-
med=aA(bvec), f=[bv(aac)]alavec), y=][cv
v(aab)]a(avb).
Pak plati

daf=dry =(arb)v(anrc);

dvpg=dvy=(avd)a(avc)a(bve);

B=I[ba(avec)yiaac).

b) Je-li  modularni svaz, v némz plati (7), pak —
v oznadeni z a) — je § = y.
12, Bez pouZiti pozndmky za piikladem 21 dokaite, Ze
svaz splitujici (7) je distributivni.
13. a) Ukaite, %e ve svazu (Ny, o,) z Glohy 1 nemusf pro
tfi &sla z N, spliujici a o, b, b 0, ¢ existovat relativni
komplement prvku b v intervalu [a, c].

b) Ukazte, 7e svaz (R(o: T), C) z ptikladu 19 je
komplementarni, ale neni to Booletuiv svaz.
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