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3. kapitola

PRIKLADY SVAZU

V této kapitole doplnime zdkladni poznatky o svazech
a uvedeme né&které piiklady svazh, které lze situovat do
sttedoskolské matematiky.

V piedchozi kapitole jsme definovali svaz jako uspo-
fadanou mnoiZinu # = (P, =), v niZ pro kaidé dva
prvky a, b € P existuje supy {@, b} a inf, {a, b}. Oba tyto
zapisy vystihuji dostate¢né vyrazné, které prvky jsou
dvojici a, b po ¥adé pfifazeny. Maji viak tu nevyhodu,
Ze jsou pomérné malo strutné. Proto se v teorii svazi
zavad{ tmluva, Ze misto supy {a, b} se pise jen avb
a misto inf {a, b} se pise ]en a A b. Pokud @ = b, rozdi-
fujeme tuto definici tak, Ze klademe. avae =aAa = a.
Zipis c=avb (resp. d =aab) #teme ,»C je Tovno
spojeni a s b* (resp. ,,d je rovno priseku a s b*‘). Prvek ¢
se nazyvi spojent prvka a, b, prvek d se nazyva jejich
prisekem.

Priklad 12. Necht ¥ znadi dany trojrozmérny prostor
a L(&) necht je mnozina, jejimiZ prvky jsou £, 0 a viech-
ny roviny, piimky a body prostoru E. Pfitom p#imku,
rovinu i prostor chipeme jako mnoZiny boda, bod jako
jednoprvkovou mnoZinu bodi. Mime dokdzat, #c
(L(E), C) je Gplny svaz.

Reseni. Ugzijeme apét vétu 2. Ziejmé je E nejvétsi
prvek tohoto posetu. Je-li M nékterd mnoZina zmfné-
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nych geometrickych vtvari z E, oznaéme A mmoZinu
viech bodi, které patii do viech mnoZin z M. Chceme
ukézat, Ye A e L(E). To je zfejmé, pokud 4 = @ nebo
pokud A obsahuje jediny bod. Obsahuje-li A dva rizné
body A, B, pak body A4, B obsahuje kaZdy utvar z M
a proto kazdy takovyto utvar obsahuje i pfimku p jimi
uréenou. Obsahuje-li 4 jesté dalsi bod C, ktery nelezi na
p, obsahuje — jak bychom nahlédli obdobnou ivahou —
i vSechny body roviny « uréené bodem C a piimkou p.
Lezi-li v A bod D, ktery nepat¥{ do roviny «, obsahuje 4
i véechny body prostoru £. V kazdém piipadé je proto
AeL(E) a snadno nahlédneme, %e A = infym.c) M.
Podle véty 2 je proto (L(E), C) Gplny svaz.

Obr. 5

V pravé zkoumaném
piikladé si povsimnéme,
Ze spojeni A v B bodu 4,
B (srovn. obr. 5) je pfim-
ka p, prisek pi{mek p, q
je bod B atd. Tento pfi-
klad ilustruje geometric-
ky obsah uZité termino-
logie.

Obr. 6
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Ve svazu s diagramem na obrazku 6 plati naptiklad
cAf=g,bvh =1 Souhrn priseku a spojeni zachycuji
tyto tabulky:

Oabd

v cdefghl - AOabcdefghl
00abcdefghl 00000000000
aaabchhlbhl a0aaa0000ac
bbbbcl11b11 bOabboOOggabd
ccccclllell cOabc00ggac
ddhl11deffhl d0o000dddodd
eehlleeffhl e0000deeOec
FFPLILffff11 foOggdefgef
ggbbefffgll g00gg00ggOy
RhhR11AAR11R1l hOaaadeeOhHh
11111111111 10abcdefghl
Uloha 12. V ka¥dém svazu & = (P, <) pro kazdé

a, b, c € P plati

a)avb=>bva,arb=0baa;
by(avbd)vec=av(bve), (aab)ac =aAr(bac);
c)arb =aataké b = avb, jakmile a < b;
dyarb <a,a =avbd;

elav(arad) =a,ar(avd) =a.

[Navod. K dikazu e) pouZijte d) a c).]

Piiklad 13. BudiZ C(p) mnoZina v3ech otevienych
kruhidi nékteré dané roviny g. Pritom mezi kruhy podi-
tdme také prazdnou mnoZinu. Mime vyS3etiit, zda poset
(Cle), C) je svaz.

Refent. Vlastnimu Yeeni predesleme nejprve tuto
uvahu: Necht M, N znaéf dva kruhy (srovn. obr. 7)
a necht H, D znaéi kruhy uréené teénymi kruZnicemi
obvodovych kruinic zadanych kruht M, N. Zfejmé
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Obr. 7
€

plati, 2e N CH a M C H; podobné DC M a D CN.
Odtud plyne, Ze H je hornf zivora mnoZiny {M, N}
a D je dolni zavora této mnoziny. Pfipojeny obrazek ma
na prvni pohled natolik sugestivni charakter, e bychom:
se mohli domnivat, Ze H je nejmensi horni zdvora této
mno?iny a Ze D je nejvétsi dolni zdvora mnoziny {M, N},
tj. mohli bychom se domnivat, Ze poset (C(p), C) je
svaz. Takovéto mylce podleh] i znimy popularizitor
moderni matematiky profesor G. Papy [3; str. 130, cvi-
deni 5]. UkaZzme, %e pro vyznaéené kruhy M, N supre-
mum mnoziny {M, N} v posetu (C(g), C) neexistuje.
Kdyby S byl kruh, ktery by byl supremem mnoZiny
{M, N}, pak by pfedné kazdy jeho bod musel leZet uvniti
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- Obr. 8

ostrého 1hlu uréeného teénami ¢,, £,. Abychom to na-
hlédli, oznaéme C, D prusediky teény ¢, s obvodovou
kruZnicf A kruhu H a B, F prusediky tedny ¢, s touto
kruZnicf. Necht o, (resp. 0,) znaéi osu tsetky CD (resp.
EF), P, (resp. P,) priseéik kruZnice k s osou o, (resp.
0e), S, (resp. S,) stted Gsetky CD (resp. EF). Zvolme bod
X (resp. Y) na tsedce P,S; (resp. P,S,). KruZnice ¢
urdena body C, X, D (resp. kruZnice  uréend body
E, Y, F) omezuje kruh, ktery obsahuje M i N a obsaho-
val by proto i kruh S. Nechame-li X (resp. ¥) bliZit bodu
S, (resp. bodu 8,), dospéjeme k zivéru, Ze S by mél byt
kruh lezici v ostrém uhlu CDPFE a soudasné by mél
obsahovat jak M tak i N. To zfejmé neni moZné.
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Uloha 13. Popiste mnozinu bodd, které patii do viech
kruhi obsahujicich oba kruhy M, N z obrizku 8.
[Jsou to pravé ty body, které lezi ve vySrafovaném
obrazci]. ’

Priklad 14. BudiZ nyni znovu ¢ nékter4 dand rovina,
kterou chipeme jako mnoZinu bodi. PodmnoZina M
roviny g se nazyva konvexn{ pravé tehdy, kdy? pro kaz-
dou dvojici bodtt X, Y z M leZf celd tisetka XY v M.2)
Oznaéme K(p) mnoZinu vsech konvexnich podmnoZin
bodi roviny p. Mdme dokizat, Ze (K(p), C) je tplny
8vaz.

Redeni. Ovétime, Ze jsou splnény predpoklady véty 2.
Nejvétsim prvkem posetu (K(g), C) je patrné celd rovi-
na g. Je-li M neékterd neprazdnid mnozina konvexmich
podmnoZin 4, B, ..., pak jejich prinik sestdva z téch
bodd roviny g, které patti do vSech podmnozin 4, B, ...
a to je konvexni podmnoZina, nebot patii-li X, ¥ do
tohoto priiniku, pati celd tse¢ka X ¥ do viech podmno-
%in 4, B, ... a tedy tim spiSe i do jejich priniku. Odtud
jiz snadno vyvodime, %e zminény prinik je infimem
mnoziny M.

Piiklad 15. Mame dokazat, Ze poset (N, ¢;) z dlohy 1
je tplny svaz.

Redeni. Utijeme vétu 2. PFi uspotddéni o, je &islo 0
nejvétdim prvkem posetu (N,, o,). Necht M je nékters
neprizdnd podmnoZina mnoZiny N, a necht C znadf
mnoZinu vSech t&ch &isel z N,, kterd déli viechna disla
z M. Ztejmd je C = @, nebot 1eC. Jeli M = {0},

3) K podrobndj§imu studiu pojmu konvexnf{ mnoZiny od-
kazuji ¢tendfe na zajimavou knizku J. Vysina [4].
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oznaé¢me pismenem @ &islo 0. Je-li M podmnoZina, kterd
obsahuje alespoii jedno pfirozené &fslo, oznaéme pisme-
nem d nejvétsi z &isel patiicich do (ne] veétsi pii obvyk-
Iém uspotadani <); d existuje, nebot jej vybirame
z kone&ného pottu déliteld zminéného nenulového é&fsla
patiictho do M. Tvrdime, Ze d je inimem mnoZiny M p¥i
usporadini o,. Pfedné je dle vybéru d vidy d o, m pro
kaidé me M, Je-li pro nékteré d, rovné% d, o, m pro
kaidé me M, je kaidé m e M nisobkem nejmendiho
spoleéného néasobku n(d, d,) ¢isel d a d,. Protoze plati
d <n(d,d,) a pravé jsme vidéli, Ze n(d, d,) e C, je dle
vyberu d nutné d = n{d, d,). Vzhledem k tomu, Ze vZdy
je d, o, n(d, d,), je d, o, d a plati proto (3i), coZ konéi
dukaz toho, Ze v (N,, 0,) existuje infimum mnoZiny M.

Vysetiime nyni dva zpusoby, jak lze danou rovinu
opatfit strukturou uspofadané mnoZiny. Pfitom -pted-
pokladame, Ze v této rovind mame din pravouihly systém
soufadnic. Kazdy bod roviny je pak uréen uspotddanou
dvojief [r,, r,] sestavenou ze souiadnic r,, 7,.

Priklad 16. Pro dvé dvojice [ry, r,], [8,, 8,] redlnych
¢isel piSme [ry, ry] < [y, 8,] pravé tehdy, kdyZ nastane
jedna z t&chto situaci:

(1) [ry 7] = [81, 8.1%);

(i) ry < sy;

(iii) r, = 8, a 7, < 8,

Méame vysetfit relaci <« pravé definovanou.

Eegeni. Podle (i) je < reflexivni. Tato relace je anti-
symetricka, nebof je-li [r,, 7] < [8;,8:] & zaroveii
[$1; 82] < [y, 2], pak — at nastane kterakoli ze situaci

?) Tento poZadavek znamend, Ze r, = &, a zdroveh r, = g;.
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(i) a% (iii)) — je ry, = 8, & 8y < ry, takie s, = r, a v obou
uvazovanych situacich nemuZe nastat p¥ipad (iii),
nebot pak by bylo r, < s, a také s, << r,, coz pfedsta-
vuje spor. Zbyva tedy — jako jedind moZnd — situace
(i). Relace < je také tranzitivni, nebot je-li [ry, r,] <«
< [81, 8] & [8y, 8] <[ty 8], pak je-li bud [ry, 7] =
= [8y, 8,] nebo [sy, 8,] = [, £,], je jistd [ry, 7] K [£y, 8]
Je-li ale [ry, r2] 7 [8;, 85] & [81, 82] # [f1> £2), pPak bud je
alespoti jedno z éisel t, — s,, 8, — 7, kladné a tedy také
t,—r, = (@, —8) + (8 —1r;) >0, coz diva dle (ii)
[r1> ra] < [t4, £,], Debo jsou obé tato éisla rovna nule,
takze ¢, = r,, ale pak nutné t, —r, = (£, — 8,) + (8, —
—r,) je soudet dvou kladnych &isel, tj. ¢, > r, a proto
[7y, 72] < [t1, t]- ProtoZe dle (i) — (iii) p¥i kterékoli
volbé [r,, 7,1, [81, 8.] nastane vidy bud [r,, 7,] < [s;, 8]
neho [s,, 8;] <« [ry, r,], jednd se o Fetézec a je to proto
podle véty 1 svaz.
Uspotadini « se nazyva lexikografické.

Uloha 14. Necht < znadi lexikografické usporédani
bodd roviny a necht 4 = [a, b] je néktery bod této ro-
viny. Uréete mnozinu téchto bodd X = [z, y], které
spliuji 4 < X.

[Jsou to body X, pro né% e < z a body poloptimky
z=a,b=yl]

Uloha 15. Popiste mnozinu boda X, které zaroven
sphiuji podminky 4 <« X a X < B, kde 4 = [a, b],
B = [¢, d] jsou dva pevné zvolené body.

[Navod: Rozliste piipady a = ¢, a < ¢.]

Uloha 16. Necht 4 = [a, b] je dany bod roviny p.
Uréete viechny ty pi{mky p roviny p, které maji tu
vlastnost, Ze pro kterykoli jejich bod B plati B <« 4.
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[Jsou to privé viechny rovnobéiky s osou ¥ o rovnici
z =e,kde e < a.]

Uloha 17. Pro dvé dvojice [ry, 7,], [81, 8s] realnych
disel definujeme [ry, r,] < [8y,8,] pravé tehdy, kdyz
r, < 8, a soudasnd r; = s,. Dokaite, Ze relace < uréuje
na mnoZiné viech dvojie [y, 7,] uspofadéni a Ze piislusdny
poset je svaz, v némz% platf

[r1, 72] ¥ [81, 5] = [max (ry, 8,), max (ry, 8,)],
[ri, 72l A tsv 83] = [min (ry, 8,), min (r,, 8,)].

Piiklad 17. Oznaéme @ mnoZinu viech kvadratickych
trojélent 22 4 px + ¢, kde p, g € R, pro néZ je diskrimi-
nant A = p? — 4q nezdporny. Pro dva kvadratické troj-
tleny 2® + px + qi, ¢ = 1, 2, patifci do @, piSme

2+ P + ¢ <22 + P2 + ¢y
pravé tehdy, kdyZ
P— Dy = IVA_I—VA—;lv
kde 4; = p} — 4q;. Nadim tdkolem ma byt vysetieni
relace <.

Redent. UkiZeme nejprve, Ze relace < je uspofadani
mnoziny @. Pfitom je nejdfive ihned patrné, Ze tato re-
lace je reflexfvni. Je to ale i antisymetricka relace, nebot

jeli py—p, = |VA—1 — VA_;I ap,— P = ”/A_i; —V4,),
]epl——&__Oapz—pl = 0, takZe p, = p, a proto

4, — |4, = 0, coz m4 za nasledek, Ze q, = ¢,. Relace
« je tranzitivni, nebot z p, — p, = |VA 1 — VA | & p, —

— Py = IVA" V_| plyne p, — p; = (p, — ps) +
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+ (s — p) Z VA, —VF| + V4. — V4| = V4, —
— )/4,), ptitem posledns nerovnost plyne u#itim troj-
thelnfkové nerovnosti.

DokaZzeme jeité tuto nazornou charakterizacirelace «:
Vztah 2® + p,x + ¢, < 2% 4 p,x + ¢, plati pravé tehdy,
kdy% pro kofeny a, < §, polynomu z? + p,x 4 ¢, a ko-
feny a, < f, polynomu a2 + p,x + ¢,' plati a, = o,
a B, = B,. Abychom to nahlédli, uvaZme, Ze vztah

Pr— P = |V4T1—]/A_2| je ekvivalentni se soudasnou
platnostf vztaht

p—p, 24, — V4, & p,—p, 24, — V4,
a je tedy i ekvivalentni s tim, Ze soudasné platf

—Pl_véTx < _Pz—VA_z

%= 2 = 2 %
a — e —
— 4 — a4

B, = pl;-Vlg P22+Vz=ﬂr

Uzitim vysledku vilohy 17 usuzujeme, Ze i zde se
jedné o svaz, v némi pro trojéleny a* + psx + gy, 2* +
+ px + ¢, 8 kofeny po fadé o3 = f;a a4 < B, je

22+ P + @ VI + DT + ¢y

(resp. 22 4 pyxr + q3 A 22 4+ px + q,) trojélen 2?2 4
+ p® + g5 (resp. 2 + pgx + ¢¢) 8 kofeny o; = max

(a3, @) = f; = max (B,, B,) (resp. s kofeny ag = min
(a3, &) = B¢ = min (B, B,)). Zejména tedy mame

Ps =—[ma.x[_%2_vd3 ) —p42—VA4]+
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—py + VA, —p, + V4,
+ max ) ) B ],
_ —p— V4, —n—J4,
¢s; = max ) ) 3 ) .
— Py + VA:a — Py VA4
- max ) L 3 )

a nahradime-li v téchto formulich symbol max symbo-
lem min, ziskavame formule pro pq, ¢,.

Cvi&eni

1. Pro kruhy M, N z obrazku 7 neexistuje v posetu
(Cle), C) infimum mnoziny {M, N}. '

2. Dokaite, Ze jsou-li K,, K, dva kruhy ve smyslu pii-
kladu 13, pfidemz K, # @ a K, # 0, pak existuje pravé
jeden kruh K, ktery obsahuje K, i K, a ktery ma nej-
men§{ polomér.

3. Dokazte: Jsou-li K,, K, dva kruhy ve smyslu pii-
kladu 13, pfidem?Z jejich prunik je neprazdny, pak existu-
je pravé jeden kruh K, ktery je obsajen v K, i v K,
a ktery ma nejvétsi polomér.

4. Rozhodnéte, zda omezime-li se v piikladu 13 pouze
na ty oteviené kruhy, jejichz stied leZi na dané piimce p
(v&etné prazdné mnoziny), tvoii mnoZina C(p; p) tako-
vychto kruhti pfi uspofadani inkluzi svaz (resp. uplny
svaz).

5. PodmnoZinu M nékteré roviny nazveme hwvézdovitou
pravé tehdy, kdyzZ plati toto (srovn. obr. 9): V M existu-
je alespon jeden bod § takovy, Ze pro kaidy bod X z M
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le2f v M i kazdy bod dtset¢ky SX. Napi. obrazec
ABCGFED uréuje hvézdovitou mnoZinu. Oznaéme
H(p) mnoZinu viech hvézdovitych mnozin bodi roviny
o. Rozhodnéte, zda (H(p), C) je a) poset b) svaz ¢) dplny
svaz.

6. Oznaéme F(R) mnoZi-

nu, jejimiz prvky jsou b R
viechny posloupnosti a,,
B3y +-.y G, ... redlnych

Gisel (struény zapis pos-
loupnosti: {a;}). Pro dvé
posloupnosti @ = {a4}, F G
b = {b;} piSme a < b pra-
vé tehdy, kdyi aq = bt
pro kazdé ¢ € N. Rozhod-
néte, zda (F(R), <) je
a) poset b) svaz ¢) Gplny AZ=S B
SVaz.
7. Dokaite, Ze v kazdém Obr. 9
svazu & = (P, <) plati
toto:

a)dellik <han <m,pakkvn Shvm.

b) Je-lid, <hady <h,pakd,vd, <h.

c)de-li ¢ <d, pak pro kazdé geP platicvg <dv

vyg.

d)delik <h an <m,pakkan < hamnm.

e)Je-lid =h,ad <h, pakd < h AR,

fyJelic = d, pak prokaidége Pplaticag <dnay.
8. Dokaite, %e¢ v kaZdém svazu & plati pro kterékoli

a, b, ceP

a)av(bAc)S(avb)A(avc)

blaa(bve) =(aad)vaac),

c)jelia <c,pakav(bac) =(avb)ac.
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