Uspotfadané mnoZiny

2. kapitola. Svazy - zdkladni vlastnosti

In: Ladislav Beran (author): Uspofddané mnoziny. (Czech). Praha:
Mlada fronta, 1978. pp. 21-31.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/403924
Terms of use:

© Ladislav Beran, 1978

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy
of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for

electronic delivery and stamped with digital
V signature within the project DML-CZ: The Czech

Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/403924
http://dml.cz

2. kapitola

SVAZY — ZAKLADNI VLASTNOSTI

V dalSim budeme potfebovat pojem infima a suprema
podmnoZiny noside nékterého posetu.
Budeme fikat, %e neprazdnd podmnoZina M nosiée P

posetu? = (P, =) ma v#

infimum pravé tehdy,

kdyz existuje prvek ¢,

ktery ma nasledujici tii

vlastnosti:

(li)i e P;

(2i) pro kazdé m € M plati
1 < m;

(3i) plati-li pro néktery
prvek ¢, mnoZziny P pro
kaidé m patiici do M
vztah 2, = m, pak jiZ
nutné ¢, = ¢. Prvek ¢ se
nazyva infimum mnoziny
M v posetu 2. Piitom
zavadime tuto dohodu:
Budeme psat

i =inf, M
pravé tehdy, kdyZ existu-
je infimum mnoZiny M
v posetu & a rovni se 1.

supremum pravé tehdy,
kdyz existuje prvek s,
ktery ma nasledujici t¥i
vlastnosti:
(1s)se P;
(28) pro kazdé m € M plati

m =< s;

(3s) plati-i pro néktery
prvek s, mnoZiny P pro
kaidé m patifei do M
vztah s, = m, pak jiZ
nutné s, = s. Prvek s se
nazyva supremum mno-
ziny M v posetu £. Pfi-
tom zavadime tuto do-
hodu: Budemc psét

8§ =supy, M

pravé tehdy, kdy? existu-
je supremum mnoZiny M
v posetu & a rovni se s.
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K privé podané definici suprema a infima piipojme
dvé poznémky. Predné pro ka’dou mno¥inu M, @ #
# M C P, existuje nejvySe jedno infimum a nejvyse
jedno supremum. Spliuje-li totiz prvek I rovnéz poza-
davky (1li) — (3i), pak dle (2i) a (3i) musi platit 7, =
= I =1 a z téchZze podminek (2i) a (3i) vypsanych pro
I plyne, Ze ¢ = I. ProtoZe relace < je antisymetricki, je
i = I. Podobné lze postupovat pro supremum. Dale
uvedme, Ze je zvykem oznadovat prvek d € P takovy, Ze
d =< m pro kazdé m € M nazvem dolnt zdvora mnoziny M
v posetu . Obdobné prvek h € P takovy, ze b = m pro
kazdé m z mnoziny M, se nazyva horni zdvora mnoziny M
v posetu 2. Pii této Gmluvé byvaji vztahy (2i) a (3i)
formulovany struénéji tak, Ze pro prvek 7 zddame, aby
to byla dolnf zdvora mnoZiny M (viz (2i)) a aby to byla
nejvétsf z dolnich zavor této mnoziny (viz (3i)). Obdobné
lze pozadavky (2s) a (3s) shrnout do struénéjsiho po-
zadavku, Ze s ma byt nejmensi horni zdvora mnoZiny
Mv.

P¥iklad 6. Necht £ = {a, b} a necht #(E) = (P(E), C)
je uspofadana mnozina, jejimiz prvky jsou viechny pod-
mnoZiny mnoziny E a v niZ je uspofadani dano inkluzi.
Oznatme M, = {{a}, {b}}, tj. M, je dvouprvkova mno-
Zina o prveich {a}, {b} (coZ jsou jednoprvkové mnoziny).
Mame vysetfit zda existuje supremum a infimum mno-
ziny M, v posetu#(F) a nalezeny vysledek zobecnit.

ERegent. Predpoklddejme, %e existuje supremum mno-
ziny M, v #(E) a ozname ho S. Podle (1s) je SC E
a dle (28) ma byt {«} C S a zaroven {b} C S, pii¢emz dle
(3s) to mé byt nejmensi moZna mnoZina. Proto soudime,
ze § = {a, b} a obdobné, 7e infimum je prizdnad mnozina
I = §. Pfitom ziejmé {«, b} je sjednocenim mnozin {a},
{0} a @ je pranik mnoZin {a}, {b}.
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Nalezeny vysledek nas vede k tomu, abychom vyslo-
vili tuto domnénku: Je-li £ nékterd mnozina a M, N
dvé jeji podmnoziny, pak

supeE.c) {M, N} =M N, infpg.c) (M, N} =MAON.

Tuto domnénku dokdzeme, ukdZeme-li, 2e M Y N
(resp. M ) N) spliuje podminky (ls) — (3s) (resp.
(1i) — (3i)). Uvahy provedeme pro M (J N. Protoze
M (JN C E, plati (1s). Protoze M C M YNa N C
C M Y N, plati (2s). Je-li H podmnoZina mnoziny E
takova,2¢e M C Ha N CH,pak M Y N C H, tedy
plati také (3s).

Uloha 8. Dokaite, %e pro kazdou jednoprvkovou pod-
mnozmu {a} mnoziny P existuje v kterémkoll posetu
= (P, £) supg,{a} a inf,{a}.
[V obou piipadech je to prvek a.]

Priklad 7. Necht a, b jsou dvé pfirozend d&isla. Mame
vySettit existenci infima a suprema mnoZiny {e, b}
v uspotrddané mnoziné (N,, a,) z dlohy 1.

Redeni. Oznadme n (resp. d) nejmensi spoletny nasobek
(resp. nejvétsi spoleény délitel) &isel a, b. Tvrdime, Ze

n = SUPN,, oy {@ b}, d = infin,, o, {a, b} .

Dokédzeme prvni vztah, druhy ponechame &tenafi jako
cvideni. Pfedné plati (1s), nebot pro dvé ptirozena disla
existuje vidy pfirozené &islo, které je jejich nejmensim
spoleénym nésobkem. Déle platf (2s), nebot a | n a také
b | n. Kone&nd plati i (3s), nebot je-li s, celé nezdporné
¢islo takové, Ze a | s, a b | s,, pak s, je spolednym nasob-
kem &isel a, b a proto n | .
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Uloha 9. Dokaite, %e supremum a infimum v (N,, ;)
existuje pro kaidou dvouprvkovou mnoZinu {a, b}, kde
@, b jsou celd nezaporns &isla.

[Pozor, platf supy,, o) {0, @} == 0, infin,, o,y {0, @} = a.]

MnoZina Z nemi v uspoiadané mnoziné (Z, <) ani
infimum ani supremum, nebot v Z neexistuje ani nej-
vétsi ani nejmensi &islo. Méné snadnéjsi je nahlédnout
takovouto neexistenci suprema ¢ infima v nékterych
jinych situacich. Jedna z nich je pfedmétem nasleduji-
ofho piikladu. Cteniti doporuéujeme, aby pifklad pti
prvnim &tenf této knizky probral jen orientacéné a vratil
se k nému podrobnéji az pii druhém &teni.

Pfiklad 8. Necht D znaéi mnoZinu téch kladnych
raciondlnich &isel ¢, pro néi ¢ > 2. Mame dokézat, Ze
v uspofadané mnoziné ( <), kde Q znaéi mnoZinu
raciondlnich &fsel, neexistuje infimum mnoziny D.

Redent. Predevsim ukaZeme, Ze (i) pro kaidy prvek ¢
patFict do D existuje prvek q, patiici do D a takovy, Ze
¢, < ¢q. Abychom to nahlédli, vyjdeme z pFedpokladu,
%e prvek ¢, lze hledat ve tvaru ¢, = ¢ — ¢, kde ¢ je
vhodné ,,malé* kladné racionilni éislo. Prvek g, ma
patfit do D, mé tedy byt splnén vztah 2 < (g — ¢)?,
ktery snadno piepiSeme na pozadavek 2eq — e < ¢ —
— 2, Tuto podminku bychom potiebovali splnit vhod-
nym kladnym raciondlnim éislem . Budeme se proto
snafit zjednodusit tento vztah tdelnym obratem tak,
aby se v piisludné podmince jiZ nevyskytovalo ¢2. To je
mo?né provést takto: Uréime-li ¢ > 0 tak, aby platilo
2eq < ¢* — 2, pak — protoZe 2eq — &% << 2eq — jisté pla-
ti 1 vychozf pozadavek na ¢. Nyni je dalsi postup snadny:
Zvolime ¢ = (g2 — 2) : (2¢). Je to kladné racionaln{
dislo (ovéite), nebot dle piedpokladu je ¢ racionalni.
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Jim uréené éislo ¢, = ¢ — ¢ = (¢* + 2) : (2q) pati{ do
D, nebot ,,obraceni“ pfedchoziho postupu dava

G=Q—ef=¢—29c + & =
=g —(F—2)+ =2+ >2.

Dile ukédzeme, %e (ii) je-li d = 1 takové raciondini
éislo, %e d® < 2, pak existuje takové raciondlnt &islo d,, Ze
d < d, a d? < 2. Pro dukaz tohoto vyroku uvaime, e
2<4=<(d+1)?aieproto 0 <eg =(2—d?:(2d +
+ 1) < 1. Posledni nerovnost pro ¢, dava £ < ¢, a tedy
plati 2de, + & < 2de; + &g =2 —d?% Prod, =d + ¢
v dusledku toho mame d2 = (d + ¢,)? < 2. (Ctena¥,
ktery se poprvé seznamuje s ivahami tohoto druhu, by
si mél dikaz vyroku (ii) zpétné rozebrat podrobnséji tak,
aby vidél, jakou tivahou (obdobnou diukazu (i)) se dojde
k uvedenému tvaru pro &,.)

UkédZzeme posléze; Ze (ili) predpoklad existence infima
mnofiny D v (Q, <) vede ke sporu. Vskutku, kdyby d byl
prvek s vlastnostmi (1i) aZ (3i), pak — protoZe pro kazdy
prvek ge D je ¢ > 1 — je 1 dolni zdvorou mnoziny D
a proto by d nutné spliovalo d = 1. Kdyby nejprve
platilo d? > 2, pak by bylo d e D a dle (i) by existoval
takovy prvek q,€ D, Ze ¢, < d, coZ je ale spor s (2i).
Kdyby platilo, ze d2 = 2, bylo by d = }/2 a soudasné by
d mélo byt racionilni é&slo. To je spor s dobfe znimym
faktem, Ze V2 neni racionalni &islo. Zastava pripad d2 <
< 2. Podle (ii) ale existuje d, tak, Ze d < d, a d} < 2,
takZe tim spiSe je d? << ¢® pro qe D a tedy i d, < q pro
ka%dé ¢ € D. Cislo d, by tak bylo rovnéz racionalni dolnf
zdvorou mnoziny D a pfitom by bylo véts§i neZ nejvét-
81 dolni zdvora této mnoZiny. To je spor s (3i). Pfedpo-
klad existence infima mnoziny D v (Q, <) vedl v kazdém
ptipadé ke sporu a proto uvedené infimum neexistuje.
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Poznamenejme, e v mneZiné R redlnych disel existu-
je infg, <) D a rovnd se V2.

Uloha 10. Dokaite: a) Neexistuje takové raciondini
tislo s/t, kde s, t € Z, aby platilo

104 = 2,
b) Pro ka%dé ptirozené ¢&islo n plati vztah

o<ioim—1<2
n

¢) Je-li ¢ takové é&islo, Ze 10¢ > 2, pak pro ka?dé pfi-
rozené &islo » > 18 : (100 —2) je 2 :100 < 107" <1,

d) Je-li ¢ takové racionalni &islo, %e 107 > 2, pak
existuje takové raciondlnf &islo ¢,, Ze ¢, < g & zaroven
10 > 2,

e) Je-li d raciondlni &islo s vlastnosti 10¢ < 2, pak
existuje takové raciondlni &islo d;, Ze d < d, a soudasné
109 < 2,

f) Budiz £ mnoZina, jejimiz prvky jsou priveé ta
raciondlni &isla ¢, pro néZ plati 10¢ > 2. Dokaite, Ze
v posetu (Q, =) neexistuje infimum mnoziny E.

g) Ovéite, Ze infp, 5,F = log 2.

[Ndvod: a) VySetiete vatah 5° = 2¢-5, kde s, ¢ patii do
mnoziny N pfirozenych &isel. b) Uiijte binomickou

) 9y .,y 107 9
poudku na vyraz [1 + 7] . ¢) Ukaite, Ze o-— 1 > 0

d) Poloite q, = q—%—, kden > 18 : (101 — 2). e) Poloite
d=d+ T—ln—, kde m > 9.10% : (2 — 10%) a ukaite, Ze
pak 10Ym < 1 + (9 :m) < 2.1074.]

26



V uspofadanych mnoZinach definujeme pojem nejvét-
§iho (nejmensiho) prvku nasledovnd: Rekneme, Ze

prvek (e P je nejvdtsi
prvek posetu? = (P, <)
pravé tehdy, kdyZ pro
kazdé pe P plati p <.
Nejvétsi prvek posetu &
byvd rovnéZi nazyvan
jednotkovy prvek posetu
# a znadi se zpravidla 1.

prvek w eP je nejmendi
prvek posetu? = (P, <)
pravé tehdy, kdyZz pro
kaidé pe P plati p = o.
Nejmensf prvek posetu 2
byva rovnéZ nazyvin nu-
lovij prvek posetu# a zna-
¢f se zpravidla 0.

Uloha 11. Rozhodnéte, zda existuje nulovy & jednot-
kovy prvek a) v posetu (N, =) b) v posetu (N, o)
(srovn. dlohu 1). .

[a) existuje nulovy prvek a neexistuje jednotkovy prvek.
b) existuje nulovy i jednotkovy prvek.]

Existuje-li pro kazdé dva rtzné prvky «, b uspotddané
mno%iny # = (P, £) jak supg{a, b} tak i inf, {a, b},
nazyva se & svaz. Existuje-li pro kaidou neprazdnou
podmnoZinu M nosi¢e P posetu? = (P, <) jak supp M
tak i inf, M, nazyva se & iplng svaz.

Podle této definice je zfejmé, Ze kaidy dplny svaz je
svazem. Z fesen{ piikladu 6 plyne, Ze uspotidana mnoZina
P(E) = (P(E), C) je ptikladem svazu. Vysledek Glohy 9
tika, Ze (N,, 0,) je svaz. Z poznamky za tlohou 9 usuzu-
jeme, Ze poset (Z, =) neni vplny svaz. Je to viak svaz,
coZ vyplyne nejrychleji z nasledujicich obecndjsich
uvah.

Necht # = (P, <) je néktera uspoiidand mnoZina
a pro dva jeji prvky a, b necht plati ¢ < b. V tomto pii-
padé piseme

maxz (@,0) =b a ming (a,b) =a
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& oba zdpisy Steme po fadé ,,maximum (resp. minimum)
prvkit a, b je rovno b (resp. a)‘. Retézcem se rozumi uspo-
Fidand mnoZina (B, <), v ni% pro kaZdé dva prvky r, s
plati bud r < s nebo s =< r. Posety (N, =), (Z, =),
Q, =), (R, =) jsou priklady Fetézch, poset (N, o,)
nenf fetézec, nebot neplati ani 2 ¢, 3 ani 3 o, 2.

Piiklad 9. Necht 2 = (P, <) je poset a pro dva jeho
Prvky a, b nechf plati a < b. Mame dokazat, ze

inf, {a, b} = min, (a, b)

sup, {a, b} = max, (q, b).

Redeni. Provedeme piislusné tivahy pouze pro prvni
z obou vztahi, ovéfeni druhého ponechivame é&tendfi.

Predné je a = miny (a, b). Staéi tedy ukazat, Ze
prvek a ma vlastnosti infima mnoZiny {«, b}. Platnost
(1i) je zfejma. ProtoZe relace =< je reflexivni, platia < a
a dle pfedpokladu je téZ a < b, takZe plati (2i). Je-li
@, € P dolni zavora mnoziny {a, b}, pak tim spife a, < a
a proto platf i (3i).

Véta 1. KaZdy fetézec je svaz.

Dikaz. Protoze pro kazdé dva prvky a, b fetézce plati
a = b nebo b < a, existuje podle pfikladu 9 jak infimum
tak i supremum ka?dé dvouprvkové podmnoZiny noside
Fetézoe a tedy Fetézec je svaz.

Z véty 1 usuzujeme, %e posety (N, =), (Z, £), (Q, =),
(R, =) jsou svazy. Pravé tak je svazem poset (D, <)
z pitkladu 8 a poset (E, <) z tlohy 10. Zadny z téchto
svazll vSak neni plny, nebof neexistuje supremum jeho
noside.
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K snadnému rozpoznani, zda dany poset je ¢ neni
uplny svaz, slouii nasledujici poucka.

Véta 2. Poset # = (P, <) je dplny svaz pravé tehdy,
kdyZ pro kaidou meprdzdnou mnofinu M C P existuje
infy, M a kdyZ poset P md nejvélsi proek.

Dikaz. 1) Piedpoklatdejme, Ze je splnéna podminka
této véty. Nejprve dokazeme, Ze pro kazdou neprazdnou
podmnoimu M C P existuje Supg M. Ozna¢me H mno-
Zinu téch prvki & € P, pfo néz plati m < h pro kazdé
m € M (takZe do H dévime pravé viechny hornf zavory
mnoziny M). MnoZina H je neprazdni, nebot nejvétsi
prvek posetu 2 ziejmé patif do H. Podle pfedpokladu
cxistuje inf, H. Oznadme toto infimum ¢, Zvolime-li
me M, pak m < h plati pro kazdé h € H. Podle (3i) tedy
plati m < 4,. Vidime tak, Ze prvek ¢y € P mi vlastnost
(1s) a (28). UkéZeme, Ze ma i vlastnost (3s): Je-li totiz
m = iy pro kazdé m e M, je i, € H a protoZe i, je infimum
mnoZiny H, je dle (2i) i, < zl, coZz ukazuje platnost
vztahu (3s). Dokazali jsme tak, Ze i, = sup, M.

2) Je-li & tplny svaz, pak phmo z deﬁnlce plyne exis-
tence zminénych infim. Protoze existuje ¢ = sup, P
a protoZe je to dle (2s) prvek takovy, Ze p =< ¢ pro kazdé
p € P, je zitejmé, Ze # ma nejvétsi prvek.

P¥iklad 10. Mame dokézat, Ze poset Z(E) = (P(E), C)
z ptikladu 6 je uplny svaz.

BRefeni. K fedeni uZijeme vdtu 2. Nejvétsim prvkem
posetu #(E) je ziejmd E. Je-li M neprazdni mnozina
podmnozin 4, B, ... mnoZiny E, pak I = infzpE, M ma
byt podmnoZina mnoZiny ¥, ktera je obsaZena ve viech
podmnozinach 4, B,... (to zadd pfepis podminky (2i))

20



a je-li I, podmnozina mnoZiny F, kterd je obsaZena ve
viech podmnoZinach 4, B, ..., pak I, ma byt podmnoZi-
nou mnoziny I (to Zada p¥epis podminky (3i)). Témto
pozadavkim patrné vyhovuje mnozZina, jejimiZz prvky
jsou pravé ty prvky mnoziny E, které patii do vSech
podmnozin A, B, ..., tj. prinik viech téchto podmno-
Zin.

Piiklad 11. Necht E(N) znadi mnoZinu vSech ekviva-
lenci na mnozing N 7 @. Mame dokdzat, Ze uspofidand
mnoZina (E(N), C) je uplny svaz.

Redeni. Ovétime, Ze jsou splnény predpoklady véty 2.
Nejvétsfm prvkem je takova ekvivalence g, Ze pro
ka?dé dva prvky n,, ny€ N je n, gy n, (takZe g, = N X
x N). Je-li M neprizdné mnozina ekvivalenci g, o, ...
na mnoZiné N, pak existuje infgy,c) M. Vskutku, de-
finujeme-li relaci 7 na M tak, Ze n; v n, plati pravé
tehdy, kdyZ pro viechny ekvivalence g, o, ... z M plati
Ny @ Ny, Ny G Ny, ..., snadno nahlédneme, Ze 7 je ekviva-
lence. Naptiklad tranzitivita relace r plyne takto: Je-li
N, TNy & Ny TN, pak pro kaidé g, o, ... je u,pn,,
Ny 0 Mg, Ty G Ny, Ny @ Ny, ... & protoze g, o, ... jsou tran-
zitivni relace, je také n, o ng, n, 0Ny, ..., tj. vidime,
7e n, T ny. PoZadavek (2i) se pro r pfepisuje takto: Ma
byt T Cp, T Cao, ....Co ale znamena napifklad poza-
davek T C o? Znamend, %e ze vztahu (n,, n,) € T plyne
vidy vztah (n,, n,) € 0. Piejdeme-li k ekvivalentnimu pfe-
pisu, jednd se o ovéieni toho, Ze z n, T n, plyne n, p n,.
To je ale okamzité patrné piimo z definice relace 7.
Podivejme se dile na pfepis poiadavku (3i). Plati-li
soudasné 1, Cop, 1, Co, ..., pak mi byt 7, C 7. Zvol-
me proto ng, n,eN tak, Ze (nj, n,) € 1,. PotFebujeme
ukdzat, Ze nutné (ng, n,) € 7. Ale (ng, n,) €7, 8 7,C o dé-
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va (ng, ny) € 0, tj. 113 0 Ny & podobne najdemein,on,, ...,
tj. 74 T n,. Ukazali jsme tak, Ze v je infimum mnoZiny M
v posetu (E(N), C).

Cvileni

1. Nakreslete diagram posetu (N,, d) (srovn. str. 7).

2, Uzitim vysledku cvidenf 1 z 1. kapitoly naleznéte
diagram posetu, ktery ma za nosi¢ mnozinu viech relac{
na dvouprvkové mnoziné {e, b} a jehoZz uspofadani je
dano inkluzi.

8. Doka#te, Ze viechny relace na mnoZiné M tvoli pfi
uspofadéni daném inkluzi uplny svaz.

4. Rozhodnéte, zda

a) viechny reflexivni;

b) véechny symetrické;

¢) viechny antisymetrické;

d) vSechny tranzitivni
relace na dané mnoziné M tvoif pfi uspotddini daném
inkluzi uplny svaz.

B. Vysetiete, zda
a) vechna preuspotadani;
b) viechna uspofadani
na dané mnoZiné tvoff pfi uspotddini inkluz{ Gplny svaz.

6. Uzitim vysledki cvideni 5 z prvni kapitoly nalezndte
diagram svazu (E(N), C) v ptipadég, Ze

a) N ={a, b, c};

b) N = {a, b, ¢, d}.
7. Necht I znadi mnoZinu viech racionainich é&fsel z uza-
vieného intervalu (1, 2). Poset (I, <) nenf dplny svaz.
Dokazte.
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