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1. kapitola

USPORADANE MNOZINY

Poviimnéme si, Ze relace 4 na mnozind N,, definovana

na str. 7, mé nékteré vlastnosti spoledné s relaci <,
definovanou na R:

mdm m|m
pro kaZdé m e N,; jestlize pro kazdé m €{0, 1, 2, 3,
ménandm, pak m = 4}; jestlifZe m | n an | m,
= n; jestliZe m 0 n a za- pak (prom, neN,) m =
roveii n é k, pak m é k. = n; jestlite m | n a za-

roveii n | k, pakm | k.
Ptipomeiime nazvy zakladnich vlastnosti relaci. Je-li
g relace na mnoziné A, tj. o C A2, pak definujeme!?):
Relace g se nazyvi reflexivni, jestlize

(a,0) €
pro kaidé aed;

. apa
pro ka?dé ae 4;

Rikime, 7e relace g je antisymelrickd pravé tehdy, kdy?
md tuto vlastnost:

Je-li (@, b)ep a (b,a)ep, || Jeliapbajelidoa,
pak a = b. pak a = b.

s

1) Pro pohodli étendfe rozepisujeme definice v obou druzich
zépisu.
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Relace ¢ se nazyvd tranzitioni pravé tehdy, kdyz plati
toto:

Je-li (a, bleg a jeli Je-li @ p b ajeli b g c,
(b, ¢) €p, pak (a, c) € 0. pakagec.

Relace g se posléze nazyva symelrickd praveé tehdy, kdyz
pro ni plati toto:

Je-li (a, b) e p, pak Je-liapb,pakboa.
(b, @) ep.

Piiklad 2. Pro dvé redlna é&isla «, b piSme a o b pravé
tehdy, kdyZ a : (a® + 1) < b : (b* + 1). Mame vysetfit
vlastnosti relace definované takto na mnozZiné R realnych
disel.

Reseni. Relace ¢ je reflexivni, nebof pro kazdé realné
tislo a je podil a : (a2 + 1) definovan a plati a : (a® +
4+ 1) <a:(a® + 1). Tato relace neni antisymetricka,
nebot 1/2 ¢ 2 a zirovei 2o 1/2, ale 1/2 # 2, Jedna se
vSak o tranzitivni relaci, nebof ze vztaht e : (a2 4+ 1) <
Zb: (024D, b:(b2+1)=Zc:(c+ 1) plyne, Ze a:

(e*+ 1) =c: (c2 + l) Protoie 0 ¢ 1, ale (1,0) neni
prvkem relace o, je zre]me Je tato relace neni symet-
ricka.

Pro neprizdnou mnoZinu P, na ni% je definovana
relace g, kterd je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni,
zavedeme stru¢néjsi nazev. Pfesnd formulace vypada
takto: Znadi-li 2 uspofidanou dvojici (P, g), kde P jeo
neprazdna mnoZina a g je relace, kterd ma uvedené tfi
vlastnosti, fikime, %e # je usporddand mnofina. Také
budeme struénsé fikat, Ze & je poset (nazev vznikly zkra-
cenim z anglického partially ordered set). MnoZina P se
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nazyvi nosi¢ posetu 2 a relace p se nazyva uspofdddnt
mnoziny P; prvky mnoZiny P se nazyvaji proky uspord-
dané mnoZiny #. Pro usporadani definované na nékteréd
mnoziné se nékdy uziva symbol « (zdpis a < b se &te
,,6 predchazi b nebo ,,b nasleduje a*“) nebo se uiiva
(pokud nehrozi nebezpeéi z nedorozuméni) také sym-
bol < (zépis a =< b se &te ,,a je mensi nebo rovno b* nebo
se &te stejné jako zdpis @ < b). Zapis @ = b se povaZuje
za rovnocenny zapisu b < a.

Piiklad 3. Zvolme za mnoZinu P otevfeny interval
(1, oo) a pro dvé redlna &isla p, ¢ piSme p < ¢ pravé
tehdy, kdyZ p o g, kde ¢ bylo definovano v piiklad® 2.
Méime dokédzat, Ze relace < je uspofddani mnoZiny
(1, oo).

Resdeni. Vzhledem k tivahdém z ptikladu 2 stadi zjistit,
Ze relace < je antisymetricka. Necht tedy a, b jsou dvé
disla z intervalu (1, oo) takova, 7e @ < b a zdroven b < a.
Pakoviema: (@2 4+ 1) £b: (b2 + 1) <a:(a®+ 1)ma
za nasledek, Ze a : (a2 + 1) = b : (b2 4+ 1). Odtud plyne
nejprve

ab® 4-a =ba? -+ b,
poté
ab?* —ba: =b—a

a tedy také ekvivalentni podminka

/ ablb —a) = b—a.
Z tvah obvyklyeh pii Fedeni rovnic s parametrem je
dtenafi dobfe zndmo, %e bez daldich uvah nelze v téchto
situacich podlehnout pokudeni a celou rovnici kratit

dislem b — a. Jak tedy postupovat korektnd? Zminéna
zkusenost nam napovida, e musime prozkoumat dveé
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moinosti, a to pfipad b —a 5 0 a plipad b —a = @
Kdyby ale bylo b — a 3 0, pak celou rovnici miZeme
délit nenulovym éislem b —a a dostdvime ab = 1,
coZ viak pro nase dvé ¢isla a, b (pronéza >1ab > 1)
zfejmé nenf mozZné. Zistava tedy jako jedind mozZnost
pkipad b — a = 0, tj. @ = b. Tak jsme dokazali, Ze < je
na (1, oo) antisymetrickou relacf.

Piiklad 4. Pro dvé redlna ¢&isla @, b > 1 pidme et b
pravé tehdy, kdy% obé lisla ma : (a® + 1), #b : (b2 + 1)
patii do oboru funkce y = tg x a kdy? zaroven

na 7th
BT =%

Mime nalézt ty podmnoziny M mnoziny (1, o), na
nichZ je takto definovano uspoiddant.

Redeni. Prednd musi byt M neprizdné podmnozina
mnoziny (1, o). Relace t je ziejmé pii kazdém pFipust-
ném vybéru M reflexivnf a tranzitivni. VySetfovani rela-
co 7 nyni na chvili pferusime. Pro dalsi ivahy budeme
potiebovat tento pomocny vyrok:

(3) Pro ka¥dé redlné &islo x plati

1 x 1
—_ <

2 2+1 7= 2"
priéemé v proni merovnosti nastdvd rovnost prdvé tehdy,
kdy: x = —1 a v druhé prdvé tehdy, kdyZ x = 1.

Ditkaz. ProtoZe 0 < (x — 1)? pro kaZdé ze R (a rov-
nost zde nastiva pravé tehdy, kdyz z = 1), je 22 < 22 +
+ 1 a tedy  : (2 + 1) < 1/2 (a rovnost nastiva pravé
pro x = 1). Pfi volbé x = —=z tedy z pravé dokazaného
plyne, Ze pro kaZdé z € R plati

A
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2 1

241 = 2
a rovnost nastava pravé tehdy, kdyz 2 = —z = I, takZe
pro ka%dé z ¢ R plati
z > _ _1_
2241 — 2
a rovnost. nastava pravé tehdy, kdyZ z = —1, &imz

jsme dokézali platnost prvnf nerovnosti. Ctena#i dopo-
rudujeme jako cviteni odvodit si prvni nerovnost také
piimo ze vztahu 0 < (z + 1)

Vratme se nyni k vysetieni relace 7. Z (3) je ziejmé, Ze

7 na 4
A L AN
2 T a4+17 27

tj. Ze ma :(a® + 1) patii do oboru funkee y = tgz,
pravé tehdy, kdyz e # +1.

Nyni snadno nahlédneme, Ze relace ¢ je na ka%dé pod-
mnoZinéd M mmnoziny (1, oo) jiZ nutné antisymetricka.
Je-li totiZ a v b a zaroven b 7 a, pak

na b

tg ot -1 =tgb2+l
a protoZze dle (3) a vybéru M patii &isla na - (a® + 1),

b : (b% + 1) do intervalu (—%, %], jema:{a®+ 1) =

= zb : (b% -+ 1) a dle feseni pifkladu 3 je proto a = b.
Podminkdm stanovenym v piikladu 4 vyhovuje tedy
kaida neprédzdna podmnoZina mnoziny (1, oo).

Uloha 1. Na mnoziné N, viech celych nezipornych &i-
sel definujme relaci o, tak, %e (a, b) € o, pravé tehdy,
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kdyz a | b. DokaZte, %e relace o, je uspofddani mnoZiny
o-

Uloha 2. Mnozina E necht je nékterd pevnd zvolena
mnozina. Definujme (M, N)eo, pravé tehdy, kdyz
M C N a N C E. Dokaite, %e relace o, je uspotadani
mnoZiny véech podmnoZin mnoziny E.

Uloha 3. Relaci o, na mnozing R redlnych &isel defi-
nujme tak, %e pro dvé realna &fsla a, b je (@, b) € 6, pravé
tehdy, kdyZ ¢ = 1 nebo b = —1. Rozhodnéte, zda o,
je a) reflexivni b) antisvmetrickd ¢) tranzitivni d) sy-
metricka relace,

[a) ano, b) ¢) d) ne.]

Uloha 4. Rozhodnéte, zda relace ¢, zavedeni pro
redlna &isla v piikladé 2, definuje uspofddini na mnoziné

a) (1, o0); d) (—oo; —1);
b) (—1, 1); e) (—oao, 0).
e} (—1, 1)

[a) — d) ano, e) ne.]
Uloha 5. Dokaite, Ze vztah a o b je v ptipadé b), c)

z tlohy 4 ekvivalentni s tim, Ze ¢ < b a v pii{pads a), d)
s tim, Ze a = b.

Piiklad 5. Pro dvé redlna &isla a, b piSme a o, b pravé
tehdy, kdyz

log [(@ — b) + [l@—B)* + 1} = 0.
Méme dokazat, %e a o, b pravé tehdy, kdyZ a = b.
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EResen. Protoze pro ka’dé reilné &slo z je Va:’ +1>
> J2* = |z|, je také z + }/a® + 1 > = + || = 0 a pro-
to je vyraz log (z + [/® + 1) definovén pro kazdé redlné
¢islo z. Je-li nejprve z > 0, pak = + ]/x’ +1>2+
+ 1 > 1 a proto je log (= + 'l/:::2 + 1) >log1 = 0. Je-li
posléze 2 < 0, pisme x = —z. Dle jiZz dokizaného plati
0< log (z + Vz” 4+ 1) = log (—= +_Va:' + 1). Soudasné
ale je log (—z + V:z:2 + 1) + log (z + Va:’ + 1) =
=logl(—= + |2+ Dz + 22+ )] =logl =0
a proto 0 < log (—=z + sz + 1) =—log (x + Vx’ + 1),
Odtud (pfi vychozim piedpokladu z < 0) plyne 0 >
> log (z —|—]/:c2 + 1). Zatim jsme tedy dokézali toto
(piipad x = 0 je zfejmy):

(i) Je-li 2 > 0, pak log (z + J2* + 1) > 0.

(ii) Je'li 2 < 0, pak log (x + Vz’ 4 1) <o0.
(iii) Je-li 2 = 0, pak log (z + J/=* + 1) = o.
Ptedpoklddejme nynf, Ze &fslo ¢ je takové, Ze log (¢ +
+ 2+ 1) > 0. Podle (ii) je zfejmé, Ze neni ¢ <0
a podle (iii) usuzujeme, Ze nenf ani ¢ = 0. Zbyva proto

jen moznost, Ze ¢ > 0. Odtud (a z podobnych tvah pro
(ii), (iii)) plyne nésledujici zesfleni vyroku (i) — (iii):

(i') Vztah log (z + Vx” 4+ 1) > 0 plat{ pravé tehdy,
kdyZz 2 > 0.

(ii’) Vztah log (x + V.’v’ + 1) < 0 platf privé tehdy,
kdyz x < 0.

(iii") Vztah log (z + J/z® + 1) = 0 plati prav® tehdy,
kdyz x = 0.
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Nynf je jiz zfejmé, Ze
log [(a —b) + J@—dF + 1] 20

pravé tehdy, kdy% a — b = 0, tj. pravd v pipadé, je-li
a=b.

Podle vysledku tlohy 2 usuzujeme, Ze relace inkluze
je uspofadani na mnoZiné P(E) vSech podmnoZin mno-
7iny E, fedeno jinymi slovy uspoiadana dvojice (P(E),
C) ptedstavuje uspofdddnou mnoZinu. Nyni budeme
chtit zndzornit takovouto uspofddanou mnoZinu —
alespoii v nejjednodussich p¥{padech — pomoci vhod-
nych diagramit. Za tim tidelem predesleme tuto obecné
uzivanou imluvu: Je-li # = (P, <) uspofddand mnozi-
na, ktera ma koneéné mnoho prvki a plati-li pro jeji
dva prvky e, b vztah ¢ < b, znazornime oba prvky
krouzkem, ptidemZ a umistime pod b a spojime je Gsed-
kou. Pro jednoduchost providime takovéto pospojovani
jen v ptipadé, kdy @ # b a kdy mezi a a b neleif Zidny
dalsi prvek uspofddané mnozZiny, tj. pokud @ #b
a pokud z toho, e ze P a a < 2z < b ji% plyne, Ze bud
a = zneboz = b. V tomto piipadsé se ¥ika, Ze b pokrijvd a.

Pro E = § je diagram na obrazku 1, pro E = {a} viz

{a, 8}

{a}
o ¢ ' {a {5}

Obr. 1

Obr. 2 Obr. 3
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obr. 2, pro E = {a, b} viz obr. 3, pro E = {a, b, ¢} viz
obr. 4,

Uloha 6. Budi% = n&kters rovina, ¥ pevné zvoleny bod
této roviny. Pro dva body A, B z & pfSeme (4, B) e g,
pravé tehdy, kdyZ tsetky VA, VB maji touZ velikost.
Méime tak definovinu relaci ¢; na mnoZiné viech bodu
roviny n. VySetiete ji. [Relace g, je reflexivni, symetric-
ki a tranzitivni, nenf antisymetricka.]

Uloha 7. Vygetiete relaci | (,,d8li*') na mno%ind Z ce-
lych &isel.
[Je reflexfvni, tranzitivni, neni ani symetricka ani anti-
symetricka.]

Relace o;, | maji obé tu vlastnost, Ze jsou reflexivni
a tranzitivni. KaZ%da relace .p na neprazdné mnoZiné M,
kfera je reflexivni a tranzitivni, se nazyva preuspoidddni
mnoziny M. Relace ¢ na neprazdné mnoziné M, ktera je
reflexivni, symetrickd a tranzitivni, se nazyva ekvivalen-
ce na mnoZind M.
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Cvideni

Naleznéte viechny relace na dvouprvkové mnoZiné
{a, b}. ‘

Mezi relacemi ze cvidenf 1 nalezn&te

8) viechny reflexivni;

b) viechny symetrické;

c¢) vSechny antisymetrické;

d) viechny tranzitivni.

Konstruujte ptiklad relace, kterda je symetricka
a tranzitivni, ale nenf reflexivni. -

Mezi relacemi ze cvidenf 1 naleznéte
a) viechna preuspofadani;

b) vSechna uspotadani;

¢) viechny ekvivalence.

Naleznéte viechny ekvivalence na
a) tiiprvkové mnozinég {a, b, c};

b) étyfprvkové mnoziné {a, b, ¢, d}.
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