Rovinné grafy

III. kapitola. Tt¥i domy, tfi studné a muii noha aneb véta
Kuratowského

In: Bohdan Zelinka (author): Rovinné grafy. (Czech). Praha: Mlada
fronta, 1977. pp. 43-50.

Persistent JRL: http://dml.cz/dmlcz/403907
Terms of use:

© Bohdan Zelinka, 1977

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy
of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for

electronic delivery and stamped with digital
V signature within the project DML-CZ: The Czech

Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/403907
http://dml.cz

I1I. KAPITOLA

TRI DOMY,TRI STUDNE A MURI NOHA
ANEB VETA KURATOWSKEHO

Mozna, zZe jste se uz nékdy setkali se znamou tdlohou
rekreadni matematiky o tfech domech a tfech studnich.

Jsou tfi domy a tfi studné. Obyvatelé viech tii domu
mohou pouZivat vSech tfi studni.)Kazdy z nich by chtél
mit od svého domu cesty ke viem tfem studnim, nikdo
v8ak nechce, aby se néktera jeho cesta kiiZovala se sou-
sedovou. Jak to zaridit?

Nez odpovime na tuto otdzku, budeme si definovat
rovinnou representaci grafu.

Definice III.1. Necht ¢ je graf. Rovinnou representact
grafu G nazyvame mnozinu bodu £((F) v roviné slozenou
jednak z takzvanych uzlovych bodi vzijemné jedno-
znaéné pfifazenych uzlim grafu G, jednak z oblouku
spojujicich ty dvojice uzlovych bodii, které odpovidaji
dvojicim uzld spojenych hranou v grafu (¢, priéemz
zadné dva z téchto obloukt nemaji spoleény bod, ktery
by byl vnitinim bodem nékterého z nich.

Tato definice se zda na prvni pohled slozitd, neni to
viak nic jiného nez matematické vyjadreni toho, co
zndme uZ z diivéjSska. UZ v prvni kapitole jsme mluvili
o tom, jak kreslime grafy. Zde misto krouzkti mame
pouhé body, coz neni tak podstatny rozdil; ve skuted-
nosti mufeme naddile kreslit krouzky, pokud budou
dostatedné malé. Nové je na této definici to, Ze nepii-
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poustime, aby nékteré dva oblouky mély spoleény bod,
ktery by byl vnitinim bodem nékterého z nich. Tedy
%4dné dva z oblouki (znazornujicich hrany) se nesméji
protinat a Zadny z nich nesmi prochézet uzlovym bodem
riznym od téch dvou, které spojuje. Jediné tehdy pova-
zZujeme nakres uréitého grafu za jeho rovinnou represen-
taci.

Uvidime, Ze ne kazdy graf ma rovinnou representaci.

Definice IIT.2. Graf @, k némui existuje rovinnd
representace #(G), se nazyva rovinny graf.

Vratme se nyni k dloze o tfech domech a tfech stud-
nich. Mé&jme graf, jehoZ mnoZina uzld se skladd z uzld
dy, s dg, 8, 85, 83 a v némz ka¥dy z uzla d,, d,, d, je
spojen hranami s uzly s,, 8,, 8. Uzly d,, d,, d, predstavujf
domy, uzly s,, 8,, sy pfedstavuji studné. Hrany grafu
piedstavuji cesty od domt ke studnim. Jde o dplny
sudy graf K, Uloha je fefitelnd pravd tehdy, jestlize
existuje rovinnd representace tohoto grafu (ta nim

Obr. III.1
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predstavuje mapu pfisluénych cest), to jest je-li graf
K, 5 rovinny.

Reknéme si nyni rovnou, Ze graf K, roviony neni
a Ze tedy tloba nenf FeSitelnd. Dokazovat to nebudeme;
v diikaze bychom nevystadili s teorii grafii, ale museli
bychom pouZit prostfedkii topologie, coz je rovnéz jeden
z oborlt moderni matematiky. Na obrazku III.1 vidime
nakres grafu K4, v ném? pravé dva oblouky zndzorhu-
jici hrany se protinaji. Vidime tedy, Ze nezbyvi, neZ aby
se jeden z obyvatel domu uskromnil a spokojil se s cesta-

mi pouze ke dvéma studnim.

Definice III.3. Nechf @ je graf, & jeho hrana s konco-
vymi uzly u a v. Necht (' je graf ziskany z @ odstrandnim
hrany A, pfidinim nového uzlu z a spojenim tohoto uzlu
hranami s uzly  a v. Pak fekneme, %e G je graf ziskany
z G rozpilenim hrany k.

u u

Obr. III.2

Na obrizku IT1.2 vidime graf @ a graf G’ ziskany z G
rozpilenim hrany A.

Definice ITI.4. Necht @ a G’ jsou dva grafy a necht
existuje konednd posloupnost grafi

Gl: sz vy Gn

456



takové, Ze graf Gy, je ziskin z grafu G; rozpilenim
nékteré jeho hrany pro¢ =1,...,n — 1, graf G, sp]yva
s grafem @ a graf G, splyva, s grafem @', Pak rlkame ze
graf @ je graf ziskany z grafu ¢ postupnym pﬁ]enim
hran.

Véta III.1. Necht graf G neni rovinng, necht G’ je graf
ziskany z grafu G postupnym pilenim hran. Pak graf G’
nent rovinny.

Ditkaz. Uvazujme posloupnost grafa z definice 1I1.4.
Predpokladejme, Ze graf G’, coz je G,, je rovinny. Budiz
Z(G@') jeho rovinni representace. Graf G, je ziskan
z grafu G,_, rozpilenim nékteré hrany % o koncovych
uzlech w a », to jest odstranénim hrany A, pfiddnim
nového uzlu z a spojenim uzlu z hranami s uzly » a v.
Vezméme v representaci #(G') oblouky odpovidajici
hranim wuz a w»z. Pak oblouk, ktery je sjednocenim
téchto obloukt, miZeme povaZovat za oblouk represen-
tace #(G._,) grafu G,_, odpovidajici hrané A (bod
odpovidajici uzlu z prestaneme povazovat za uzlovy
bod). Dostaneme tak rovinnou representaci #(G,_,)
grafu G,_, a tedy graf G,_, je rovinny. Stejnym zpuso-
bem pro i =1,...,  — 1 miZeme dokizat, Ze je-li
G, rovinny, je i G; rovinny. Tedy i graf G,, coz je graf
@, je rovinny, a to je spor.

VYéta IIL.2. Necht G' je podgraf grafu G a nechf G' neni
rovinny. Pak G nent rovinny.

Dikaz je ziejmy.

Vidime tedy, Ze Zadny graf, ktery obsahuje graf K4

nebo graf ziskany z ného postupnym pililenim hran jako
podgraf, neni rovinny.
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Ted si ukazeme, 7e 1 v klasické literatufe miiZeme
objevit matematické zajimavosti. MoZzna, Ze jste Getli
nebo vidéli v divadle dramatickou béasenn J. W. Goetha
»Faust“. Uvedeme dialog Fausta s diblem Mefisto-
felem, ktery privé vnikl do jeho pracovny v podobé
pudla:*)

MEFISTOFELES

Vis, rdd bych na vzduch., ale vér mi,
j& malou prekdZkou tu drZdn jsem.
Tam — mufi noha ne prahu je.

FAUST

NemuzZes pfes ten pentagram?
Pak, synu pekel, problém tu je:
Jaks mohl vejit, se t& ptdm.
Co% démon moh byt osdlen ?

MEFISTOFELES

Jen podivejte, neni dotaZen.
Ten jeden ihel, ten, co mif{ ven,
vidi§, je trochu otevi¥en.

FAUST

Nu, tohle vybornd je vée.
Ty tedy jsi muij zajatec?
Béh ndhody se divné stoéil.

Ponechme ted Fausta jeho osudu a viimnéme si jen
jedné véci. V dialogu se mluvi o jistém magickém zna-

*) Pfeklad Otokara Fischera. Vydala Mladé fronta, Praha
1973.
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meni, které podle stiedovékych predstav dovedlo
ochranit ¢lovéka pied nedistymi silami. Tomuto znameni
se Iika ,,mufi noha* nebo také ,,pentagram*. Co to asi
je?

]' Recka piedpona ,penta-* nam iikd, Ze to souvisi
s ¢fslem 5. A skutedné, jde o pétitihelnik se viemi jeho
thlopfi¢kami; vidime jej na obrazku IIL.3.

PAANN

Obr. III.3 Obr. ITI1.4

Pro¢ se mu ki ,,muii noha“, to vam nevysvétlim;
na to byste se museli zeptat historika. Stejné tézké by
bylo asi vysvétlit, pro¢ se tomuto symbolu piipisoval
magicky vyznam. Snad proto, Ze pétitihelnik je jedinym
mnohothelnfkem, ktery ma stejny podet ihlopfi¢ek jako
stran. Mozné v8ak to bude i tim, Ze si lidé v8imli jisté
jeho vlastnosti, kters souvisi s teorii grafu (i kdyZ samo-
ziejmé tehdy jesté teorie grafii neexistovala). Bereme-li
»muif nohu‘ jako graf, to jest povaZzujeme-li vrcholy
pétithelnika za uzly grafu a jeho strany i dhlopii¢ky za
hrany grafu, je to tplny graf K;. A ten ma podobnou
vlastnost jako K, ;. Neni to rovinny graf, kdybychom
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viak z ného odstranili jednu hranu, dostali bychom
rovinny graf. Na obrazku IIL.4 je ndkres grafu K,
v némz se jediné dvé hrany protinaji.

Samoziejmé také kazdy graf, ktery obsahuje graf K,
nebo graf ziskany z tohoto grafu postupnym pulenim
hran jako podgraf, neni rovinny.

Mime uZ tedy velkou fadu grafii, o nichZ vime, Ze
nejsou rovinné. Jsou to viechny grafy obsahujici pod-
graf, ktery je grafem K, nebo K, nebo je z nékterého
z téchto grafi ziskan postupnym pulenim hran. Nésledu-
jici véta nas ujisti o tom, Ze daldf nerovinné grafy uz
neexistuji.

Véta IIL3. (véta Kuratowského). Graf je rovinny
prdvé tehdy, jestliZe neobsahuje podgraf, ktery by byl
grafem K nebo Kg4 nebo grafem ziskangm z mnékterého
2 téchto grafi, postupnym pilenim hran.

Tuto vétu nebudeme dokazovat; je to vysledek, ktery
spada opét do topologie, a k jeho dikazu jsou potiebné
topologické tvahy. Jeho autorem je vyznamny polsky
matematik Kazimierz Kuratowski, ktery vynikl prede-
viim pravé v topologii.

Véta Kuratowského ma v teorii rovinnych grafii pte-
devsim ten vyznam, Ze jeji pomoci lze z této teorie
odstranit vSechny pojmy, které nepatii do &isté teorie
grafi. UmozZiluje nam podat novou definici rovinného
grafu.

Definice IIL.5. Necht G je graf neobsahujici Zadny
podgraf, ktery by byl grafem K nebo K, ; nebo grafem
ziskanym z nékterého z téchto grafi postupnym pile-
nfm hran. Pak se graf G nazyva rovinny.

Véta Kuratowského nim zaruduje ekvivalenci této
definice s definicf III.2. Znamen4 to, Ze kaZdy koneény
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graf, ktery je rovinny podle definice IIL.2, je rovinny
1 podle definice III.5 a obricené. Pfitom v definici III.5
se viltbec nevyskytuji takové pojmy jako rovina, bod
a oblouk. Mluvi se v nf pouze o podgrafech, pileni hran
a o grafech K; a K, ,, a to jsou pojmy teorie grafu.

Mohli bychom tedy vybudovat teorii rovinnych grafa
zcela bez geometrickych (respektive topologickych)
pojmi. Nicméné v dalsich kapitolach se budeme stile
opirat o pojem rovinné representace grafu, protoZe to
bude vyhodné s hlediska nizornosti.

Cvicenf

1. Najdéte rovinnou representaci wplného sudého grafu
K3 4 pro libovolné n. B

2, Na obrédzku III.5 je takzvany Peterseniiv graf. DokaZte
podle véty Kuratowského, Zze tento graf neni rovinny.

Obr. II1.5

8. Doka#te, #e kazdy graf obsahujici nejvySe jednu kruzniei
je rovinny.

4. Doka7te, e pro libovolnd velké pfirozené ¢&islo n existuje
sudy graf, ktery mé vice neZ n uzh1 a neni rovinny.
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