Rovinné grafy

IL. kapitola. Zékladni pojmy teorie graf

In: Bohdan Zelinka (author): Rovinné grafy. (Czech). Praha: Mlada
fronta, 1977. pp. 18-42.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/403906
Terms of use:

© Bohdan Zelinka, 1977

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy
of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for

electronic delivery and stamped with digital
V signature within the project DML-CZ: The Czech

Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/403906
http://dml.cz

JI. KAPITOLA

ZAKLADNI POIMY
TEORIE GRAFU

V predeslé kapitole jsme se sezndmili s pojmem grafu.
Nyni si povime o nékterych zdkladnich pojmech teorie
grafi.

Definice IL.1. Je-li u uzel grafu G, pak stupném uzlu u
v grafu G nazyvame podet hran grafu G incidentnich
8 uzlem u.

Stupeii uzlu % v grafu @ budeme oznadovat pg(u) nebo
jen o(u). Vidime, Ze v grafu na obrazku 1.2 je o(%,) = 1,
o(ug) = 3, o(uy) = 2, o(u,) = 2.

V grafu Zeleznidni sité stupen uzlu predstavuje podet
sméri, jimiZz muzZe vyjet vlak z prisludné stanice. V che-
mickém strukturnim vzorci pfedstavuje mocenstvi ne-
boli valenci piislusného atomu. Proto se také nékdy
i v teorii graft uZiva ndzvu valence misto stupen uzlu.

Sedteme-li stupné viech uzli daného grafu, dostaneme
dvojnésobek poétu hran. Je to zfejmé z toho, Ze vlastnd
séitame podty hran incidentnich s jednotlivymi uzly,
pritom vSak kaZdou hranu poéitame dvakrat — u kazdé-
ho z jejich koncovych uzla zvldst,

Véta IL1. V katdém koneéném grafu je polet uzli
lichého stupné sudy.

Dikaz. Soudet stupni v3ech uzli je dvojnasobkem
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podtu hran. ProtoZe podet:hran je &islo celé, jeho dvojna-
sobek je é&islo sudé. Podet uzla lichého stupné tedy ne-
miiZe byt lichy, protoZe pak by soudet stupni viech uzld
byl rovnéi lichy.

Definice IL.2. Je-li u uzel grafu G a je-li jeho stupen
roven nule (to znamend, Ze % nenf incidentni se Zadnou
hranou), fikame, Ze u je izolovany uzel grafu G.

olu

Obr. II.1

Na obrazku II.1 vidime graf, v némZ uzel « je izolo-
vany. ‘ ' _

Na grafu Zelezni¥ni sité se izolované uzly nevyskytuji;
musely by to byt stanice, z nichZ nevychaz{ Zadn4 traf,
coz neni moZné. Mohli bychom vsak vzit graf, jehoz
uzly by byla vSeohna mésta uréitého okresu a v némz by
dva uzly byly spojeny hranou priavé tehdy, kdyby
existoval mezi odpovidajicfmi mésty tGsek Zelezni¥ni
trati neprochédzejici Zddnym dalsim méstem. V takovém
grafu by mohly byt izolované uzly; odpovidaly by més-
tim bez Zelezniéniho spojeni. Takovd mésta jsou na-
ptiklad Cesky Dub a Kostelec nad Cernymi. lesy.

Definice I1.3. Graf G, v némiz véechny uzly maji ten-
tyZ stupen r, se nazyva pravidelny graf stupné r.
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Na obrazku I1.2 vidime pravidelny graf stupné 3.

D

Obr. I1.2

Deflnice II.4. Necht G je graf, v némz kazdd dvojice
raznych uzli je spojena hranou. Pak se graf G nazyva
1iplny graf. Uplny graf o # uzlech zna¢ime symbolem K.

Na obrazku II.3 vidime grafy K,, K,, K,, K;, K,.

AN/

K

& @

Obr. I1.3
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Kazdy uzel grafu K, ma stupeii » — 1 (je spojen
hranami se vSemi uzly grafu kromé sama sebe), souéet
stupnii viech uzla je tedy n(n — 1), coZ je dvojnasobek
pottu hran (viz dikaz véty IL.1). Poéet hran grafu K,
je tedy % n(n — 1).

Dilezity je i pojem podgrafu.

Definice II.5. Graf G’ se nazyva podgrafem gratu G,
jestliZe jeho mnoZina uzld je podmnoZinou mnoZiny

u
3 us

Uy
ug

Us GZ Us

Ug Us -

Ug

G,

Obr. II.4
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uzli grafu ¢ a jcho mnoZina- hran je podmnoZinou
mnoziny hran grafu G.

Na obrazku 11.4 vidime graf G a tii jeho podgrafy
Gy, Gy, Gy. MnoZina uzl grafu G, je tatdZ jako mnoZina
uzld grafu &, jeho mnozina hran je vlastni podmnozinou
mnoziny hran grafu G. Takovémuto podgrafu se nékdy
Fika faktor grafu G. MnoZiny uzla podgrafa G, a G, jsou
vlastnimi podmnoZinami mno#iny uzla grafu G. Podgraf
G, ma tu vlastnost, ze kazdd hrana grafu G, ktera je
incidentn{ se dvéma uzly grafu G,, patii do G,. Takové-
muto podgrafu se fika indukovany podgraf. Podgraf G,
tuto vlastnost nemad.

Je-li G graf Zelezniéni sité a G’ je graf sloZeny ze stanic
a usekd trati, jimiZz projizdéjf rychliky, je G’ podgrafem
grafu G.

Nyni ptistoupime k pojmu souvislosti:

Definice I1.6. Budi? G graf a u, v dva uzly grafu G.
Sledem z uzlu » do uzlu » v grafu G se nazyva konedna
posloupnost

U = Uy, hl) Uy, hay Ugy. . .y Bgy Up =0,
kde uy, u,,..., u, jsou uzly, h,,..., h, hrany grafu @
a hrana h; je incidentni s uzly »;_, a w;pro¢ =1,..., n.

Existuje-li sled z » do v v grafu ¢/, fikame, Ze uzly » a v
spolu souvisf v grafu G.

Posloupnost sloZenou z jediného uzlu a Zadné hf'any
povaZujeme také za sled. Tedy kazdy uzel souvisi sam
se sebou.

Me]me nyni uzel » grafu ¢ a oznadme symbolem S(«)
mnoZinu viech uzli, které souvisi s uzlem u v grafu G.
Je-li ve S(u), pak kaidy tzel w, ktery souvisi s v,
souvisi také s u; staéi vzit sled z w do v a k nému pfi-
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pojit sled z v do u. Stejné viak mizeme dokazat, Ze
kazdy uzel, ktery souvisi s u, souvisi také s v a tedy
S(u) = S(v). Jestlize v ¢ S(u), mame S(u) () S(v) = 0;
kdyby totiz existoval uzel we S(u) ()} S(v), znamenalo
by to, Ze existuje sled z v do w a sled z w do v a tedy by
musel existovat i sled z « do v, coZ by byl spor.

Mnoziny S(u) pro jednotlivé uzly u tedy tvofi systém
podmnozin mnoZiny uzli grafu G, ktery ma tu vlastnost,
ze kazdd z téchto mnoZin je neprizdni a kaZdy uzel
pati pravé do jedné z nich (pro kaZdé v mdme u € S(u),
tedy u patfi alesponi do jedné z téchto mnoZin; pritom
do dvou riznych mnoZin patfit nemutze, jak jsme uka-
zali vyse). Takovémuto systému podmnoZin F{kime
rozklad mnoZiny uzla grafu G.

Jsou-li dva uzly grafu G spojeny hranou, z¥ejm - spolu
souvisi. Ka?d4 hrana tedy spojuje dva uzly patiici do
téZe mnoZiny. Budiz nyni C(u) podgraf grafu G, jehoZ
mnozZinou uzhi je S(u) a jehoZz mnoZinou hran je mnozZina
viech hran, které inciduji s uzly z S(u). Podgraf C(u)
nazyvame komponentou grafu G.

Definice II.7. Graf, v némzZ libovolné dva uzly spolu
souvisf, se nazyva souvisly.

Znamend to, fe kazdd komponenta grafu je souvislym
grafem. Je-li graf souvisly, pak mé pouze jednu kompo-
nentu.

Predstavime-li si graf jako zndzornéni Zelezniéni sité,
pak dva uzly spolu souvisf pravé tehdy, miZeme-li se
dostat vlakem ze stanice odpovidajici jednomu z nich
do stanice odpovidajici druhému. Je-li takovyto graf
nesouvisly a vezmeme-li dva uzly (stanice) patfici raz-
nym komponentdm, pak k tomu, abychom se dostali
z jednoho uzlu do druhého, nestadi vlak, ale musime
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pouzit jiného dopravniho prostifedku. Ve vétSiné statd,
vdetnd Ceskoslovenska, tvor{ Zelezniéni sft souvisly graf
(nepoditdme-li ovSem lanovky). Zelezniéni sit s nesou-
vislym grafem ma napiiklad Malgasska republika; tento
graf je na obrazku II.5. Vidime, Ze z Ambatondrazaky
do Fianarantsoy se vlakem nedostaneme.

=
«
3
u 8 g
2 3 = 8
P 3 S W
2 X S Q
FIANARANTSOA Zz = z <
o~ - —0— -0
HANAKARA TAMATAVE
Obr. 11.5

Definice I1.8. Necht
U = Uy, hl’ Uy hyy gy ..,y By Up =0

je sled z uzlu u do uzlu v v grafu G. Je-li k; # h; pro
ka?dé i a j takové, ze 1 <i <n,1 <j <n,1 # j, pak
se tento sled nazyva tah z u do v. Je-li navic jedté u; # u,
pro kaidé i a j takové, Ze 0 <7 =%, 0 <j =n, ¢ #J,
tento sled se nazyva cesta z u do v.

Jinymi slovy, v tahu se nesméji opakovat hrany, v ces-
té se nesméji opakovat hrany ani uzly. Opakuji-li se
hrany, pak se samoziejmé opakuji i uzly; tedy ve sledu,
ktery neni tahem, se opakuji i uzly.
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VYéta I1.2. Necht v grafu G uzly u a v spolu souvisi. Pak
existuje cesta z w do v v grafu G.

Dakaz. Jestlize u a v spolu souvisi, pak existuje sled
U = Uy, hl: Uy, hz, Ug, . - -, ho, w,, = v.

Pouzijeme matematické indukce podle n. Je-li » = 0,
pak # = » a sled je cestou, protoze se sklidd z jediného
uzlu a Zddné hrany. Nechf nyni k£ = 1 a pfedpokladejme,
ze tvrzeni plati pro n ' <k — 1. Méjme nyni n = k;
mame tedy sled

U = Uy, By, Uy, By, Ugy. .., Py, Uy = V.

Je-li tento sled cestou, pak véta plati. Neni-li cestou,pak
existuji uzly, které se opakuji. Necht tedy w = u, pro
néjaké I a m takové, ze 0 <! < m =< k. Pak existuje
sled

U = Uy Ry, Uyy o v oy Ry Ug = Uiy Py Uinggse v oy By Up = 0

z % do v, ktery obsahuje k¥ — m + [ hran. ProtoZe I < m,
jek—m + 1 < k a tedy podle indukéniho pfedpokladu
existuje cesta z u do .

Tohle také znime z praxe. MiZeme-li se z jedné Zelez-
niéni stanice dostat do druhé vlakem, muZeme se tam
dostat tak, Ze kazdou stanici a kaZdym tsekem trati
projedeme nejvyse jednou. A tak také skuteéné jezdime.

Definice II.9. Je-li C cesta v grafu ¢, pak poéet hran
cesty C se nazyva délka cesty C.

Pochopitelné podet uzli cesty C je vidy o jednu vétsi
nez jeji délka.
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Definice 1I.10. Necht » a v jsou dva uzly grafu G.
Jestlize uzly » a v spolu souvisi, pak symbolem d(u, )
oznadujeme délku nejkratsi cesty z « do v. Jestlie  a v
spolu nesouvisi, pak poloZime d(u, v) = . Vyraz d(u, v)
nazyvame vzddlenost uzli v a v v grafu G.

Vidime, Ze d(u, v) = d(v, ) pro kazdé dva uzly v a v
grafu G. Déle d(u, v) = 0 pravé tehdy, je-li u = v,
a d(u, v) = 1 pravé tehdy, jsou-li uzly » a v spojeny
hranou.

Obr. II.6

Pojem vzdalenosti si miZeme ilustrovat na pifkladé
grafu, jehoz uzly jsou staty evropské pevniny a v némiz
dva uzly jsou spojeny hranou pravé tehdy, maji-li odpo-
vidajici staty spoleénou hranici (vedouci po pevniné).
Tento graf je na obrazku I1.6. Jednotlivé stity jsou ozna-
¢eny pifslusnymi pozndvacimi znadkami motorovych vo-
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zidel. Vzdalenost dvou uzli ndm zde predstavuje podet
pfechodi hranice, kterych je tieba pf'i cesté z jednoho
staitn do druhého pozemskym dopravnim prostredkem.
Vidime napfiklad, Ze vzdalenost }()}eskos]ovenska a Por-
tugalska je v takovémto grafu rovna étyrem.

Dalsim dilezitym pojmem je pojem kruZnice. Je to
néco jiného neZ kruZnice v geometrickém smyslu; pro
zna¢nou podobnost s touto kruZnici se v8ak pouZiva
stejného nazvu.

Definico ILLL. Souvisly pravidelny graf stupné 2 se
nazyva kruZnice. Podet hran kruZnice se nazyva délka
kruznice.

Obr. I1.7

Na obrazku II.7 vidime kruznici délky 6. Vidime, Ze
uzly a hrany kruZnice délky n se daji srovnat v posloup-
nost

u11 h’l) ’ll/2, hb <y uﬂ’ hﬂs up

v niz pouze pr viia poaledm &len se sobs rovnaji, ostatni

jsou navzajem 1r0zné, u,,.. ., %, jsou uzly, k,,. .., b, ]sou

hrany, hrana #k; je 1n01fieptn.1 s uzly ; a u; pro 11,
.on—1a hrana kg je incidentnd s uzly u, a u,.

27



Nas budou predevSim zajimat kruZnice, které jsou
podgrafy danych grafa.

Definice IL.12. Nechf % je hrana grafu @ a nechf &
nepatii Zadné kruznici, ktera je podgrafem grafu G. Pak
hrana kb se nazyva acyklickd hrana grafu G.

Misto , kruZnice, ktera je podgrafem grafu G** budeme
kratee ifkat , kruZnice v grafu G*.

Definice I1.13. Graf, ktery neobsahujc¢ kruinice (ja-
koZto podgrafy), se nazyvi les.

Prod se tomuto grafu ifka les, pozname z dalsi definice.
Definice IL.14. Souvisly les se nazyva strom.

Vime, Ze kaZdd komponenta grafu je souvislym gra-
fem. KaZd4 komponenta lesa je rovnéz lesem, tedy je to
strom. Les se tedy skladd ze stromi; to je také davod,
proé se uzivd terminu les.

Slovo ,,acyklick)'r“ je Feckého ptivodu. Slovo , kyklos*
znamens ,.kruh*; v polatinténé podobé je to ,,cyklus“
co% je slovo zndmé z bézného zivota. Piedpona ,a-
znamend zipor.

Piiklad stromu je na obrazku II.8.

Obr. IL.8
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Véta IL.3. BudiZ h hrana grafu G, budteZ w a v jeji
koncové uzly. Budif G’ graf, ktery vznikne z G odstranénim
hrany h. Hrana h je acyklickd prdvé tehdy, jestliZe uzly
u @ v spolu nesouvist v grafu G'.

Dikaz. Piedpokladejme, Ze % je acyklicka hrana
v grafu G. Kdyby uzly « a v spolu souvisely v grafu §’,
existovala by cesta C z u do v v grafu ¢'. Pfidanim hrany
h k této cesté bychom dostali kruZnici v grafu G obsahu-
jici hranu %, coz by byl spor. Nechf nyni % nenf acyklicka.
Pak existuje kruZnice K v grafu G, ktera obsahuje hranu

ie JIRixov
MIKULASOVICE
DOLNI NADRAZI

RUNBURK

DOLNI POUSTEVNA 7 ord
PANSKT KRASNA LlIPA

RYBNISTE
VARNSDORF

HRADEK
NAD NISOU

CESKA KAMENICE ,
JEDLOVA

BENESOY CESKA LiPA

NAD PLOUCNIC!

BAKOV,
NAD JIZEROU

Obr. I1.9

TURNOY
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k. Odstranénim hrany A z kruZnice K vznikne cesta
z % do v, kterd neobsahuje & a tedy je cestou i v G.
Uzly u a v tedy spolu souvisi v (.

Jsou-li tedy dvé stanice v grafu Zelezniéni sité spojeny
acyklickou hranou, existuje jedind moznost, jak z jedné
do druhé jet vlakem. Pokud by tato hrana nebyla
acyklicka, bylo by téchto moznosti vice. Na obrizku
I1.9 vidime graf Zelezniéni sité v uréité oblasti severnich
Cech. Acyklickymi hranami jsou spojeny dvojice stanic
Rybnisté — Krasna Lipa, Rumburk — Jitikov, Mikula-
Sovice-dolnf nadrazi — Dolni Poustevna.

Na tomto obrazku si maZeme vsimnout i toho, Ze
hrana incidentni s uzlem stupné 1 je vidy acyklicka.
Takovéto hrané ifkame koncova hrana grafu. JestliZe
acyklicka hrana neni koncovou hranou grafu, fikame ji
most. Na obriazku je tedy mostem hrana spojujici
Rybnisté s Krasnou Lipou. Pro& se takové hrané iika
most, je ziejmé z obrazku.

Véta I1.4. Necht graf @ je stromem. Pak ke kaZdym
dvémae wzlim w a v grafu G existuje prdvé jedna cesta
zudow.

Dakaz. Strom je souvisly graf, tedy alespon jedna
cesta z # do v v ném existuje. Predpokladejme, Ze existuji
dvé razné cesty C, a C, z u do v. Necht C; je

U= Ug, By, Upse ooy Bpy Uy = ¥
a cesta C, je
4 ’ ’ ’ ’
U = Uy, by, Ugye oy By Uy, = 0.
Vidime, Ze u, = u,. MlZe byt %; = ;i pro néktera dalsi
¢isla 4, ale nikoliv pro viechna, protoZe pak by ohé cesty
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splyvaly. Necht tedy p je nejmensi &islo takové, Ze
Uy F# Uy; je oviem p = 1. Necht déle ¢ je nejmensi &islo
takové, 7e g > p a uzel u, patii cestd C,; pak ovSem
u, = u,, kde r je néjaké ¢&islo takové, %e p < r = n.
Oznaéme C; éast (neboli tisek) cesty C, tvaru

Uy, Ppiry Upisrse ooy hoy U

a C, usek cesty C, tvaru
u;: h1,;+1’ ujla'H’- ] h;» u;'

Useky C; a Cj jsou cestami z u, = u, do u, = ,. Kdyby
mély spoleény uzel rizny od téchto dvou, byl by to uzel
u, pro néjaké s takové, Ze p < s < ¢; potom by vsak w,
byl uzlem cesty C,, coZ je ve sporu s minimalitou &fsla g.
Tedy C] a C; nemaji ani spoleénou hranu. Uzly a hrany
cest C] a C,, tvoif kruZnici, coZ je spor.

S nazvem ,acyklicky“ se setkivime i v chemii.
Acyklicky uhlovodik je takovy, jehoZ strukturni vzorec
je lesem. V opaéném piipadé se uhlovodik nazyva cyk-
licky. Na obrazku II.10 vidime acyklicky uhlovodik
hexan, na obrizku II.11 cyklicky uhlovodik cyklo-
hexan.

Budeme nyni mluvit o odstrafiovani urditych mnoZin
uzld z grafu. Je-li R néjaka podmnoZina mnoZiny uzld

H H H H H

%‘ c—¢C c (I: H
NN
Obr. I1.10
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grafu G a fekneme-li, Ze odstranime z grafu G mnozinu
R, znamen4 to, Ze odstranime soudasné i véechny hrany
incidentnf s wzly mnoZiny R. Graf ziskany z grafu @
odstranénim mnoziny R je tedy podgraf grafu G, jehoZ
mnozinou uzld je U — R, kde U je mnoZina uzla grafu
G, a jehoZ mnozinou hran je mnozina viech hran grafu
G, jejichZ oba koncové uzly patii do U — R.

Obr. II.11

Definice I1.15. BudiZ G souvisly graf, budiZ R vlastni
podmnoZina jeho mnoziny uzli. Budiz G’ graf, ktery
ziskdme z G odstranénim mnoziny R. Je-li G’ nesouvisly
graf, pak mnoZina R se nazyva fez grafu G. Jestlize
navic graf ziskany z G' odstranénim libovolné vlastni
podmnoziny mnoZiny R je souvisly, fikdme, 7e R je
minimdini fez grafu G.

Je-li graf G nesouvisly, pak prizdnd mnoZina je jeho
fezem. Protoze kazdd mnozina obsahuje prizdnou pod-
mnoZinu, je prazdnd mnoZina jedinym minimilnim ie-
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zem tohoto grafu. Naproti tomu v tplném grafu fezy
neexistuji, protoze graf vznikly z Gplného grafu odstra-
nénim libovolné vlastni podmnoziny jeho mnoziny uzla
je opét uplny graf, a tedy je souvisly. Jestlize graf neni
iplny, existuje v ném dv0]1ce uzli %, v, které ne]sou
spojeny hranou. Potom mnozZina U——{u v} je Fezem
takového grafu; jejim odstranénim dostaneme nesou-
visly graf sloZeny ze dvou izolovanych uzli « a ».

Definice II.16. Budiz @ graf, ktery nenf dplnym gra-
fem. Nejmensi podet uzld Fezu grafu G se nazyva uzlovy
stupet souvislosti grafu G a znadi se w(().

Mluvime o uzlovém stupni souvislosti, protoZe existuje
také hranovy stupen souvislosti; tim se zde nebudeme
zabyvat. Ziejmé w(G) =< n — 2, kde = je podet uzlu
grafu G. Nékdy se také definuje uzlovy stupefi souvislosti
uplného grafu o » uzlech jako n — 1. Uzlovy stupen
souvislosti nesouvislého grafu je roven nule.

Je-li G graf Zelezni¢éni sité a zndme-li jeho uzlovy
stupen souvislosti w(@), pak vime, Ze i kdyZ (@) — 1
Zelezni¢nich stanic bude vyfazeno z provozu, bude
presto existovat spojeni mezi libovolnymi dvéma ze
zbyvajicich stanic.

Je-li o(@) =1, pak graf G je souvisly, ale obsahuje
fez R sloZeny z jediného uzlu.

¢ Definice II.17. Necht v grafu @ existuje fez sloZeny
z jediného uzlu. Pak se tento uzel nazyva artikulace

grafu G.

Na obrizku II.12 vidime graf s tfemi artikulacemi
a b, c.

Je-li o(G) = 2, artikulace v grafu ¢ neexistuji. Mlu-
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vime-li tedy o souvislém grafu bez artikulaci, myslime
tim graf, jehoZ uzlovy stupen souvislosti je alespon dveé.
Takovyto graf mé napiiklad tu vlastnost, e v ném ke
kazdym dvéma jeho hrandm existuje kruZnice, ktera je
obé obsahuje. Toto tvrzeni zde nebudeme dokazovat.

Obr. IT.12

Véta IL.5. Kaidy uzel stromu G, ktery nemd stupesi 0
ant 1, je artikulact stromu G.

Diikaz. Pro strom o jediném uzlu plati tvrzeni trivi-
4lné. Necht tedy G obsahuje alespon dva uzly. Necht »
je uzel stupné alespon dvé. Pak existuji dva ridzné uzly
v a w, které jsou spojeny hranami s uzlem %. Z toho
vyplyva, Ze existuje cesta z » do w (délky 2) prochazejicf
uzlem u. Podle véty II.4 tato cesta je jedinou cestou
spojujici v a w v grafu G, tedy po odstranéni uzlu %
dostaneme graf, v némZ uzly » a w spolu nesouvisi.
Uzel u je tedy artikulaci.

Véta I1.6. Necht G je graf, ktery neni uplny, necht U
je jeho mnoZina wuzli. Potom

I

o(GF) = min pg(u).
uelU

Pozndmka. Jak jsme uvedli vyse, gg(u) znadi stupen
uzlu # v grafu G. Vyraz min gg(u) tedy znamena
ueU
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minimum stupnd vsech uzli « z mnoziny U, to jest
nejmensi stupen uzlu v grafu G.

Ditkaz. Necht n je podet uzli grafu G a budiz u, uzel
grafu @, jehoZ stupen je minimdlni, to jest gg(uy) =
= min gg(u). Stupen uzlu u, nemuZe byt n — 1,

U

u€

protoZe pak by vSechny uzly grafu G mély stupefi n — 1
a graf G by byl uplny. Existuje tedy alespon jeden uzel »
v grafu G, ktery neni spojen hranou s #,. Odstrafime nyni
z G viechny uzly spojené hranami s u,. V grafu takto
ziskaném uzly u, a v spolu zfejmé nesouvisi. Tedy mno-
zina uzli spojenych hranami s , je fezem grafu G. Zna-
mena to, Ze minimalni podet uzha fezu grafu G je mensi
nebo roven poétu uzli tohoto fezu, to jest w(@) =
= 06(%).

Jesté se vritime ke stromum.

Véta IL.7. Necht S je strom o n uzlech. Pak podet hran
stromu S je n — 1.

Dakaz. PouZijeme matematické indukce podle =.
Je-li » = 1, pak S je graf sestavajici z jediného uzlu
a zadné hrany, tedy tvrzeni pro néj plati. BudiZ nyni
k = 2 a prfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pron <k — 1.
Budiz 8 strom o k uzlech. BudiZ u uzel stromu S; oznaé-
me p = g(u). Uzel u je spojen hranami s uzly «,,. .., u,.
Podobné jako v dikaze véty 1I.6 muZeme ukizat, Ze
v grafu 8’ vzniklém odstranénim uzlu v z S Zidné dva
z uzld u,,. .., u, spolu nesouvisf. Oznaéime-li C; kompo-
nentu grafu §’, ktera obsahuje uzel »;, proi = 1,..., p,
vidime, Ze komponenty C,,. .., C, jsou navzijem riizné.
Diéle zfejmé S’ neobsahuje Zadnou komponentu, ktera
by neobsahovala Zidny z uzld w,,..., »,. Komponenty
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Cy,..., Cp jsou souvislé acyklické grafy, tedy -stromy.
Budiz n podet uzli komponenty € pro i =1,...%p

Jeziejmén; < n — 1 pro kazdé ¢, tedy podle mdukémho
predpokladu podet hran komponenty Cije ny— 1. Polet
hran grafu 8’ dostaneme seétenfm po&ti hran kompo-
nent C; pro i =1,..., p, je to tedy soufet viech n;
minus p. AvSak soudet viech n; je k — 1, tedy podet hran
grafu §’ je k — 1 — p. Podet hran grafu S dostaneme,
pridteme-li k poétu hran grafu S’ éislo p, které je podtem
vSech hran incidentnich s u. Tedy tento potet je £ — 1,

coZ jsme méli dokdzat.
Budeme jesté definovat dva specidlni pfipady stromu.

Definice II.18. Strom, ktery se sklida ze dvou uzla
stupné 1 a z uzld a hran cesty spojujici tyto uzly, se
nazyvéa had (obr. I1.13).

o —0) O -O- -O) O -0

Obr. I1.13

Definice I1.19. Strom, v némZ jeden uzel je spojen
hranami se viemi ostatnimi a ktery neobsahuje Zidné
dalsf hrany, se nazyva hvézda (obr. I1.14).

Obr. II.14
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Nynf budeme definovat pojem kostry grafu.

Definice I1.20. Necht G je souvisly graf. Necht S je
strom, ktery je podgrafem grafu G' a obsahuje vSechny
uzly grafu (. Pak § se nazyva kostra grafu G.

Véta I1.8. Necht G je souwvisly graf. Pak existuje
alespoti jedna kostra grafu G.

Dakaz. Je-li G stromem, pak je kostrou sama sebe.
Neni-li G stromem, pak obsahuje alespori jednu hranu %,
kterd neni acyklickd. Odstranime-li tuto hranu, dosta-
vame opét souvisly graf; hrana % nélezi nékteré kruznici
K v grafu G a i po odstranéni hrany & existuje cesta
spojujici jeji koncové uzly — tato cesta je tvofena uzly
a hranami hada ziskaného z K odstranénim hA. Je-li
ziskany graf stromem, pak je kostrou grafu G a tvrzeni
plati. Neni-li stromem, obsahuje hranu, ktera nenf acyk-
lickd, a postup muZeme opakovat. Postupujeme tedy
déle tfmto zpisobem. NemiZeme takto pokradovat do
nekoneéna, protoze graf ¢ ma konedny podet hran.
Musime tedy po konedném podtu krokiu ziskat strom,
a tento strom je hledanou kostrou grafu G.

Yéta IL9. Polet hran souvislého grafu je vétsi nebo
roven n — 1, kde n je polet jeho uzli.

Dikaz. Podle véty IL.8 souvisly graf G obsahuje
kostru. Tato kostra ma tutéZ mnozinu uzlu jako graf G;
je-li n podet uzla grafu G, pak tato kostra ma podle véty
I1.7 podet hran rovny n = 1. Poéet hran grafu G tedy
musi byt vétsi nebo roven tomuto &islu.

Nakonec si fekneme néco o chromatickém &isle grafu.
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Definice II.21. Necht G je graf, necht B je neprazdna
mnoZina, jejiZ prvky se nazyvaji barvy. Prifadme
kaZdému uzlu grafu G nékterou barvu z mnoziny B. Pak
fikame, Ze jsme tento uzel touto barvou obarvili a celé
pfifazeni se nazyva obarvent uzli grafu G barvami z mno-
Ziny B.

Samoziejmé mohou existovat rizna obarveni grafu (7,
napfiklad i obarvenf takové, které vSem uzliim prifazuje
tutéz barvu. V dal$im se omezime na tzv. pfipustna
obarveni.

Definice I1.22. Necht G' je graf, B mnoZina barev.
Obarveni uzli grafu G barvami z mnoZiny B se nazyva
pFipustné, jestlize v grafu G neexistuje hrana spojujici
uzly téze barvy.

Na obrazku II.15 ‘je piiklad pfipustného obarveni
grafu tfemi barvami.

2 .3

1 2
3 1
Obr. I1.15

Samoziejmé i piipustnych obarveni téhoz grafu mi-
Zeme mit mnoho; naptiklad takové, pfi némz Zidné dva
uzly nemajf tutéz barvu. Nas vink budou zajimat takova
pripustnd obarveni, pfi nichZ je poéet barev minimalni.
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Definice 11.23. Necht @ je graf. Nejmensf podet barev
potiebny k pFipustnému obarven{ uzla grafu G se nazyva
chromatické Cislo grafu G a znadf se y(G).

Ziejmé pokud G obsahuje alespon j:adnu hranu, je
2(G) = 2, protoZe koncovym uzlim této hrany musi
byt piifazeny ruzné barvy. Dédle y(K,) = n, protoZe
kazdé dva uzly grafu K, jsou spojeny hranou, a tudiz
zddné dva z nich nemohou mit tutéz barvu. Vidime tedy,
Ze af zvolime » jakkoliv velké, vidy existuje graf, jehoz
chromatické &islo je rovno n. Je-li dile G graf o =
uzlech, ktery neni uplny, je (@) =< n — 1. Uzly tako-
véhoto grafu lze obarvit » — 1 barvami tak, Ze zvolime
dvojici uzlt, které nejsou spojeny hranou, oba uzly této
dvojice obarvime toutéZ barvou a zbyvajicich n — 2
uzli obarvime daliimi n — 2 barvami.

Rekneme si je§td néco o grafech, jejichZ chromatické
¢islo je 2.

Definice 11.24. Necht G je graf takovy, Ze y(G) = 2.
Pak se graf G nazyva sudy.
Proé¢ se uziva nazvu ,,sudy*, objasni dalsf véta.

Véla I1.10. Graf G je sudy prdvé tehdy, neexistuje-li
v ném kruZnice liché délky.

Dikaz. Predpokladejme, Ze v G existuje kruznice K
délky k, kde k je liché ¢islo. Uzly a hrany kruznice K

tvori posloupnost
Uy, by, Uy Foyoo, Uy By, wy

v iz u,,. . ., w jsou uzly, hy,. . ., by jsou hrany a sousedni
tleny posloupnosti jsou spolu incidentni. Necht B =
= {1, 2} a predpokladejme, Ze existuje piipustné obar-
veni uzli grafu ¢ barvami z mnoziny B. Je-li uzel u,
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obarven barvou 1, pak u, musi byt obarven barvou 2,
protoZe je spojen hranou s %,. Pak oviem je uzel u,
obarven barvou 1, uzel u, barvou 2 a tak déle; obecné
uzel u; je obarven barvou 1 pro ¢ liché a barvou 2 pro ¢
sudé. Potom viak u; je obarven barvou 1, protoZe k je
liché, a je spojen hranou s uzlem u, obarvenym toutéZ
barvou, coZ je spor. Je-li 4, obarven barvou 2, dojdeme
oviem analogickym zptGsobem rovnéZz ke sporu. Nechf
nyni G neobsahuje kruznici liché délky. Zvolme uzel u
v @. Vsechny uzly grafu @, jejichz vzdalenost od u je
koneéné a sudd, obarvime barvou 2 a viechny uzly v G,
jejichZ vzdilenost od u je konedna a licha, obarvime
barvou 1. Tim obarvime véechny uzly komponenty C
grafu G, kterd obsahuje u. DokiZeme, Ze toto obarveni
je pHpustnym obarvenim komponenty C. Piedpokla-
dejme, Ze tomu tak nenf a Ze existuji dva uzly v a w
obarvené touZz barvou a spojené hranou. Necht d(u,
v) = a, d(u, w) = b. Potom ¢&fsla a a b jsou bud obs
sudd, nebo obé licha. Budiz C, cesta délky a z v do u,
budiz C, cesta délky b z w do u. Cesty C, a C; maji
alesponi jeden spoleény uzel u. Necht cesta C; ma tvar

v = Uy By, Uy ooy Ry, Ug = U

a necht j je nejmensi takové &islo, Ze u; patif cesté C,.
Ziejmé d(u;, ) = a —j; kdyby tato vzdilenost byla
mendi, mohli bychom usek cesty C, z %; do » nahradit
cestou délky mensf neZ ¢ —j a tim bychom dostali
cestu z v do u délky mensi nez a, coZ by byl spor s tim,
Ze d(u, v) = a. Rovné? tisek cesty C, z »; do 4 mus{ mfit
délku @ — j; kdyby byla mensi, mohli bychom nahradit
usek cesty C, z u; do u timto sekem cesty C, a dostali
bychom cestu z v do % délky mensi neZ a. Kdyby byla
vétsi, mohli bychom opét nahradit tGsek cesty C, z u;
do w tisekem cesty C, a dostali bychom cestu z w do u
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délky mensi nez b. Tedy tsek C; cesty C, z v do u; ma
délku j, tsek C; cesty C, z w do u; mé délku b — a + j.
Cesty C] a C; nemajf spoledny uzel kromé u;, coz plyne
z toho, jak bylo uréeno j. BudiZ nyni K kruZnice sestiva-
jici z cest C; a C; a z hrany spojujici v a w. Jeji délka je
b—a + 2j + 1. ProtoZe a a b jsou bud obé sudi, nebo
obé liché, je b — a sudé; 2j je rovnéz sudé, tedy b — a +-
+ 2§ + 1 je liché a existuje kruZnice liché délky v grafu
G, coZ je spor. Popsané obarveni je tedy piipustnym
obarvenim komponenty C. Ma-li graf G vice komponent,
pak ostatni komponenty obarvime stejnym zpuasobem.

MnozZina U uzlt sudého grafu G je tedy sjednocenim
takovych dvou disjunktnich mnozin U, a U,, Ze kazda
hrana grafu @ je incidentnf pravé s jednim uzlem mno-
Ziny U, a praveé s jednim uzlem mnoziny U,.

Deflnice 11.25. Necht G je sudy graf, jehoZ mnozinou
uzlije U = U, U U, kde U, # 0, U, # 6, U, N, U, =9
a kazdy uzel z U, je spojen hranou s kazdym uzlem
z U,. Pak se graf G nazyva dplny sudy graf. Je-li m
podet uzli mnoziny U, a n podet uzli mnoZiny U,, zna-
¢ime tento graf K,, ,.

Na obrazku I1.16 vidime dplny sudy graf K,,. Zda-
raznéme, ze Uplny sudy graf (kromé trividlniho piipadu
K, ,) neni Gplnym grafem.

Obr. II.16
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Moina, Ze vam piipadé zvlastni, Ze se v matematice
uziva takového terminu jako barva nebo obarveni.
Proé tomu tak je, uvidime v kapitole VI.

Popsali jsme si nékteré zakladni pojmy teorie grafi.
Omerzili jsme se oviem jen na takové pojmy, které
budeme potfebovat pifi studiu daldich kapitol. Dalsi
zakladni pojmy a poznatky z teorie grafti miZe &tenar
najit v [9].

CvicGeni

1. Doka%te, Ze neexistuje pravidelny graf stupné 5 o 35
uzlech.

2. Je-li d(u, v) = k pro dva uzly u a v grafu G a je-li C
cesta délky k z u do v, pak Zddné dva uzly cesty C nejsou v G
spojeny hranou nepatfici do C. Dokaite.

8. Jsou-li 4, v, w tFi uzly grafu G, pak pro jejich vzdédlenosti
v grafu G plati takzvand trojihelnikové nerovnost:

d(u, v} + d(v, w) = d(u, w).

Dokaizte. Co vam to pfipominé z geometrie?

4. Dokaite, %o odstranénim jedné hrany (pfi ponechdni
jejich koncovych uzli) se sniZi uzlovy stupen souvislosti nej-
vyse o jednu.

5. Dokaite, Ze kaZdy strom obsahujici alespoti jednu hranu
ma alespon dva uzly stupné 1.

6. Dokaizte, Ze kaZdy koncovy uzel mostu je artikulaci.

7. Dokaite, Ze chromatické &islo grafu je rovno maximu
chromatickych &isel jeho komponent.

8. Dokaite, Ze odstranénim jedné hrany grafu so joho chro-
matické &islo sniZi nojvyse o jednu.

9. Dokazte, %e kazdy souvisly graf, jehoZ podet hran je
o jednu men3i neZ podet uzlia, je stromem (obrdcené tvrzeni
k vétd I1.7).
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