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I. KAPITOLA

GRAFY SVETEM VLADNOU

»Samoziejmé!* feknete si a hned se vdm vybavi ony
zndmé kiivky v soustavé soufadnic, s nimiZ se setka-
vame nejen v matematice, ale skoro ve viech oborech
lidské ¢innosti. A asi vas piekvapi, Ze se zde bude mluvit
o néfem zcela jiném.

V matematice totiz existuje pojem grafu, ktery nemé
nic spoleéného se znamymi grafy funkecf, aZ na nézev,
odvozeny rovnéZ z feckého ,grafein‘’, coZ znamend
»pséti‘“. Ze stejného zdkladu jsou odvozena i znama
slova ,,telegrafie’‘ (psani na dalku), ,fotografie* (psani
svétlem), ,,geografie* (zemépis) a mnohd daldi. Vidime
tedy, Ze zde pujde o néjaké psani ¢&i spife kreslenf. Nez
viak uvedeme definici grafu, ukdZeme si nékteré pri-
klady praktického pouziti tohoto pojmu.

Oteviete-li Zelezni¢ni jfzdni fdd, padne vim do oka
piedev&im jisté mapa. Je to mapa ponékud odlifna od
téch, které se vyskytuji v zemépisnych atlasech. Jsou
na ni sice zakresleny statnf hranice, aviak nenajdeme
na nf hory ani feky (s vyjimkou hor, na kterych jsou
stanice lanovek), pouze krouZky znézorfujici Zeleznini
stanice a usedky nebo oblouky, které tyto krouiky
spojuji a zndzorhuji tak spojeni téchto stanic Zelezni¢n{
trati. Je to pfirozené; tato mapa nés neudi{ zemépisu,
ale je pouze pomiickou k tomu, abychom mohli snadno
vyhledat v jfzdnfm Fddu tratf, kterou potfebujeme.

Je tu viak jestd néco jiného, &im se tato mapa lisf

7



od jinych map. Na leckteré mapé jsou zakresleny Zelez-
niénf tratd. Srovnejte viak ndkres Zelezni¢ni traté na
béZné mapé s ndkresem na mapé v jizdnim Fadu a vy-
berte si k tomu néjakou trat v horské oblasti. Co vidite?
Na bézné mapé se traf klikati, protoze je zakreslena
tak, jak ve skutefnosti vypadid. Na Zelezni¢ni mapé
viak misto klikaté kfivky vidime isedku nebo nanejvys
velmi mélo zakfiveny oblouk. To samoziejmé také od-
povidad tdéelu této mapy. Jedeme-li nékam vlakem, ne-
stardme se o Z4dné zaticky na trati a spoléhdme se plné
na to, %e nis vlak poveze tak, jak je uvedeno v jfzd-
nfm Fidu.

Piedstavme si nyni, Ze bychom na této mapé vyne-
ohali statni hranice a Ze bychom ani pfesné nedbali na
to, aby poloha jednotlivych Zelezniénich stanic odpovi-
dala jejich skute&né poloze v terénu, spojeni jednotlivych
stanic by vSak zlstalo beze zmény. Samoziejmé by ndm
to ztizilo orientaci v mapé; vidyt pfi vyhleddvani stanic
se fidime tim, co vime o jejich zemépisné poloze. Nicmé-
né pii trofe ndimahy bychom si i v tomto piipadé vyhle-
dali ty stanice, které potiebujeme, a nasli bychom Zelez-
niénf spojeni mezi nimi. Tedy mapa by i po této defor-
maci plnila svij déel. Oviem nebylo by uz tak docela
na misté nazyvat ji mapou; vidyt charakteristickym
znakem mapy je pravs to, Ze poloha zakreslenych vtvari
odpovida jejich poloze v terénu. Co to tedy je? Je to
graf.

Podobnym obrizkem muZe byt oviem zakreslena
i sit silniéni, telefonni nebo telegrafni, rozvod elektfiny,
vody nebo svitiplynu. ‘

Podivejme se nyni na schéma néjakého elektrotech-
nického zafizeni. Zde nejsou pouhé krouzky jako na
Zeleznidni mapé, ale ustdlené znaky, které znaé&f konden-
zdtor, civku, spinaé, elektronku uréitého typu a po-
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dobné. Na tomto schématu je viak podstatné to, Ze
tyto piedméty se na nim nevyskytuji izolovans, ale je
znazornéno jejich spojeni vodidem. I zde je situace
podobné jako u Zelezniénf mapy. Ze schématu nepozna-
me, jak je urdity drit ve skutednosti zprohyban, a také
to nepotiebujeme znét, protoze to pro funkeci piislus-
ného zafizeni neni viibec podstatné. Podstatné je pouze
to, které prvky jsou voditem spojeny a které nikoliv.
A elektrotechnické schéma je rovnéz graf.

Vidime tedy, Ze graf ndm zndzorfiuje uréitou skupinu
¢ili mnoZinu predmétd a urditd spojeni mezi jednotli-
vymi pfedméty ¢&ili prvky této mnoZiny. Mluvime-li
0 spojeni, nemusime si oviem vidy predstavovat néjaké
koleje, draty &i roury. V molekule chemické sloudeniny
jsou atomy jednotlivych prvka spojeny chemickymi
vazbami. Mazeme si tedy vyznadit symboly jednotlivych
atomd (zpravidle jejich chemickymi znadkami) a tse&-
kamij znézornit vazby mezi témito atomy. Dostaneme
to, co znime pod ndzvem strukturni vzorce sloufeniny.
A tento strukturni vzorec je op&t graf. ’ )

Jinym p¥ikladem grafu je rodokmen. Zndzornime-li
na obrazku &leny uréité rodiny néjakymi symboly a ve-
deme-li tsetky od roditt k détem, dostdvame také graf.
Zde viak je situace pfece jen ponékud jinéd. Dosud jsme
znézortfiovali vztahy (matematicky fe¢eno relace) mezi
predméty, které byly symetrické. O symetrickém vztahu
¢ili symetrické relaci mluvime tehdy, jestliZe vpokazdf’s,
kdyZ predmét A je v tomto vztahu k pfedmstu B, je
i predmét B v tomto vztahu k pfedmétu A. Existuje-li
napiiklad pimé Zelezni¥nf spojeni z Liberce do Turnova,
je ziejmé, Ze existuje také piimé Zeleznini spojen{
z Turnova do Liberce. Podobné tomu byva i v elektro-
technickych schématech a v chemickych strukturnich
vzorcich. Je-li v8ak pan A synem pana B, rozhodné to
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nezhamena, Ze pan B je synem pana A. JestliZe v rodo-
kmenu spojime otce se synem pouhou usedkou, pak
nemiZeme nedbat na polohu symboli jednotlivych
osob, jako jsme nedbali na polohu stanic u Zeleznién{
mapy; musime vZdy kreslit syna nad otce nebo otce nad
syna, ale pokazdé stejnym zpisobem. MiZeme vdak
udélat néco jiného — k useéce spojujici otce se synem
pl"ikreslit Sipku sméfujici k synovi; pak bude rodokmen
jasny i tehdy, nebudeme-li dbit na polohu ]ednotllvych
symbolii. Dostdvame opét graf, a to tzv. orientovany
graf, na rozdil od neorientovanych grafu (bez Sipek),
o nichZ jsme hovofili vyge.

V prirodovédnych oddélenich nasich muzei vidime
dasto tzv. ,,strom Zivota‘. Je to schéma, které znazormu-
je vyvoj Zivota na zemdkouli. Je to v podstatd také
rodokmen, nevystupujijv ném vsak jednotlivé osoby,
ale celé Zivodisné a rostlinné rody. I toto je vlastné
orientovany graf.

Pii programovin{ samodinnych poditadl se setkdvame
s takzvanym vyvojovym diagramem (star8f ndzev
blokové schéma). Je to nakres, v némZ se vyskytujf
takzvané bloky, které predstavuji jednotlivé poéetni
nebo logické operace potiebné k provedeni uréitého
vypodtu. Mezi témito bloky jsou Sipky, které znazoriiuji
piechod od jedné operace k druhé. Je to zase piiklad
orientovaného grafu.

Ted, kdyZ jsme poznali nékolik pfikladid, provedeme
jisty myslenkovy proces, ktery je nejen v matematice,
ale v lidském myslenf viibec velmi dileZity, a to proces
abstrakce. Soustfedime se na to, co je viem uvedenym
piikladiim spole¢né, a oprostime se od toho, v dem se
odlidujf.

V ka%dém piikladé jsme méli urditou mnozinu prvki.
Charakter téchto prvkil byl rozliény; jednou to byly
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Zelezniéni stanice, podruhé soudastky elektrotechnic-
kych zafizeni, potom atomy, lidé, Zivodisné a rostlinné
rody, a nakonec podetni a logické operace. To vSak
nebylo nikdy podstatné; zalezelo pouze na tom, Ze &lo
o mnozinu né&jakych prvki. Témto prvkim budeme
Fikat uzly. (Souvisi to napiiklad s pojmem Zelezniénfho
uzlu.) Déle jsme méli néjaké dsedky &i oblouky spojujicf
jednotlivé dvojice uzli; znazorfiovaly nejriznéjsi druhy
spojenf ¢ vazeb. Ani na charakteru téchto spojeni
nezalezi; zalezi pouze na tom, které dvojice uzli jsou
spojeny a které nikoliv. Zminénym isetkdm nebo
obloukim budeme fikat hrany.

Tim vSak abstrakce nekonéf. Vidime, Ze nezaleii na
poloze jednotlivych uzld v naSem ndkresu. NezaleZf ani
na tom, zda hranu zakreslime jako tsedku nebo jako
oblouk kfivky. Kone&nd nezdlezi ani na délkach téchto
usedek nebo oblouki. Vime uZ, Ze napiiklad v geometrii
si nemiZeme piimku nebo kfivku predstavovat pouze
jako jakousi vrstvu tuhy na papife nebo kiidy na tabuli,
ale jako abstraktni geometricky Gtvar — zemska osa je
piimkou, i kdyZ ji nikdo nenakreslil. U grafu miZeme
jit v abstrakci jesté dale. MiZeme vlastné vyloudit
1 veSkerou geometrii. Nemusfme si pfedstavovat hranu
jako tdseéku nebo jako oblouk kfivky; je to prosté prvek
urdité mnoziny. ZaleZ{ ovéem na vztahu (relaci) incidence
mezi uzly a hranami. Pojem incidence znime uZ z geo-
metrie. LeZi-li bod M na pfimce p, fekneme, Ze bod M
je incidentn{ s piimkou p nebo Ze pfimka p je incidentn{
s bodem M. MiZeme také fici, 26 bod M a piimka p
jsou spolu incidentni. KaZd4 piimka je oviem incidentni
s nekoneéné mnoha body a kaidy bod je incidentni
s nekone¢né mnoha pifmkami. U grafl (vezméme zatfm
grafy neorientované) to s incidenci bude vypadat poné-
kud jinak; kaZzda hrana je incidentni pravé s dvéma
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uzly — 8 témi uzly, které spojuje. Uzel miiZze byt inci-
dentni s libovolnym pod¢tem hran.

Viimnéme si jesté jedné véci. Zatim jsme nevyluéovali
moznost, Ze néktera dvojice uzli miiZe byt spojena vice
nez jednou hranou. A skuteénd napiiklad u chemickych

|
N\
]
N\

H
Obr. I.1

strukturnich vzorct tomu tak byva. Na obr. 1.1 vidime
strukturni vzorec benzenu. Nékteré dvojice atomi
uhlfku jsou v ném spojeny dvéma hranami, protoZe je
mezi nimi takzvanad dvojna vazba. Definice grafu tedy
mize byt takova, Ze pfipousti tuto mozZnost. Zpravidla
viak se studuji pouze takové grafy, v nichZ libovolna
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dvojice uzli mizZe byt spojena nejvyse jednou hranou,
a jen ty sc nazyvaji grafy, zatim co v opaéném piipadé
pouzivame nazvu multigraf. Latinskd picdpona ,,multi-<
znameni ,,mnoho-*“. Zname napfiklad slovo ,,multimili-
onai’’; oznaduje toho, kdo nema pouze jeden milién, ale
mé jich mnoho. Tedy v multigrafu muze existovat vice
hran spojujicich tutéz dvojici uzla, v grafu nikoliv. Toto
omezen{ zna¢né zjednodusuje vyjadiovani v teorii grafu.
Jsou-li 4 a v uzly grafu spojené hranou, pak tuto hranu
miZeme bez obav z nedorozuméni oznadovat uv; kdyby
téchto hran bylo vice, museli bychom je mezi sebou roz-
liSfovat. Pfitom velmi mnoho tvrzeni o grafech je ta-
kové povahy, Ze dokaZeme-li je pro grafy, je jiz velmi
jednoduché dokazat je i pro multigrafy, jak jesté uvi-
dime.

Vyloudime rovnéz tu moznost, Ze by byl néktery uzel
spojen hranou se sebou samym. Nékdy se i tato moznost
piipousti a takovéto hrand se fika smyé¢ka. My vsak se
takovymito grafy (fika se jim nékdy pseudografy) nebu-
deme zabyvat.

p MuZeme tedy piejit k definici neorientovaného grafu.

Definice I.1. Neorientovany graf je uspofddani dvo-
jice (U, H) takovych mnoZin, Ze prvky mnoziny H jsou
neusporadané dvojice prvka mnoziny U. Prvky mnoZiny
U se nazyvaji uzly grafu, prvky mnoZiny H se nazyvaji
hranami grafu. Je-li ue U, ve U, he H, h = {u, v},
fikdme, Ze hrana & spojuje uzly » a v a Ze uzly » a v jsou
jejt koncové uzly. Rikdme také, Ze hrana % je incidentnt
(inciduje) s uzlem % a s uzlem v a rovnéz uzel » i uzel v
jsou incidentnf s hranou A.

Graf se obvykle oznaduje pismenem G, pf'ipadrié 8 in-
dexy, ¢drkami, hvézdi¢kami a podobné, tedy napiiklad
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Gy, Gy, G', G”, G*. MiiZe se oviem pouzivat i jinych vel-
kych pismen latinské abecedy. Uzly a hrany znadime
malymi pismeny latinské abecedy, pfipadné opét s in-
dexy a jinymi znaménky, tedy u, v, w, u,, u,, ¥’, »"’ a po-
dobné. Hranu spojujici uzly » a v miizeme zapsat také
jeko wv.

Vime, Ze mnozina muZe byt také prazdni, to jest
neobsahujici Zadné prvky. Pokud by mnoZiny U i H
byly prézdné, dostali bychom tzv. prazdny graf (nékdy
se také F{kd nulovy graf.) Na ném nen{ ov§em nic zajima-
vého, proto se omezime na grafy, jejichz mnoZina uzld
U je neprizdna. MizZe byt oviem U neprazdnd a H
prazdna. Opaény piipad — H neprazdna a U prazdna —
nastat nemuze, protoze kazdé hrana musi byt incidentni
se dvéma uzly; tedy existuje-li alespoii jedna hrana,
museji existovat alespon dva uzly.

MnoZiny U a H mohou byt také nekoneéné; pak mlu-
vime o nekoneéném grafu. V této kniZce se viak omezime
jen na grafy koneéné. Pod slovem graf budeme vidy
rozumdt neprizdny konedny neorientovany graf.

Pii kresleni grafu budeme uzly oznadovat krouzky,
hrany tsetkami nebo oblouky. Na obriazku 1.2 vidime

ug by u, u hy u,

h, h, k,

U, by uz u he Ys
Obr. 1.2 Obr. L3
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graf, u néhoz U = {u,, uy, u,, u}, H = {hy, by, by, ky},
hrana &, je incidentni s uzly u, a u,, hrana A, s uzly u,
a ug, hrana hy s uzly u, a u,, hrana h, s uzly u, a u,.

Na obrazku 1.3 je multigraf. Uzly u, a u, jsou spojeny
dvéma hranami h, a k, Na obrizku I.4 je pseudograf;
hrana %, je smydkou. Z obrazku je patrno, prod se wiivi
nazvu smycka.

LP)
b,
h
4 h,
hy
Y
Obr.1.4

Pro doplnéni uvedeme jesité definici orientovaného
grafu. Ten se od neorientovaného lisi tim, Ze nestaéf
u ka?dé hrany urdit dva uzly, které jsou s ni incidentni,
ale je tieba jeden z nich oznadit jako poéiteéni uzel
této hrany, druhy jako koncovy. I zde rozliSujeme graf
a multigraf. U grafu pfipoustime dvé rizné hrany spoju-
jicf tutéz dvojici uzlu %, v, oviem pouze tehdy, jsou-li
opadéné orientované, to jest je-li pro jednu z nich % po-
¢éteénim uzlem a v koncovym a pro druhou v podateénim
uzlem a « koncovym. Orientovany graf kreslime podobné
jako neorientovany, ale u kaZzdé hrany kreslime Sipku
sméfujici od jejtho poé¢atedniho uzlu ke koncovému.

Definice I.2. Orientovany graf je usporadans dvojice
(U, H) takovych mnozin, Ze prvky mnozZiny H jsou
uspoiddané dvojice prvkid mnoziny U. Prvky mnoZiny
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U se nazyvaji uzly, prvky mnoZiny H se nazyvaji hra-
nami grafu. Je-i we U, ve U, he H, h = (u, v),
Fikdme, Ze hrana & jde z uzlu u do uzlu v, uzel u je jejim
poédteénim uzlem a uzel v je jejim koncovgm uzlem.

Priklad orientovaného grafu vidime na obriazku I.5.
Jak jsme vidéli, grafy vyjadiuji uréité vztahy, které
se mohou vyskytovat mezi dvéma piedméty, matema-

Obr. 1.5

ticky fedeno binarni relace. S takovymito vztahy se
setkdvame v mnoha oborech lidské &innosti a také skoro
vSude se setkavime s nakresy, které mizeme povazovat
za grafy, i kdyZ je tfeba nazyvame jinak (sit, pavouk
a podobné). Nadpis této kapitoly tedy neni nadsizkou.

Cvideni

1. Neorientovany graf G m4 mnoZinu uzla U = {u;, us, Uy,
4,}, mnoZinu hran H = {k,, hs, hy, ). Hrana bk, je incidentni
8 uzly %, a u,, lhrana k, s uzly u, a u,, hrana b, s uzly u, a u,,
hrana h, s uzly u, a u,. Nakreslete tento graf.

2, Orientovany graf G mé mnoZinu uzld U = {u,, us, Uy,
%}, mnoZinu hran H = {h,, hy, hy, by, hs}. Uzel u, je potdtednim
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uzlem hran ky, b, & h; & koncovym uzlem hrany %,. Uzel u, je
poddtelnim uzlem hran k, a k, a koncovym uzlem hrany h,.
Uzel u, je koncovym uzlem hran hy a h,. Uzel %, je koncovym
uzlem hrany h;. Nakreslete tento graf.

8. Sestrojte viechny mo#né neorientované grafy o &tyfech
uzlech.

4, Sestrojte vSechny mo#né neorientované grafy o péti
uzlech a péti hranéch.

6. Necht M je mnotZina sloZend z prvkia a, b, c. Sestrojte
graf G, jehoZ uzly vzdjemnd jednoznaénd odpovidaji viem
neprézdnym podmnoZindm mnoZiny M a v némz dva uzly
jsou spojeny hranou prévé tehdy, maji-li odpovidajief pod-
mnoZiny mnofiny M neprézdny pranik. (Je to tzv. prinikovy
graf systému neprézdnych podmnoZin mnoZiny M.)
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