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1.4.

1.5.

1.6.

6. kapitola

RESENI CVICENT{

V plipadé z, = x, = ... = x, = 1 nastdvéd rovnost.
V opeéném piipads zjistime, projdeme-li duikaz, %e plati
ostra nerovnost.

Oznealme strany obdélnika a, b, jeho obvod o a obsah p.
Podle cvié. 1.4. nastane v nerovnosti

G b
VT =+ V—E =2
&ili
41/; S0

3

rovnost v pfipadé ¢ = b, kdy bude p = ;—6, zatimeco
]

v piipads @ » b bude p < 1—06 Nejvétsi obsah mé tody

étveree. (Misto odvoléni na cvié. 1.4. jsme mohli piimo
diskutovat nerovnost (Va — Vl;-)’ = 0).

Oznaéme hrany kvddru a, b, ¢, jeho objem o a povrch p.
Podle cvideni 1.4. nastane v nerovnosti

ab ac be

+ + 3 z3
Va‘b’c'

3 3
l/azb’c’I Va’b"'c’

éili
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1.7,

1.8.

1.9.

P = 60?

rovnost v pfipadé a = b = ¢, kdy bude p = 603, zatimco
jinak bude p > 602 Nojmensi povrch md tedy krychle.

Oznaéme strany trojihelnika a, b, ¢, polovinu jeho obvo
du o a obsah p. Podle Horonova vzorce je

p=Jo0—a)(o—b)(o—o).
Podle cvié. 1.4. nastano v nerovnosti

o—a

3 +
Jo—ayw—by(0c—o
—b
+3 - +
Jo—a)(o—b) (0 —¢)
o—¢
+ =3

3
Joe—aye—b)e—o
neboli
27p? < ot

rovnost pravé kdyz ¢ = b = c. Nejvétsi obsah mé tedy
rovnostranny trojihelnik.
z, Tpoy Ty, .
Gisla —-, 2, ..., =2, Z2 jsou kladné a jejich sou.
T2 Ty Ty T
éin je 1. Podle véty z tulohy 4 neni jejich soucet mensi
nez n.

Dvéma zpusoby: 4.2,50 + 9.0,30 a 1.2,50 + 34.0,30.

1.10. Nap¥. u é&tveredki vedle sebe v tomtéz Fédku.

1 1
l.ll.Prom=0jea"‘+;;=2aprom<0jea"‘+a—m=
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1.12.

1.13.

1
— coZ je celé &islo podle véty z wlohy 7.

=ag™ |

Pro m = 1 plati véta. Pro m = 2 také, nebot

1 1)
@+ = a+—]—2.
a a

Bud p pfirozené ¢&islo a predpokldédejme, %e pro m = p
iprom = p + 1 véta plati. Pro m = p 4 2 dostdvédme

a?v+? +

1 1
= gv+? - g — — =
art? ¢ + agp+? ta a? @ av

= ap+1+_l_)a+_l___av+i
ar+t [ a?
To je podle indukéniho pfedpokladu celé é&islo.

a) Pro jednu kruZnici véte plati. Bud p pfirozené &islo
a necht véte plati pro p kruzZnic. Je-li ddno p + 1 kruZ-
nic, obarvéme nejprve dvéma barvami &4sti, na né%
délf rovinu nékterych p z nich. Potom vyméiime barvy
uvnitf (p + 1)-té kruznice.
b) Pro n = 1 véta plati. Bud p ptirozené &islo a necht
pro p p¥imek véta plati. Bud déno p + 1 p¥imek. Zvolme
jednu z nich. Ta protind ostatnich p pfimek v p raznych
plp+1)

2
tasti, na ndéz dé&li rovinu ostatnich p pfimek; p + 1 p¥i-
mek tedy déli rovinu na

pp +1) PrLe+Y

1 1=
2 +1+p+ 2

bodech a prochézi tedy pravé p + 1z +1

1
Edati,

¢) Pro n = 1 véta plati. Bud p pfirozené &islo & necht
pro n = p véta plati. Pro n = p + 1 plati
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11742 4 12241 = ]].117+ | 144.12% =
= 144 (119+! 4 12%-1) — 133.117+,

Podle induké&niho pfedpokladu je prvni séitanec délitelny
gislern 133 a véta tedy platiipron = p + 1.

d) Pro r = 1 véta plati. Bud p pFirozendé éislo a predpo-
klédojme, Ze pro r = p véta plati. Pror = p -+ 1 dosté-
vémo (z; + ... t )= (2, + ... + 3,0 + 254y +
+ 2xya(zy + ..+ z) S ol + .+ ) + 2ga, +
+2,,(@ + ... +a) =@+ D@+ ... +apy)—
—x— .. — 2y —pagyy + 2 + .. 7y =
=@+ D@+ ... Fape)— @ — ) — ..
— (@ —@p)* S0+ 1) (] + ... + xppy).

e) Pro n = 2 jde o rovnost

tg 2a
tg o

tg « tg 2a = —2,

Dosadime-li do ni podle vzorce

zjistime, %e plati. Bud nyni p > 1 pfirozené &islo a pied-
poklddejme, %e pro n = p véta plati. Podle vzoreo pro
tangens souétu dhla plati

tg(p + 1) a —tg pa

1 +tg(p + 1) atgpa

tga=1tgl(p + )a—pa] =

a odtud plyne
tg(p +1)a—tgpa

tgpatg(p + 1) a = 1.
tg o
Pron = p + 1 dostdvédme
tg pa
tgatg2a + ... +tgpatg(p +1)a = —p +




tg(p + 1) a —tgpa tg(p + 1)«
—_ = = .
+ 2o T (p+1)

1
f) Pro n = 2 jde o nerovnost 3 <7y=¢° ta plati. Bud
7

p > | pkirozend é&islo a predpoklddejme, %e pro n = p
nerovnost plati. Vyndsobme obé joji strany <&islem

2 1

Pt . K tomu, abychom dokédzali platnost véty pro
2p + 2

n = p + 1, stadi dokdzat nerovnost

2p +1 1
<
e +2)3p+1 V3 + 2

To se ném snadno podafi.

— 1 —
g) Pro n = 2 jde o nerovnost V2 <1 +—l—/: < 2 V2 ata,
2
jak se snadno presvédé&ime, plati. Bud p pfirozené ¢&islo
a piedpoklddejme, e pro n = p nerovnost plati. Pfists-
1
me k ni ———— . K tomu, abychomn dokdzuli platnost
p+1
véty pro n = p + 1, stad{ dokdzat nerovnosti

Vp+l§Vp+—_l= 2)/p + <2)p +1.
Jp+1 VP

To je snadné.

h) Pro » = 3 véta trividlné plati. Bud p = 3 pfirozené
¢éislo a pfedpoklddejme, Ze pro viechna pfirozend k tako-
vd, 26 3 =k < p, véta plati. Uvazujeme konvexni
(p + 1)-dhelnik a v ném maximaélni po&et uhloptiéek,
které se uvnitf ndho neprotinaji. Zvolme nékterou
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1.14.

1.15.

122

z nich. Ta rozdéluje (p + 1)-ihelnik na dva konvexni
mnohouhelniky, z nichZ jeden mé v vrehold a druhy p —
—v +3vrecholy 3 =v<patedy 3 =p—ov +3=
=< p). Pavodni uhlopfi¢ky se tak rozpadnou na dvé &ésti
podle toho, v kterém z mensich mnohothelniki leZi.
KaZdd ¢dst je pfitom maximédlni soustavou thlopt ¢ek
ptislusného mensiho mnohoihelnika (jinak bychom
dosli ke sporu s maximalitou v pivodnim mnohovhelni-
ku). Podle indukéniho pfedpokladu je jich i s rozdélujiei
uhlopfitkou celkem (v —3) + (p —v +3—3) + 1 =
= p— 2 a déli pavodni mnohodhelnik na (v — 2) +
+(p—v +3—2)=p—1&asti.

i) Pro n = 1 véta plati. Bud p pfirozené &islo a pfedpo-
klddejme, Ze pro n = p véta plati. Pro n = p + 1 do-
stdvéme

a +(a +1la + ... +{a +1)(a+1)... (g, +

+ 1Dap, = (@ + 1)@ +1) ... (@ +1)—1 +

+(@ +1)(@+1...(6+Hae,,=I(e +1)@ +
+1)...(@, + 1)(a,,, +1)—1.

Projdeme-li dikazy, zjistime, Ze rovnost nastane prévé
kdyz ¢, =2, = ... = a,.

Oznaéme o( K) obvod n-ahelnika K. Pro monohouhelniky
K, L oznadme n(K, L) podet stran mnohoihelnike K,
je% nejsou obsazeny ve strandch mnohouhelnika L.
Vnitini z mnohoihelnika uvazovanych ve cvideni oznaé-
me M a vndjii M'. Je-li n(M, M’) = 0, jsou mnohoihel-
niky M, M’ totozné a o(M) = o(M’). Bud p celé nczdpor-
né &islo a predpoklddejme, Ze véta plati pro vsechny
mnohotdhelniky K obsahujici mnohodhelnik M takové,
Zze n(M, K) = p. Nechft n(M,M’') = p + 1. ProdluZme
jednu ze stran mnohothelnika M neleZici ve strané mno-



1.17.

1.19.

1.20.

houhelnika M’ a% k obvodu mnohoivhelnika M’ (viz
obrézek). Tak rozdélime mnohoihelnik M’ na dva mno-
hothelniky. Ten z nich, ktery obsahuje mnohothelnik M,
oznadme M''. Ziejmé je o(M’’) < o(M’) an(M, M) = p.
Podle indukéniho pfedpokladu je o(M) < o(M'’} a tedy
o(M) < o(M’').

. Nejprve musime néjak definovat, co to znamend, Ze

autobus je poloprézdny, abychom védéli, o d¢em vlastné
uvaZujeme. At to tfeba znamend, Ze v autobuse je nej-
vy8e m cestujicich. Posledni véta uvahy neni pravdivé
pro k = m. Princip matematické indukce viak poia-
duje, aby platila pro kaZdé ptirozené &islo k.

Plati-li pro néjakou vétu pomocnd véta (2), pak tim
spiSe plati pomocnd véta (6), jejiz pfedpoklady v sobé
zahrnuji pfedpoklady pomocné véty (2).

Princip (I)—(II) vyplyvé z principu (V)—(VI) takto:
Necht mnoZina M mé vlastnosti (I) a (IT). Vlastnost (I)
je identickd s vlastnosti (V) a vlastnost (VI) je duisled-
kem vlastnosti (II). Mnozina M mé tedy vlastnosti (V)
a (VI) a podle principu (V)—(VI) obsahuje vSechna pfi-
rozend &isla.

V textu jsme odvodili (1)—(2) z (I)—(IT). Pomoci (1)—(2)
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1.21.

124

dokéZeme, %e plati véte ,,Pro kaZdé pfirozené é&islo n
plati: MnoZina M, kterd mé vlastnosti (I) a (II), obsa-
huje &islo n*‘.

Stejné jako ve cvié. 1.20. dokdfeme, Ze formulace
oznadené Fimskymi &islicomi jsou ekvivalentni s formu-
lacemi oznadenymi arabskymi éislicemni. V textu je do-
kézéno (I)—(II) = (III)—(IV) a (I)—(II) = (V)—(VI).
Vo cvit. 1.19 je dokdzéno (V)—(VI) = (I)—(II). Déle
je zfejmé (III)-—(IV)= (I)—(II) (poloZzime k = 1)
a (VII)—(VIII) = (I)—(II) (poloZime r = 1). DokédZe-
me nyni (IX)—(X) = (I)—(II). Zvolme ptirozené &islo
k. Jestlize mé mnoZina M vlastnosti (I) a (II), méd téz
vlastnosti (IX) & (X) a podle principu (IX)—(X)
obsahuje k. Protoie % bylo libovolné, obsshuje M
viechna prFirozond &isla.

Dokazme ddle (I}—(IT) = (IX)—(X). Bud k pfirozené
&islo a mnoZina M necht mé vlastnosti (IX) a (X). Oznag-
me M’ mnoZinu vsech pfirozenych &isel vétdich neZ k.
MnoZina M) M’ mé vlastnost (I). Bud p pfirozené
&alo, pe M M'. Je'li p <k, je podle (IX) p + 1€
€ M. Jelip=k,jep+1>kaproto p +1e M.
V kazdém pfipadd je tedy p + 1 € M|} M’ a mnoZina
M) M' mé vlastnost (II). Podle (I)—(II) obsahuje
mnozina M |) M’ vSechna pfirozend ¢isla. MnoZina M
tedy obsahuje &isla 1, 2, ..., k.

Kone¢nd dokaZme (III)—(IV) = (VII)—(VIII). Bud r
pFirozené &islo a mnoZina M nechf md vlastnosti (VII)
a (VIII). UvaZujme jeSté mnozinu M’ obsahujici priveé
vSechna celd Cisla m takovd, Ze m — r + 1€ M, ...,
m—1€ M, me M. Podle (VII) je r€ M'. Necht
¢ =2r,c€ M'. Podle definice M'jec—r +1€ M, ...,
c—1le M,ce M, podle (VIII) je pakec + 1 € M a po-
dle definice M’ je pak ¢ + 1 € M’. MnoZine M’ mé



2.1.

2.4.

tedy vlastnosti (III)a (IV) (kde k = r) a podle (ITI)—(IV)
obsahuje v3echna pfirozend &isla vétéi nebo rovnd &islu r.
Podlo definice mnoziny M’ obsahuje mnozZina M viechna
plirozens &isla.

. Bud M’ mno#ina vSech pfirozenych d&isel j takovych, Ze

n -+ 1—je M. Podlo (a) je 1 € M'. Bud r ptirozené
¢islo, 1 = r < n, a pfedpoklddejme, %e r € M'. Protoze
l<n+l—r=n n+l—re M, je podle (B)
n+l—r—1€ Matedyr + 1€ M'. Podle (IX)—(X)
obsahuje mnoZina M’ &isla 1, 2, ..., n a tedy mnozina M
obsahuje &islan, ..., 2, 1.

Oznaéme jedts O t8%idtd (n + 1)-tihelnika 4,4, ... A4y
Jak vime z dlohy 12, je

A,0:00, = A,0:00, = ... = A;,0:00,,, =n:1
a

A4, 0,0,, A, 4, ]| 040,, ..., 4,,4,]] 0,04, .
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2.5. a) Pro n =1 jde o rovnost f,f, = f} a ta plati, nebot
Ji = fs. Bud p pfirozené é&islo a necht pro n = p
rovnost plati. Pro n = p + 1 dostdvdme

Fonsfors=Fosslfs +Foid) = Fofpss + f3or =
=hH+fit .+l
b) Pro n = 1 jde o rovnost
Si—ffa=1"—1.2=—1.

Bud p piirozensé &islo a necht pro n = p rovnost plati.
Pro n = p + 1 dostdvdme

f;ﬂ - fp+1fp+a = fyﬂ(fp +fp+1) '—fp+l(fp+l + fp+|) =
= fpfpﬂ —f;u = —(—1)? = (—1)p#+,

2.6. UkédZeme, Ze posloupnost definovand uvedenym vzorcem
vyhovuje rekurentnimu vzorei, jimZ byla zavedena
Fibonacciova posloupnost.

Pro n = 1 dostdvdme
1 (1 +)s 1—]5
/l _ [ V_ R V__] =1,

= _Vﬁ_ — .
pron = 2

LT T () (255
o LT
+ 715_—[[ 1 +2V5 ]"“_[ 1 +2V5 )n+1]=
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pell -5
(N e e

=fn+a .

2.8. Hledany poéet vlajek oznatme wv,. ZFejmé je v, = 2
(tervend vlajka a bild vlajka) a v, = 3 (Zervenobild,
bilogervend a &ervend). Bud k pfirozené &islo. Viechny
vlajky slozené z &k + 2 pruht, z nichZ spodni je &erveny,
lze ziskat tak, Ze se ke vSem v;,, vlajkdm sloZenym
z k + 1 pruhu pfisije dold &erveny pruh. Viechny vlajky
sloZené z k¥ + 2 pruhi, z nichZ spodni je bily, 1ze ziskat
tak, %e ke viem v, vlajkdm sloZenym z k pruhu pfisijeme
dolii &erveny pruh a pod ndj bily pruh. Plati tedy

Vs = Vg + Vg

pro ka#dé pfirozensé k.

Jiné fedeni: Nejprve ureme, kolik existuje vlajek, které
maji uvedenou vlastnost a obsahuji prdvé k dervenych
pruhi (a tedy n — k bilych pruhu). Mezi kazdymi dvé-
ma &ervenymi pruhy jakoZ i na okrajich bude nejvyse
po jednom bilém pruhu. Vlajek s %k &ervenymi pruhy
bude tedy prdvé tolik, kolika zpiusoby lze rozmistit
n — k bilych pruht na k& + 1 mist (k — 1 mezer a dva

k+1
kraje), tedy [ + k] v ptipadd & + 1 = n — &k (neboli
n —

n—1

—1
Bzl ] a 0 v pHpadd & <——— . (Stéle pred-

pokléddme, %e k < n.) Celkovy poet bude
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2.9.

128

Gl b2l ()00

n—1
kde a = —:— pro sudé n, a = pro liché =n.

Z prvniho feSenf evideni 8 je vidét, %e pro kaZdé pFirozenéd
n jo v, = fu.s. Pro n > 2 jo tedy podle druhého Fedeni

Jo= vn_.=(";l]+[n~l—2] + ... +[n:;ia].

—3
kde a = %—l pro sudé n, ¢ = n pro liché n.

Polozime-li m = n— 2 —a a dosadime sem za a, do-

staneme m =

—1 ) n
prolichdnam = - 1 pro sudé

n a vzorec nabude tvaru uvedeného ve cvid. 9.
Jiné Fedent: UkdZeme, 2o ¢leny posloupnosti f,, definované
vzorcem ze cvid. § vyhovuji rekurentni definici Fibo-

0
nacciovy posloupnosti. Pro n=1 jem=0a f, = [O] =1,

1
Pron = 2jetéim=0&f,=[0] = 1. Prosudé n je

fﬂ +fn+1=(n;1]+[n:_2)+ v

n
2 n n—1
+ " +[0)+( 1 )+---+
?—-l

|3 o @



f _ n + 1 + n
nte = 0 (l + ... +
Pro liché = je

f,.+fn+1=[”;1]+(”_12]+ -

n——l] n+1

2 _L[n L n—1 + + 2
+ n—1] 0 1 ] n—1

a
n +1
7 _ n +1 n 2
n+e — 0 +1 + ... 4+ n+ 1
2
1)
Vzhledem k tomu, Ze T + T . + pro ne-
s s +1 s + 1)
n +1

n
) 4 celd =1=
zZédporné ce r>s,a[0) [ o

], plati v obou

pripadech
fnn =fn +fn+1 .

2.11. Jedna moZnost je opakovat cely postup a sestrojit bod
Cy_, , ktery déli use¢ku C,B, v poméru C,Cr_, : BChr_, =
= 1: (n — 1), dalSim provedenim konstrukce z tlohy 14
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sestrojit bod Cf_,, ktery déli vdsetku C}

Cr Ck 4:BCh , =1:(n—2),atd.

1B v poméru

Méné pracny je v8ak ndsledujici postup: Nejprve vedeme
bodem S rovnobéiku s pfimkou a. To provedeme takto:
Na polop¥imee opaéné k SB zvolime bod T # S (viz
obrézek). Prusedik piimek AS, TC, oznatme U a pri-
setik piimek AT, BU oznadéme V. Piimky AB, VS jsou
rovnobéZné, cox se dokdfe nésledujicim zputsobein:

Rovnobézku s pfimkou a prochézejici bodem S oznaé-
me a'’. Jeji prisedik s pfimkou AT oznadme V'. Déle
oznatme U’ prusedik pfimek AS a BV'. Jak vime
z prvniho kroku ilohy 14, prochézi pfimka TU’ bodem
C,. Je proto U'=U, V' =V a piimky a, VS jsou
totoZné.

Vratme se ke konstrukei. Sestrojili jsme bodem S rovno-
bé%ku a’’ e pfimkou a. Polokme C} = O, (viz obrézek).



2.15.

Bud 1 < k < n ptirozené &islo a predpokladejme, Ze je
sestrojen bod C} na tsetce AB. Prusedik pfimeck a'/,
A'C¥ ozna¢me O;. Bod Cj_, bude priuseéik pfimek a,
0,0,. Z podobnych trojihelnikd snadno zjistime, %Ze

ACt = CiCr_, = ... = C*B.

. Vyjdeme-li od z, = 1,5 a zaokrouhlujeme-li dil¢i vy-

sledky na pét desetinnych mist, vychézi z, = 1,41667,
Ty = 1,41422, z, = 1,41421. Je tedy V2 = 1,4142.

1 a
Pron =1 je 2, = E(A + -A_.] = f(A). Necht p je pii-

rozené &islo a pledpoklddejme, Ze x, = f(...(f(4))...),
kde vpravo je p-krét sloZend funkce f. Potom je
Tp1 =f(xp) =f(f(f(A)) o s kde vpravo je

(p + 1)-krét slozend funkce f.
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2.16. Pron =1 je

I L e )
2 + |fa %[A-l-——)+l/;

a* +a—24a (4 —Va
A’+a+2AVa——( ']'
Bud p ptirozené é&islo a predpoklddejme, Ze
:z:,,—v; _ A——Va_ »
z, + |fa -(A +]/;] .
Pro n = p + 1 dostdvédme

Ly — Va _

Zper + V“_ %[:v,, + —:D] + Va_

gl (ol
T

aA—Jay" .
Bud (K} posloupnost [—_ } Ze vzorce, ktery
A+ Va

’p+1

jsme pravé odvodili, plyne, Ze pro kazdé prirozené n je

. o Ent D)
n+l T l _ Kn

Posloupnost {K,} je zfejmé omezend a nerostouci a proto
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2.17.

i posloupnost {x,.,} mé tyto vlastnosti. Posloupnost
{K,} konverguje k 0 a posloupnost {z,,,} tedy konver-

o ©+D1)a -
guje kﬁ=ya.

Definice md smysl, nebot y, # 0 pro kazdé n. DokaZme,

3
Ze Y, = Va_ pro viechna n > 1. Pro ka%dé n je y,,, =
1 a 2y + a a—y}

_3[2%' * yf.]_ 3yn _y”[l T3 ]
Z rekurentni definice posloupnosti {y,} je ziejmé, Ze
Y, > 0 pro kazdé n. Z toho plyne, jak se snadno pie-
svédéime, Ze

a—yn

5 >—1.

Podle Bernoulliovy nerovnosti (viz cvié. 3.2) je tedy
3 \3 3
2 3 G— Yn 3 G — Yy
= 1 -] 2 143 ————]=a0.
o= (1 S5t 2t (10 s 28

Déle dokaime, e y,,, =y, pro kaidé n > 1. To je
také vidét z vySe uvedeného vyjddteni pro y, ., je totiz

nebot @ < y) pro kazdé n > 1.

Posloupnost {y,.,} je tedy zdola omezend a nerostouci,

mé tedy limitu; oznadme ji L. Z toho, co uz vime, je
a3

ziejmé, Ze L = Va_ Z rekurentniho vzorce pro posloup-
nost {y,} plyne, Ze plati

L="(er+2
—; +fz:

¢h L? =a.
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3 p—
Zjistili jsme, 2o y, = Va . Z toho vyplyva, Ze
3
a —
yz = Va =Y

n

(pro n > 1). To umozhuje pohodlné odhadnout, jak se

3 3
Yn lisi od Va . Prakticky vypotet l/a s chybou mensi
nez ¢ bude probihat podle schématu

a
r4 =7§
ne Ev—
y ie rovno Y@
Xx= 3'(2)' +2) s chybou men3i
¢ net ¢
y=x
| ]

2.18. Vyjdeme-li od y, = 1,5 a zaokrouhlujeme-li diléi vy-
sledky na pét desetinnych mist, vychdzi », = 1,29629,
z, = 1,26093, =z, = 1,25992, z; = 1,25992. Je tedy

3 —_
/2 = 1,2599.
2.20. ¢,, = 1430 .
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2.21. Oznadme body 4,, 4,, ..., A,, tak, jak jdou na kruZnici

3.1.

3.2,

za sebou. Bod 4, mtZe byt spojen pouze s bodem se
sudym indexem. Jinak by totiz na ka?dé strand tétivy
spojujici bod A, s bodem o lichém indexu byl lichy poéet
bodu a alespot jedna z n — 1 ostatnich tétiv by ji pak
protinala. Hledany poéet oznaéme p,. Necht je bod 4,
spojen s bodem A4 ,;. Pak na jedné strané zistane 2(k — 1)
bodi (ty lze pospojovat p,_, zptsoby) a na druhé strané
2 (n — k) bodu (ty Ize pospojovat p,_; zpuasoby). Bude
tedy

pl. = l )
Pn =Pua + P1iPa2 + ... + PpoPy + Pp_, Pron > 1.

Je zajimavé, Ze pro kaidé n je p, = f,.s kde {t,} je

posloupnost z dlohy 16.

Vzhledem k tomu, %e M = @, existuje pfirozené &islo

n € M. Stadi tedy vétu dokédzat pro mnoZinu M ({1, 2,
.., n}, coZ je koneénd mnozZina. DokdZeme ndsledujici

vétu: Bud k pfirozené &islo a bud déna k-prvkovéd pod-

mnoina {p,, Py, ..., P} mnoZiny piirozenych &isel.
Potom existuje z € {1, 2, ..., k} takové, Ze p; = p; pro
viechna j € (1, 2, ..., k}. Provedeme to matematickou

indukei. Pro & = 1 véta trividlné plati. Bud r pfirozené
&islo a necht pro & = r véta plati. Bud déna (r + 1)-prv-
kovd podmnoZina {p,, ps, - - ., Prs1} mnoZiny vsech pfi-
rozenych &isel. Podle indukéniho predpokladu existuje
1€ (1,2, ..., r} takové, Z%e p; <p; pro viechna
je{l, 2, ...,7}. Jeli p; < p,,,, poloZme y = ¢. Je-li
D¢ > Prs1» PoloZme y = r + 1. Pak je p, < p; pro v3e-
chna je (1,2, ..., + 1}.

a) Pro » = 1 plati nerovnost. Bud p pfirozené &islo
a necht pro n = p nerovnost plati. Pron = p + 1 dost4-
vime
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3.3.
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(L+aph =1 +2P(1 +2) 2(1+p2)(1 +2) =

=sl+(ptlaz+p*zl+(p+a.
b) Podle binomické véty je
At+zr=14nzx+ ... 21+ nzx.
Druhy dukez je nézornéjsi, ale plati jen pro = = 0
(¢leny na mistd telek jsou nezdporné). Dikaz indukei
viak plati pro z & —1. (V tomto oboru jsme Bernoullio-
vu nerovnost potfebovali pfi FeSeni cvid. 2.18.)
Obvykly postup selhdvd. Pokusme se modifikovat pra-
vou stranu a pfevést ulohu na diukaz nerovnosti
1 + 1 < 1 a
23+'” nt 4  nt
kde a je vhodné kladnd konstanta. PredevSim musi byt
pron =2
1
— =
8

a
4

| -

1
e tedy a = 5 K tomu, aby se zdafil indukéni krok
postaéi, aby pro kazdé n bylo

1 a 1 1 a
+

__.__g_ [
n+1p 4 (n+l)

4 n ’

coz plati pro véechna a splhujici pfi kazdém n nerovnost

1 3n® + M2 + 5n + 1

g = —— .
2 2 (2nt + Tn® + 9n® 4+ 6m + 1)

1

Zvolime-li tedy napf. a = - dikaz modifikované

nerovnosti se podafi.



3.4.

Jiné fedeni (ne podle ndvodu). Pro n = 2, 3, 4 doka-
zovand nerovnost plati. Pro » > 4 dokdZeme indukei
nerovnost

l+l IS n
T TR Ry Tak

jejiz pravéd strana je zfejmé mensi nez 1/4: Pron = 5
ovéfime, e posledni nerovnost plati. Pfedpoklddejme,
Ze plati pro n =k = 5. Pro n = k 4 1 dostaneme

i+—l—+..-+i+ ! = k +
2 3 P2 k+1p S4(k+)
1 B4 2k k44 E+1
F+10 4+ 1p 4k +2)

Jedté jiné Fedeni (bez pouziti indukee). Pro kazdé k > 1
plati

1 1 1 1 1
® “FErDGE—1 _7(k(k_1) - (k+l)k)

a tedy
1 + 1 + + 1 < l[l 1 <1
93 Tge Tt T T T a2 nn+ 1) n

A jedté pozndmlka pro toho, kdo zné pojem soudtu ne-
koneéné fady:

1 1 1
w5 gt = 020205

Ozna¢me P mnozinu viech pfirozenych ¢&isel, @, mnoZinu
viech celych &igel vétdich nebo rovnych celému é&islu ¢
& R; mnoZinu viech pfirozenych &isel mensich nebo
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rovnych pfirozenému &islu k. Je-li & pkirozené é&islo, ¢ celé
gislo a T(n) vyrokové forma s prisluinym defini¢nim
oborem, jsou principy (3)—(4) a% (9)—(10) formélné
zapsény takto:
(3)—(4): T(c)A(vge Q) [T(g) = T(g + D] >

= (Vg€ Q.) T(q)
(5)—(6): T(1)A(Vp€E P)[(Vvre R) T(r) >

=T + 1)] = (vpe P) T(p)
(N—(8): (vre R)T(r)A(VpeE P)[(Vr€ Rpyp 1 —

— R, ,)T(r) = T(p + k)] = (Vp€ P) T(p)
(9)—(10): T() A (vre B,) [T(r) > T(r + D] =

= (Vre RBy) T(r)
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