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4. kapitola

JESTE PETADVACET ULOH

Uloha 17. Dokaite, %e pro ka?dé prirozené &islo
n a pro kazda dvé realna éisla a, b plati

a? + 5" 4+ n = (@) + (ab)" TP+ ...
.. tab+at+b.

EBesent. Pro n = 1 nabyvd dokazovanid nerovnost
tvaru

a®+b2+l1=zabt+atb,
coz je ekvivalentni s nerovnosti
(@—b)+ (e—1P2+ (b —1)?2 =0,

ktera ztejmé plati pro kaZda dvé realna &isla a, b.

Bud nyni k ptirozené &islo a pfedpokladejme, Ze pro
n = k nerovnost plati. DokaZeme, Ze potom plati i pro
n =k 4+ 1. Postupné dostivime (nejprve vyuZijeme
toho, Ze nerovnost plati pro n = 1 a potom indukéniho
piedpokladu)

i T G i S G L o S =
= (ab)? + o + b + kb = () + (@b} +
+ ...4+ab+a+0d.
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Uloha 18. Jsou dana realna ¢isla a,, a,, . . .,a, (> 1),
pro néz plati
0<a £a, < 2qa,,
2 é a’!! é 20’2:
oy = Qn = 20, .
Dokaizte, Ze existuji piirozena &isla p;, p,, ..., ps ta-
kova, Ze
0= (—1ma, + (—1)Pa, + ... + (—1)Pwa, < a, .
Redeni. Jde o to opatfit ¢&isla a,, a,, ..., a, Zznaménky
tak, aby jejich soudet byl pak mezi &isly 0 a a,. Budeme

postupovat indukei podle poétu éisel n.
Pro n = 2 véta plati, protoze

0,2, 528, = 0E—a,+a,=aq,.

Budnyni k > 1 pfirozené éislo a pFedpoklidejme, Ze pro
né véta plati, tj. Ze pro jakychkoliv k &isel b,, b,, ..., by
splitujicich piedpoklady véty, existuji pfirozena &isla
TisTay - .-, Ty tak, Zo

0 < (—1)by + (—1ywby + ... + (—1)ube < by .

Dokazeme, Ze potom véta plati i pro n =k + 1. Uva-

Zujme k + 1 &isel ¢, ¢,, ..., €y, spliujicich piedpo-
klady véty. Pro k ¢&isel c,, ¢y, ..., €ty jsou pFedpoklady
také splnény a podle indukéniho predpokladu tedy exis-
tuji pfirozena ¢&isla ry, r,, ..., 7 tak, Ze pro scudet

S = (—=1)e, + (—1)es + ... + (—1)etiyy
plati
0=8=c¢,.

70



Rozeznivejme dva pripady:

l.delli0 =8=¢, je 0 <¢;,—8 = ¢;, neboli

0 < (=%, + (=) ey + ... + (—1)E* 0y, S 0.

2. Je-lic, =8 < ¢y £ 2¢,,je 0 =8 —¢; < ¢, neboli
0= (—Dle;+ (—Deg+ ... + (e, Sy

Tim je dikaz proveden.

Uloha 19. Bud n ptirozené &islo a ¢ bud ptirozené &fslo,
dévajici pii déleni étyfmi zbytek 1. DokaZte Ze soudet

() -

je délitelny ¢&islem 2771, (Posledni nenulovy élen soudtu

-1
n 2,

. (M, 2 . n 2
8, je [n] t  prolichéna [n o 1] t pro sudé n).

Reseni. Je s, = 1, coz je délitelno &islem 2° a s, = 2,
coZ je délitelno &islem 2. Pron =1 a n = 2 véta tedy
plati. Bud & ptirozené ¢islo a predpokladejme, Ze pro
n = kamn =k 4 1 véta platf; dokaZzme jejf platnost pro
n = k + 2. Podle binomické véty je

o A+l —a—Jer
" 2/t

o (L Jepn—a g
LZ% ] 2Vt—

Je tedy
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_la+yepn—a=—Yora+Vn+a—yn
2|/¢
e+ Yer—a—Vima+Yna—Ve _
2t
= 284y + (t—1) 8.

Cislo ¢t — 1 je délitelno Styfmi a pouZijeme-li induk&ni
pfredpoklad, jsou oba séitance délitelny éislem 2¢*1, Tim
je ditkkaz proveden.

Uloha 20. Dokazte, e kazdé piirozené ¢islo, které je
nejvyse rovno =nl, je soutem nejvyse n navzajem riz-
nych déliteld éisla n!.

Redeni. Pro n = 1 je platnost dokazované véty zfej-
ma, Bud k ptirozené &islo a predpokliadejme, Ze véta
pro né plati. DokaZeme, Ze potom véta plati i pro
k + 1. Bud tedy ¢ < (¢ + 1)! pfirozené &islo. Pfi délen{
éislem k + 1 dostaneme

c=((k+1)d+r,

kde 0 < r < k + 1.Zfejmé jed < k! a podle indukéniho
predpokladu je
d=d, + ... + d,

kde d,, ..., di jsou bud nuly, nebo navzajem razni déli-
telé &isla k!. Je tedy

c=k+1)d + ... +(k+1)de+r,
kde &isla (k + 1)d,, ..., (k + 1) di jsou nuly nebo na-

vzdjem razni délitelé &isla (k 4 1)! (to je zfejmé) a r je
také nula nebo délitel ¢isla (k 4 1)! (nebof r < k 4 1)
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ruzny ode vSech ¢&isel (k 4+ 1)d,, ..., (k 4+ 1) d; (nebot
r<k+1=Z(k+1)d; pro d; # 0). Tlm]eulohavy-
feSena.

Uloha 21. Dokazte, ze pro ka?dé pirozené &islo =
plati: Priéteme-li k &islu, jez ma 4n — 3 é&islic, ¢&islo,
které z ného vznikne obracenim potadi &islic, bude mit
vysledny soudet alespon jednu éislici sudou (vse je v de-
sitkové soustavé).

Redeni. Budeme postupovat matematickou indukei
podle n. Pro n =1 je 4n — 3 =1 a pro jednociferna
¢isla véta ziejmé plati. Bud dale p pfirozené ¢&islo a pred-
pokladejme, Ze pro » = p véta plati. DokaZeme ji pro
n = p + 1 sporem. Necht pro n = p + 1 véta neplati,
tj. existuje é&islo, které ma 4p + 1 ¢islic a seéteme-li je
s tymzZ dislem napsanym obracend, bude mit soudet
samé liché ¢islice. Vzhledem k tomu nenastal pfi séitani
pienos jednitky z 4p-tého na (4p + 1)-t6 misto poéitano
zprava. Proto nenastal ani pienos z druhého na tfeti
misto zprava a tedy vynechanim poslednich dvou ¢&islic
vpravo ze soudtu dostaneme é&islo, jez ma také viechny
dislice liché. Z toho je vidét, Ze odstranime-li z (4p + 1)-
-ciferného ¢&isla, od néhoZ jsme vysli, posledni dvé &islice
a podateéni dvé &islice, bude jeho soudet s obracené na-
psanym &fislem mit vSechny &islice liché, coz odporuje
indukénimu predpokladu. Tim je dikaz proveden.

Uloha 22. Jsou déna celd &sla j, n, pro néz plati
0 =4 <n. Uvaiujme viechna celd nezaporna ¢isla,
kterd maji nejvyse n dislic. Dokazte, Ze soudet j-tych
mocnin vSech t&ch uvaZovanych &sel, kterd maji lichy
ciferny soudet, je stejny jako pro sudy ciferny soudet.
(Klademe 0° = 1.)
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Redeni. Budeme pracovat v desitkové soustavé, ale
to neni podstatné. Pro kazdé piirozené n oznaéme L,
(resp. §8,) mnoZinu vSech uvaZovanych ¢isel s lichym
(resp. sudym) cifernym souétem. (Je zfejmé, Ze obé mno-
Ziny majf stejné, a to 5.10"! prvkid.) Budeme postu-
povat indukei podle n.

Pro n = 1 véta tvrdi, Ze

10+30+50+70+90=OO+20+40+60+80’

coZ je ziejmé.

Bud k pfirozené éislo a necht véta pro né plati, doka-
Zeme ji pro k + 1. Bud 0 =j < k 4 1 celé &islo. Po-
uzijeme-li binomickou vétu, dostivime postupnymi
upravami soudtd

S &= 3 (10b+cy+ X (1004 o) =

aTESL, . he-\'k beL,
CEN, LeL,
j (I -
¥ L( 10rbrei-r +7 3" Z(JIO'b'd "=
he\kr 0 beL; r=0
ceS, cEL,
2
- 2( ]wr SO SV 30T S b=
r=0 reN, bexs, cel, hel,
=10.5 ¥ ¥+
veLUs,
i=-1¢4
+3(osorsbrsor sy
r=0 ¥ cEN, bES), ceL, LeL,

Analogickym postupem dostaneme

S =3 (10b+ ¢y + 3 (100 4 ¢y =
a€ly 1 besy beL,
cel, CES,
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=10.5 S b+

"€ LUy
s
+3(Jw[zersr+sor sy

r=o\" cex beL, cel, bes, |
Oba soudty jsou stejné, nebot podle indukéniho pied-
pokladu pro kaidé r =0, 1, ..., j — 1 plati

Sbr=3b.
bel, bes,

Uloha 23. Dokaite, %e
D(n{a,, ..., a,), b) = n(D(a,,d), ..., D{a,, b)),

kde m >> 1, a,, ..., a,, b jsou pfirozena disla a symboly
D(...) resp. n(...) oznaduji nejvétsfho spoleéného déli-
tele resp. nejmensi spoleény nasobek é&isel, uvedenych v
zavorce.

Re$eni. Budeme postupovat indukei podle m. Nejprve
vétu dokdZzeme pro m = 2. Oznalme D(a,, a,, b) =

—p,D[a1 i) D(ﬂ —b«]—r,D(a2 3]:s.
/4 p p Y 4
Plati
D@, = D(D(52, %), p( %, 2)) -
. y 2 p P
:D(ﬂ i ﬂ]: 1
. p’ PP
Stejné dokazeme, Ze D(q, 3) = D(r, 8) = 1. Plati tedy
= pqru, a, = pqsv, b = prsw,
kde kazda dvé z &isel u, v, w jsou nesoudélna. Je proto
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D(n(a,, a,), b) = D(n(pgru, pgsv), prsw) =
= D(pgrsuv, prsw) = prs,
n(D(a,, b), D(a,, b)) = n(D(pgru, prsw) , D(pgsv, prsw)) =
= n(pr, ps) = prs.

Je tedy
D(n(ali a'z)’ b) = n(D(al ’ b)s D(az’ b))

a pro m = 2 véta plati.

Bud nyni k ptirozené ¢islo a necht pro m = k véta
plati. Dokazeme, ze pak platii prom = k 4+ 1. Postupné
dostdvame

D(n(a,, ..., ary), b) = Dnn(a,, ..., a), ax,), b) =
= n(D(n{a,, ..., &), b}, D(ar,,, b)) =
= nm(D(a,, b), ..., Diax, b)), D(a,,, b)) =
= n(D(a,, d), ..., D(a, b), D(ar,,, b)) .

Druha rovnost je disledkem toho, Ze véta plati pro
m = 2 a tfeti rovnost plati podle indukéniho p¥edpo-
kladu. Tim je ditkaz proveden.

Vsimnéte si, Ze dikaz pro m = 2 byl daleko obtiZnéjsi
ne? indukéni krok.

Uloha 24. Uspotadejte &isla 1, 2, ..., n tak, aby pro
zadna dvé z nich nebyl jejich aritmeticky primér roven
nékterému z ¢isel, ktera jsou v uspofddini mezi nimi.

BReeni. Pro n = 1 je problém trivialni. Predpokla-
dejme, Ze k je ptirozené ¢&islo a Ze pro vSechna mensi
pfirozena éfsla problém umime vyfesit. Ma-li byt é&islo
a+b

2

celé, museji mit cela &isla @, b stejnou paritu (tj.
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byt obé licha nebo obé sudd). MuZzeme tedy uspofadat li-

chi disla samostatné a suda také samostatné a pak ve vy-

sledném uspofadani dit napt. nejprve takto uspotidand

lichd a pak suda éisla. Necht ptislusnd licha &isla jsou 1, 3,

2t — 1. Ziejmé je ¢ < k a podle indukéniho pred-

pokladu gsla 1, 2, ..., t uspotiddat umime. Cisla 1, 3,
, 2t —1 miiemne usporadat analogicky, nebot

a-+b N (2¢ — 1) + (2b—1)

5 — 3 = 2c—1.

Stejné je tomu i se sudymi &isly. Tim je problém vyfesen.

UkédZeme si jedté, jak budeme postupovat v konkrét-
nfm piipadé, napf. pro n = 13. Symboliku snad neni
tfeba vysvétlovat.

1,2,...,13) =

=(1,8,...,13)(2,4,...,12) ~(1,2,...,7) (1,2, ...,6),
2, ..., 1) =(1,3,57)(24,6) ~ (1,23, 4) (1,2, 3),
2,...,6)=(1,3,5)(2,4,6) ~ (1,2,3)(1,2,3),
2

,3,4) = (1,3)(2,4) ~(1,2) (L, 2),
2,3) = (L, 3)(2) ~ (1,2) (1),
1,2) = (1) (2) ~ (1) (1).
(1) = [1],
(1,2) > [1, 2],
(1,2,3) - [1,3,2],
(1,2,3,4) -1, 83,2 4],
(1,2,...,6) >[1,5,3,2,86,4],
(l’ 2’ sty 7) _>[1! 5) 3) 7) 2) 6’ 4])
(1,2,...,13) > [1,9,5,13,3,11,7, 2,10, 6, 4, 12, 8].

Uspofadame-li tedy é&isla 1,2, ..., 13 tak, jak je popséno
v posledni Fadce schematu, nebude aritmeticky primeér
zadnych dvou z nich roven ¢&slu, které je v uspotadani
mezi nimi.
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Postup si podstatné ulehéime a urychlime zejména pro
velkd n, kdyz si uvédomime, Ze jsou-li p < ¢ piirozend
disla a zname-li Feseni problému pro ¢, dostaneme z ného
feseni pro p vynechanim ¢&isel p+ 1, p+ 2, ..., q.
Mizeme tedy postupné konstruovat FeSeni pro mocniny
¢isla 2 a z vhodného z nich vynechat piipadna nadby-
teéna ¢&isla. V naSem piipadé bude
(1) - [1],

(1, 2) >[I, 2],

(1,2, 3,4) - [1,3, 2, 4],

(,2,...,8)~[L,5,3,7,2,6,4,8],

(1,2, ...,13,14,15,16) - [1, 9, 5, 13, 3,11, 7,15, 2, 10,
6,14, 4, 12, 8, 16].

Dosli jsme ke stejnému fesent,

Uloha 25. Dokaite, ze kaxdy zlomek 0 <—§~ < 1lze
vyjadfit jako soudet

r 1 1 1
o tat ot

q, qq
kde ¢, < ¢5 < ... < g jsou pfFirozena ¢&isla a g¢; je déli-
telno ¢;_, pro vSechna j = 2,3, ...,k

Regeni. Stadi se zabyvat pouze zlomky v zakladnim
tvaru, tj. takovymi, kde r < s jsou nesoudélna ptiro-
zena ¢isla. Budeme postupovat matematickou indukei
podle &itatele 7.

Pror =1 mé zlomek% pozadovany tvar. Bud p pii-

rozené &islo a necht pro vSechna r < p véta plati.
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p+1

Pt Délime-li*) jmenovatele

Zabyvejme se zlomkem

ditatelem p 4 1, dostaneme s = (p 4+ 1)y —z, kde
¥, z jsou nezaporna cela éisla a z < p. Vzhledem k tomu,
7e p+ 1 < s, bude y > 1, a protoze p 4 1, 8 jsou ne-
soudélna &fsla, bude z > 0. Je tedy

p+1 _(+ly s+-z =_1_(1+_§__]_
s sy sy Y s)

’

kde % je zlomek % uvedeny na zakladni tvar. ProtoZe

2z’ £z < p, je podle indukéniho pfedpokladu

’

z 1 1 1
'8—,—71'+t—2+ —I"t:’
kde t, <ty < ... <y, ptitemzZ ¢; je délitelno ¢;_, pro
j=2,38,...,n Odtud dostivime hledané vyjidfen{
p+1 1 1 1 1
—=—t—+—+ ... .
$ y Ly Ly + tay

Uloha 26. UvaZujme vSechna raciondln{ &fsla z uza-
vieného intervalu (0, 1), ktera zapsina v zakladnim
tvaru, majf jmenovatele nejvyse n a jsou sefazena podle
velikosti. Dokazte, Ze pro kazdéd dvé sousednf uvazovand

a c M2 v . 3 2
tisla 3 <7 plati bc —ad = 1. (Rikdme, 7e racionaln{
*) Jde vlastnd o trochu jiné déleni, neZ je obvyklé, o ,,dSleni

se zdpornym zbytkem*‘.
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¢islo je v zdkladnim tvaru, je-li zapsino jako zlomek,
jehoZz &itatel a jmenovatel jsou nesoudélnd celd é&isla,
piidemz jmenovatel je kladny. Zakladni tvar &isla 0 je

t)

Redeni. Oznadme M, uvafovanou mnoZinu. Pak
M, {(1) i} a pro » = 1 véta ziejmé plati. Ptedpokld-
dejme, Ze k je pfirozené &islo a Ze véta plati pro n = k.
Uvazujme mnozZinu M;,,. Z¥ejmé M, S My,,. Patii-li
néktera dvé sousedni éisla mnoziny My, obé do mnoZiny
M, pak pro né podle indukéniho pfedpokladu plati do-
kazovany vztah. Je-li @ < k pfirozené é&islo, pak ziej-
mé plati nerovnost

a a+1
TET<F <FFT
a odtud je zfejmé, Ze kazdé ¢islo z mnozZiny My, — M,

m4 za sousedy z obou stran &isla z mnoziny M;. Uvazuj-
me tedy tti sousedni &isla (piSeme je v zdkladnim tvaru)

P r 8
i e g

kde prostiedni je z mnoZiny M;,, — M; a obé krajni
jsou z mnoZiny M,. Piedpoklidejme, Ze alesponl jedno
z 8isel D, = qr — p(k + 1), D, = s(k 4 1) — 7t je rizné
od 1 (a tedy vétsi nez 1). Potom je

g+t <qDy+1tD, = (k+1)(gs—pl) =k + 1

(posledni rovnost nastavi podle indukéniho piedpokla-
du). Pak ale plati
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p+s r p_pts
— s = <
g+t  EFF1’ g g+t
coZ neni mozné.
Véta tedy plati i pro n = k& + 1 a diikaz je proveden.

<8
ra

Uloha 27. Budn = 2 pfirozené &islo. Dokazte, Ze sou-

&et viech ¢&isel tvaru % , kde p, q jsou nesoudélné pfiro-
.1
zend ¢isla takovd, Ze p<g<na p+q>n, je R

Redeni. Pro kazdé n oznadme M, mnoZinu viech uspo-
fadanych dvojic nesoudélnych piirozenych éfsel p, ¢, pro
néz plati p < g < nap + g > n. Mime dokézat, %e pro
kazdé ptirozené n = 2 je
1
=

1
. wem, P4
Tak napt.
M, ={(1, 6), (5, 6), (2, ), (3, 5), (4, 5), (3, 4)}
a skute&né

1 1 1 1 1 1 1

1i6ts56t s 35 T35 732" 2

Bud k = 2 ptirozené ¢islo a uvédomme si, jak se lisf
mnoZiny M, a M;,,. MnoZina M,,, — M, obsahuje
zfejmé pravé viechny uspofidané dvojice nesoudélnych
pfirozenych ¢&isel tvaru (p, k4 1), kde p <k + 1.
Mnozina M; — My, obsahuje privé viechny uspofa-
dané dvojice nesoudélnych pfirozenych ¢&isel tvaru
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(p, bk +1—p), kde p < k—; L . Pro piislusné soudty

zfejmé plati

c 1
woeMy P4 o.aeyw, P4
- L . L
@aeM -, PI wooeM -~y P4

Dokézeme, Ze rozdil vpravo je roven nule. Postupné
dostdvame

1 1
. a)e.%—.wk.,_lﬁ - p<§’ﬂ plk + 1 —p) -
P, k+1—p nesoud.
T LR AR R BTG
P, k+1—p nesoud. P, k+1—p nesoud.
1 1

p<ir1 Pk + 1) w.oeMpq—M;, P4
p.k+1 nesoud.

Vyuiili jsme pfitom toho, co jiz vime o mnozZinich
My, — M, a My, — M, a dale zfejmych faktd, Ze
¢sla p, k£ + 1 — p jsou nesoudélna pravé kdyz &isla p,

k + 1 jsou nesoudélna a Ze ¢isla k——;!, k + 1 ne-
jsou nesoudélna. Pro kazdé k = 2 je tedy
1 1

woen, P4 waoeiy, P4
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Ziejmé je M, = {(1, 2)} a tedy
1 1

. (nze M, P9 1.2
Predpokliddme-li, Ze pro k = 2 je
1 1

(ﬂ.a%.\lk pg 2’
je téz
1

1
w.q)eZJIHl rq 2
a dukaz je proveden.

Uloha 28. Je dan polynom f(x), jehoz koeficienty jsou
celd &isla. Oznadme D nejvétsi celé éislo, pro néz D | f(¢)
pro kazdé celé ¢&islo . DokaZte, Ze D je rovno nejvétsimu
spoleénému déliteli é&isel f(c), fic + 1), ..., {c + n), kde
¢ je libovolné celé &islo a » je stupenn polynomu f(x).
(Symbolem a | b oznadujeme, Ze &islo b je délitelno éis-
lem a.)

Reseni. Nejprve dokdzeme dvé pomocené véty:

1. Je dén polynom f(z), jehoZ koeficienty jsou celd
¢isla, ma stupen » a u z* ma koeficient a,. Bud ¢ celé
¢islo a d bud spoledny délitel d&fsel f(c), fic + 1), ...,
f(¢c + n). Potom d | n! a,.

Dikaz. Budeme postupovat indukei podle stupné n
polynomu f.

Bud f(z) = agx + @, polynom 1. stupné a ¢ celé ¢islo.
Necht d | f(c) = d] (aee + ;) a d | fle + 1) = d|(ace +
+ a; + ao). Pak téZ d | (f(c + 1) — f(c)) = ay = 1! a,.
Pro polynomy 1. stupné tedy 1. pomocna véta plati.

Bud k ptirozené éislo a predpokladejme, Ze pro poly-
nomy k-tého stupné véta plati. Uvazujme polynom f(x)
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stupné k + 1, ktery ma celé koeficienty a koeficient
u z**1 oznadme a,. Bud ¢ celé &islo a pro &islo d necht
platid | f(z) proi ==c,c+ 1, ..., ¢ + k 4+ 1. Polynom
gzx) =fz + 1) —]‘(x) ma ziejmé (binomickd véta)
stupeti k£, u a2* ma koeficient b, = (k + 1) a, a viechny
jeho koeficienty jsou &isla celd. Pro i =¢, c + 1, ...
¢+ k je d | g(s) a proto podle indukéniho predpokladu

dkby =kl (k+ 1)a,=(k+ 1) a,,
coZ jsme potfebovali dokazat.

2. Je dan polynom f(z), jehoZ koeficienty jsou cela
¢isla a ma stupen n. Bud c celé &slo a d bud spoletny
délitel &sel f(c), f(c + 1), ..., fc + n). Potom 4 | f(2)
pro kazdé celé éislo .

Dikaz. Opét pouzijeme metodu matematické indukee
podle stupné = polynomu f.

Bud f(z) = agx + @, polynom 1. stupné. Jestlize
d|flc) =d|(agc + a,) a d|fc+ 1) = d|(ac + a, +
+ a4, pak zfejméd | agad|a,atedy d|ay + a, pro kazdé
celé éislo 5. Pro polynomy 1. stupné tedy 2. pomocné véta

lati.
P Bud k ptirozené &islo a predpoklidejme, Ze véta platf
pro vsechny polynomy stupné nejvyse k. UvaZujme
polynom f(z) stupné k + 1 s celymi koeficienty, jenZ ma
u ¢ koeficient a,. Bud ¢ celé &islo a necht d | f() pro
i=c¢,¢c+1,...,¢c+ k+ 1. Polynom

gx) = f(x) —aglx —c)(z—c—1) ... (x—c—k)

je nejvySe k-tého stupné, ma celé koeficienty a ziejmé
d|gir) prot =c¢,c+ 1, ..., ¢ + k. Podle indukénfho
pledpokladu d | g(¢) pro vSechna celd é&fsla ¢. Apliku-
jeme-li na polynom f(x) 1. pomocnou vétu, dostavime

dl(k+ Da,.
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Vzhledem k tomu, Ze é&islo
E—e)@i—c—1)... G —c—k)
(k + 1)
je pro kaidé celé &islo ¢ celé*), plati téz

(t—e)... ¢t —c—k)
d)(k+ a, ] =

=d|a,(¢t—c)... T—c—Fk)

pro kazdé celé éislo ¢. Je tedy d | f(Z) pro v8echna celd
&isla © a 2. pomocna véta je dokdzana.

Ted uz snadno vyfesime nasi dlohu. Bud tedy f(x)
polynom n-tého stupné s celymi koeficienty a D nej-
vétai celé dislo takové, Ze D | f(¢) pro vSechna celd &isla 3.
Dile bud ¢ celé ¢islo a d nejvétsi spoleény délitel é&fsel
fe), fle + 1), ..., f(c + n). Protoze D | f(c), D | f(c + 1),
..., D|flec + n), je D < d. A protoZe podle 2. pomocné
véty d | f(¢) pro kaidé celé &islo ¢, je d < D. Je tedy
d = D, coz jsme méli dokazat.

Uloha 29. Je déna soustava r linedrnich rovnic

A%y + @a%y + ...+ Az, = 0,
ATy + Ay%s + e + A2y = O,
Ay X, + UraZy + + Ty = 0

08 neznamych Ty, Tyy ooy Xy Koeﬁclenty 11y Bygy <o e
dy, jsou redlnd é&isla, z nichz alesponi jedno je rtzné od

*) Pro ¢t >c¢ + k je rovno (Z: f), pro 1 < c¢ je rovno
(—1)e+ ( ¢ -,: _I:_T ‘L) & pro ostatni £ je rovno nule.
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nuly. DokaZte, Ze pokud jec r < s, existuji takova realna
¢isla x,, z,, ..., o, vyhovujici soustavé, ze kazdé lze
vyjadiit pomoci koeficienta a,,, ¢,,, ..., @, a operaci
séitani, odeéitdni a nasobeni a pilitom alespon jedno
z Gisel @1, @, . .., x, je rGzné od nuly.

Reseni. Jsou-li viechny koeficienty v prvnim sloupci
rovny nule, tj. a;;, = a, = ... = a,, = 0, vyhovuji
¢isla z, = ay,, kde a,, je néktery nenulovy koeficient,
Ty =3 = ... =% =0,

Zabyvejme se dale pfipadem, kdy alesponi jeden koe-
ficient v prvnim sloupei je nenulovy. Vzhledem k tomu,
Ze na potadi rovnic jejich FeSeni nezavisi, miZeme pied-
pokladat a;, % 0, aniZ bychom ztratili na obecnosti.
Budeme postupovat indukei podle poétu rovnic r. Pokud
r = 1, vyhovuji éisla 2, = a;y, 2, = —a,;, 3 = .
=2 =0. Bud nyni r > 1 a predpoklade]me Ze pro
r — 1 rovnic véta plati. Vechny rovnice aZ na prvni
vynasobime &islem a,,. Dostaneme tak soustavu

au(vl + d12x2 + P + al,.’E, = O,
A110n Ty + Gyyles®s + ... + @022, = 0,
10Ty -+ Q1@ Ts + .+ @410, = 0.
Odedteme-li od j-té rovnice a;-nasobek prvni rovnice
(pro vSechna j = 2, 3, ..., r), dospéjeme k soustavé
WXy + oy + ...+ a1 = 0,

bzz«'tz + oo + bgsz, = 0,

br2x2 + ...+ braxs =0,
kde by = a, 0 — a0, pro viechna2 <j <r,2<k<
< s.Snadno nahlédneme, Ze vynasobenim nékteré z rov-
nic nenulovym ¢&islem ¢&i pfidtenim nékteré rovnice k jiné
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rovnici dostaneme ekvivalentni soustavu. Posledni sou-
stava je tedy ekvivalentni soustavé, od niz jsme vysli.
Je-li alespoil jeden z koeficientt by, nenulovy, vyhovuji
soustaveé

basys + bogys + ... 4 brys = 0,

bysys + byays + ... + byy, = 0,

brz?/z + braya + ...+ bnys =0
podle indukéniho pfedpokladu &isla y,, y,, ..., y, tako-
v, Ze nejsou vesmés rovna nule a kazdé z nich lze vy-
jadiit pomoci séitani, odéitani, nidsobeni a &isel by, by,
.vvs by (a tedy téz disel ay;, a5, ..., ). To plati
i v pfipadé, kdy vSechny koeficienty by jsou nuly, pak
vyhovuji éisla y, = y; = ... = y, = a,, (nenulovy koe-
ficient). Tteti soustavé — a tedy i soustavé pavodni —

2 w2

vyhovuji éisla
Ty = G1Ys + Qualfs + o+ Ol
Ty = —0y\Yp, + oy Ty = —QyyYs -
Tim je dtkaz proveden.

Uloha 30. Redlnd funkce f(z) je v intervalu (a,b)
kladni a omezeni. DokaZte, Ze existuji &isla z, € (a, b),
z,€{a, b) takova, Ze

(@ — 21) fAxy) 1

F) > 1 (b — a) Ha) .

(Symbolem f2 (z) zna&ime (f (x))?).
Reseni. Piedpoklidejme, %e tomu tak nenf, tj. Ze pro
kazdou dvojici ¢isel z, €(a, b), z,€{a, b) je

(xs — ) f()) 1
—T éz (b — a) f(a)

87



neboli
fzs) = 4z, — x,) [*(x,)

(b —a)fla) ’
a odvodime spor.
Definujme posloupnost {c,} takto:

atb
& =—5—)

Cn _c,,_,+ pron>1

pro n > 1 je zfejmé

atb a+b b—a b—a
< i !

gz =% 2 22 2 o
. b—2na£'a+b b—a b

2 2

(soudet geometrické fady). Pro kazdé pfirozené n je tedy
cn€{a, b).
Dokazeme indukei, Ze pro kazdé piirozené n je

f(ca) 2 2}(a) .

Podaff-li se nam to, dospéjeme ke sporu s omezenosti
funkce f v intervalu (a, b).
Pro z, = a, z, = ¢, podle pfedpokladu plati

fle) = S = P — apa).

Bud k& ptirozené &islo a piedpokladejme, Ze
fer) = 2(a) .

Potom je (poloZzime-li x; = ¢k, ¥, = Ciy,)

Yoo — ) o) _ (b —a) 27
fon) 2= —af@  ~~ G—af@ =
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(b — a) 217*2%f¥(a)
- b—a)f(a)

Tim jsme s ditkazem hotovi.

= 2641f(a) .

Uloha 31. Funkce f jedné reilné proménné je defino-
vana v néjakém intervalu a pro kaZd4 dvé &fsla z, y z je-
jiho definiéniho oboru plati

f(x) 42- ) < /[-’v -2l- y],

Dokazte, Ze pro libovolnych n &isel x;, %, ..., 2,z jejiho
definiéniho oboru plati

f(xl)+f(z2)+ +f(17") éf[x1+xz+ e +xn].

n n

(Jde o tzv. Jensenovu nerovnost. Funkce f, které splnujf
uvedenou podminku, se nazyvaji konkdvni funkce. Pod-
minka se nazorné projevuje na jejich grafu (viz obrazek).
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Pokud funkece f nenf piili§ ,,divoka‘ (napf. pokud je na
néjakém intervalu lezicim v definiénim oboru shora
nebo zdola omezena), di se ukazat, Ze pro kazda dvé
disla z, y z definiéniho oboru dokonce platf, Ze viechny
body o souiadnicich [¢, f(t)], kde z =t < y, lezi ,,nad*
dsec¢kou o krajnich bodech [z, f(x)] a [y, f(¥)] nebo na ni.)

ReSeni. Pro » = 1 je platnost nerovnosti trividlnf
a pro n = 2 splyva s predpokladem,

Nejprve dokiZeme pomocnou vétu (1): Pokud nerov-
nost plati pro n = k, pak plati téZ pro n = 2k (k je libo-
volné piirozené ¢islo).

Postupné dostavame

e R e
’( 2k ]=
r, + ... + 2 Tpyy + -0 + X
+
_ k k >
) =
+ ..o 4z Troy + - -0+ T
f 2! + +1 2
- (=) F ]_2
= 3 =
) + ... 4 flx) + f@e) + oo+ fl@w)
k k
= =
= 2
fley) + ... 4+ flaw) .
B 2k

Dile dokaZzeme pomocnou vétu (2): Pokud nerovnost
plati pro n = k + 1, potom plati téZ pro n == k.
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Nejprve dostaneme

f[x1+...+xk]=

k
(zl-{- o+ xk+“’_1i7ﬂ)
= =
1 =
) + o+ f) + (2R
= kF 1
a odtud odedtenim k—:— i / [xl + k + zk] od obou
stran
./(xl)+--'+/(xk)< k f[xl—|—...—|—:vk]
T 1 =%F1 7
¢ili

ﬂw+nﬂwm<4%+m+%)
k = k )

Z pomocné véty (1) vyplyva podle principu matema-
tické indukce, Ze véta plati pro vSechna pfirozena &isla =,
kterd jsou mocninou (s pfirozenym exponentem) &isla 2.
Z pomocné véty (2) plyne podle principu matematické
indukece (viz cvié. 1.22), Ze pokud véta plati pro n = p,
pak plati pro vSechna 1 < »n = p. Odtud je ziejmé, Ze
véta plati pro kazdé pfirozené ¢islo n. Stadi totiz vzit
néjakou mocninu ¢&isla 2 vétsi nez » (napfiklad 27). Pro ni
véta plati a pro vSechna mensi piirozena ¢&isla (tedy
i pro n) také.
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(Myslence, na niz byl zaloZen tento dikaz, se fikdva
obrdcend nebo také zpétnd indukce. Pomocna véta (2)
(pfechod od k + 1 ke k) je totiz jakymsi obracenim
obvyklého indukéniho kroku (pFechodu od k ke k + 1).)

Jiné Fefent. Pro n =1 a n = 2 véta plati. Bud
k > 1, pfedpoklidejme, Ze pro n = k véta plati a doka-
Zeme ji pro n = k + 1. Postupné dostivame

f[xl—i— +a:k+1]=

k+1
=/[x1+.2.k.+wk+ml'~+—l‘+
k—D(xy+ ... +ayy) 4+ ...+ 2
+ (k1 1) ]=§ ( )+
Tiy (k—1)(x, + ... Zeyy)
[T E R 2
1 fz) + ... + flx)
= ! i +
| fw) + (6 — D[ e
T3 7 =
_fe) + .- + f®@4) E—1 2+ ... + Tey)
- 2k T 3% f( E+1 ]
Odtud ihned plyne
flz) + ..+ Haeyy) 4+ ...+ 2y,
: E+1 gf(l E+ 1 )
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Uloha 32. Pokud pro kazdéi (1 i Zn)je 0 < oy <
= m, potom

sin a; + sin ay + ... + 8in ay,
n

Ssin[a1+az+---+an]_

n

=

Dokaite.
Redeni. Pro n = 1 je véta trividlni. Pro n = 2 je

sin a; + sinay sin - + a5 cos XL %2
2 2 2

=

< sin

oy + ap
2

a nerovnost plati. Z toho vidime, e funkce sin z je na

intervalu (0, ) konkadvni. Véta plati v dusledku Jense-
novy nerovnosti (viz iloha 31).

Uloha 33. DokaZte, %e pro kaidé ptirozené » > 1 pla-
ti: JestliZe 0 <a; <@ prot=1,2,...,n, potom

Isin (z, + 23+ ... + 2,)| <sinz, + sinx, + ... + sinz,,.
ERedent. Pron = 2 je
|sin (z; + ;)| = [sin z, cos z, + cos z, sin z,| <
=< [sin 2| |cos x,| 4 [cos z,| |sin x,| < [sin z,| + |sin ;| =
=gin 2, 4+ sin z, .

Bud k > 1 ptirozené ¢islo a pfedpoklidejme, Ze pro
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n = k véta plati. Dokazeme ji pron = k + 1. Postupné
dostavame

Isin (x) + 2 + ... + Tp)l =
< |sin (x;, + @ + ... + x)| |cos xx,4| +
+ [eos (x, + x5 + ... + )| [sin 4] <

<|sin (®, + 2, + ... + ;)| + [sin 24| <

<sina, +sing, + ... +sinz;,, .
Uloha 34. Dokaite, ¢ pro neziporna ¢isla a,, a,, ...,
a, plati
a,+a oo HFa
Vo gttt

n

Reseni. Pro n = 1 se nerovnost redukuje na a, < qa,,
coz je pravda.

Bud k piirozené &islo, predpoklidejme, %e pro n = k
véta plati a dokazme ji pron = k + 1. Podle indukéniho
piedpokladu je

a,+ay+ ...+ @, = kl/ala2 e G Gy .

Staéi tedy dokazat nerovnost
E+1

k
kl/altz2 et a2+ 1) ]/a,a2 R PR

Je-li a,,, = 0, tato nerovnost zfejmé plati. V piipadé
ax., > 0 je ekvivalentni nerovnosti

k k+1

kV——“‘“2 By > (4 1) l/———“‘“2 e
Q11

Qg t1
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Oznadime-li
Kk+1)

a1ty ... Ay

P )
Ay 41

nabude posledni nerovnost tvaru
k™ + 1 = (k4 1) o*,
coz je ekvivalentni s
k+Datz—1) =21 —1.

Ukéazeme, e tato nerovnost plati pro kaZdé redlné
x =0, Pro x = 1 je jeji platnost zfejma (nastiva rov-
nost). Pro « > 1 dostaneme ekvivalentni nerovnost
ZEt 1

z—1

r =

k4 1) 2% = g Ry o U

Ponévadz v tomto ptipadsé je

x>l > > > 1,
nerovnost plati. Zbyva vySetiit ptipad x < 1. Zde do-
staneme

4+l sar+ b4+ ... +241

a ponévadZ

<l <z<],
nerovnost také plati. Tim je dukaz proveden.

2. fedeni. Pro n = 1 je platnost nerovnosti zfejma.
Bud k pfirozené &islo a predpoklidejme, Ze pro n = k
nerovnost platf. DokéZeme ji pro n =k + 1.

Oznadéme
4 = a + a4+ ...+ Gy .
E+1
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Aniz bychom ztratili na obecnosti, mazeme pfedpokla-
dat, Ze éisla a,, a,, . .., a;,, jsou vzestupné uspofidana,
takie
al——A _S_O, akH—A = 0.
Je tedy
Gty = (@ — A) (@4, — A4) +
+ Ay, + aryy — A) < A(ay + oy — 4).

Podle indukénfho ptedpokladu platf
k
V(“l + a’l.‘|-1 _A)ag vos A é
< (a’l+a’k+1_‘A)+a2+...+ak :A
- k
a tedy

(a,—{—akH—A)a,...ak éAk.

Odtud jiZz plyne, pouZijeme-li pfedtim odvozenou ne-
rovnost pro a,a;,,, Ze

. @8y .. Ay, = AFH
neboli
k+1 ]
— data+ ... +a
Vaaz - @i g' L 2k+1 )

co? jsme méli dokdzat.

3. fedeni je podobné piedeslému, jen se pracuje
8 druhou stranou nerovnosti.

Pro » = 1 nerovnost plati. Pfedpoklddejme, Ze plati
pro n = k a dokaime ji pro » =k 4+ 1. MiZeme se
omezit na piipad

0<@, =0, ... St SOy,
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takZe
a,—G <0, a,,—G =0,
k1
kde G = l/ala2 R PO
Je tedy
0 = (& —C) (@ — @) +
+ G (@ + an—G) =G (e + ay—G).
Podle indukéniho piedpokladu
k

G':—-Vazas...a,ka—‘tg‘i <
a,y
a;+a;+ ... +ak+—‘@—‘i

= k
a tedy

0@y 11

G=Za,+a+ ... +a +T.

Prihlédneme-li k nerovnosti pro a,a,,, kterou jsme
predtim odvodili, dostaneme dokazovanou nerovnost.

4. fedent. Pro n = 1 véta plati. Bud k piirozené &islo,
pfedpoklidejme, Ze pro n = k véta plati a dokaZme ji
pron =k + 1.

Nejprve provedeme pomocné tvahy. Jsou-li p, ¢ ne-
zapornd realna éisla, platf

P—)p—g =20

a tedy
P+ ¢ = pet 4 piq.
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Z této nerovnosti plyne pro nezaporné &isla 2, %, ...,
Tk +1

Mt + 2"+ ad)) = @+ AT +
+ @ + z’;“) + o+ @ i) +
+ @+t + .+ (zz“ + @) + ..+
+ (@ + ) = (wad + whwy) + (2,05 + ) +
+ o @@+ V) + (@2 4 2m) .
.+ (ﬂizx’le + xIZ‘xk+l) + ...+ ($Lx£+1 + Thapy) =
=z (2 + x5+ ... + @) +
+ et bk i)
c At (@ 2 L k)

Budte nyni diana neziporna &fisla a,, ag, ..., Gry.
Polozime-li v nerovnosti, kterou jsme pravé odvodili,

k1l B+l k+1
& = Vau y Xg = V“z, ey Tppt = Vak+1

a pak uZijeme induk&nfho pfedpokladu, vyjde
ka, + a3+ ... + @) =

1 k k k
k1| k+i k+1 Prey S
= ("’2 +a +...+a k+l]
[ E k 1
ErL| ki I¢+1 h+1]
+ df +agt et
1k k. 3
k+1| k+1 k4l ey =
.+ak+1[1 + a, + ... +a ]—
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P
= k(e + 1) Va1a2 e Oy,

coZz dava dokazovanou nerovnost,

5. fedeni. Pro n = 1 véta plati. Bud k& pfirozené ¢&fslo,
predpokladejme, 7e véta plati pro n = k a dokaZme ji
pro n =k -+ 1. Bez ijmy na obecnosti muZeme pfed-

poklidat, Ze a;., je nejvétsi z é&isel a,, a,, ..

Oznadime-li
A, — ay + @+ ... + &
| ’
k
a, + a, + ...-{—a,,.HH
E+1

Ak+1
a polozime-li

I

b=y — Ax,

bude b =0a
A _kAk+ak+1_kAk+Ak+b=
HMLTTTEET F+1
b
:Ak—i—mo

Podle binomické véty je
b et
afi=(a+ ) =
b
+1

IIV

k+1+(k+l)Akk +

AT 4 A3b = A (A + B) = Ak, =

= a8y ... Oy,

.y ak'fl .

(posledni nerovnost je disledkem indukéniho piedpo-

Kladu).
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6. Feseni. Je-li nékteré z Gisel a,, a., ..., @, rovno nule,
je platnost dokazované nerovnosti zfejma. Jsou-li vie-

chna raznd od nuly, poloZme pro kazdé ¢ =1,2, ..., n
ay
x; = —
]/nla2 S,
Cisla z,, 2, ..., , jsou kladnd a plati proné z,z, ...

. z, = 1. Podle véty, kterou jsme dokizali v tloze 4,
je pak
xl+x2+ +xn 2”7

co? okamiité diavi nerovnost, kterou dokazujeme.

7. fedeni. Pro n = 1 véta plati. Pro n = 2 nabyva
nerovnost tvaru
a, + a,

o = %
a je ekvivalentni s nerovnosti
jejiz platnost je ziejma.*)

*) Uvédomte si, Ze pro n = 2 plyne nerovnost také z Eukli-
dovy véty o vySce (viz obrizck).
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Funkece log x (na zakladu nezdlezi, je-li vétsi nez 1) je
definovana. pro viechna z > 0 a je v tomto intervalu
rostouci, tj. pokud 0 < x < y, je log z < log y. ProtoZe
prox > 0,y > 0 je

ny é-ﬁl ,
2
plati

+

%]Oﬂ_ log ny S log Y.

a funkce log z je tedy konkavni. Podle Jensenovy ne-
rovnosti (iloha 31) je pro kladna ¢&isla a,, a,, ..., a,

e

a,+a,+...+ a,

n

= log

a tedy téz

— a,+a,+ ... +a
Vaa Oy =2 L L
1“2 n

Jesté jinak je tato dilezitd nerovnost mezi tzv.
aritmetickym (vpravo) a geometrickym priamérem (vlevo)
odvozena napf. v 39. svazku této edice, v brozufe A. Kuf-
nera Nerovnosti a odhady z r. 1975.

Uloha 35. Abeceda se sklidé z n druhii pismen. Urde-
te maximalni délku slova, které z ni jde sestavit tak, aby
byly soudasné splnény podminky:

(A) pismena téhoz druhu nejsou vedle sebe,

(B) vynechanim pismen nelze dospét ke slovu p,p,p,p,,

kde p,, p, jsou pismena ridzného druhu.
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EReseni. Slovam, ktera vyhovuji obéma podminkém,
budeme fikat ptipustnd slova. Je ziejmé, Ze ze slova
spliiujiciho podminku (B), dostaneme vynechianim pfs-
men slovo, které opét spliiuje podminku (B). Déle si
uvédomme, Ze kaZzdé pripustné slovo obsahuje takové
pismeno (oznadéme je p), Ze v ném u% dalSi pismena toho
druhu nejsou. Kdyby totiz kazdy druh vyskytujici se
ve slové, byl zastoupen alesponi dvéma pismeny, vezmé-
me dvé pismena stejného druhu, ktera jsou sobé nejblize
(oznaéme je 7). Ta nemohou byt vedle sebe, to by odpo-
rovalo podmince (A). Vezméme néjaké pismeno, které je
mezi nimi (ozna¢me je s). Dalsi exemplife pismene s uz
nemohou byt mezi nimi, nebot by si pak obé pismena s
byla bliZze neZ uvaZovana pismena r. Vynechinim vsech
ostatnich pismen bychom dosli tedy ke slovu r s » s nebo
s r s r, coZ odporuje podmince (B).

Slovo p,ps. . . Pu—yPuPn_y-- - PP, je ziejmé piipustné
a ma délku 2n — 1. DokédZeme, Ze Zidné delsi pFipustné
slovo neexistuje. Budeme postupovat indukei podle
podétu druht pismen »n. Je-li » = 1, je p, jediné ptipustné
slovo. Bud % ptirozené &islo a predpokladejme, Ze nej-
delsi ptipustné slovo obsahujici £ druht pismen ma délku
2k — 1. Bud nyni ddno néjaké piipustné slovo slozené
z k + 1 druhi pismen, které ma délku alespon 3. Oznad-
me p pismeno, které se v ném vyskytuje jen jednou. Ro-
zeznavejme t¥ plipady:

1. Je-li p na kraji slova, pak jeho vynechanim dostane-
me piipustné slovo.

2. Neni-li p na kraji slova a souscdni pismena jsou razné-
ho druhu, pak jeho vynechanim dostaneme ptipustné
slovo.

3. Neni-li p na kraji slova a sousedni pismena jsou stejné-
ho druhu, pak vynechinim pismene p a jednoho sou-
sedniho pismene dostaneme pfipustné slovo.
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Tim jsou vSechny moznosti vyéerpiny. V kazdém
piipadé vznikne popsanym vynechénim slovo sloZe-
né z k druhl pismen, a to ma podle indukénfho pfed-
pokladu délku nejvyse 2k — 1. Slovo, od kterého jsme
vysli, nebylo tedy delsi nez 2k - 1. Tim je dikaz pro-
veden,

Uloha 36. KaZdy ze svatebnich hostit se zné alespoi
s polovinou ostatnich hostd. DokaZte, Ze se hosté mohou
posadit kolem kulatého stolu tak, aby se kazdi dva
sousedé znali.

Redeni. Polet hostti oznadme n. Kafdy host se tedy
znd alespon s n/2 ostatnimi hosty (pokud je » liché
minfme tim, Ze se zna alesponis(n + 1)/2 hosty). Nejprve
dokazeme pomocnou vétu:

Lze-li r osob posadit na pfimou lavici tak, aby se
kazdi dva sousedé znali a aby kaZdy krajnik se znal
alespoil s r/2 ostatnimi osobami, potom je lze posa-
dit kolem kulatého stolu tak, aby se kazdi dva sou-
sedé znali.

Dikaz. Otislujme osoby tak, jak sedi na lavici zleva
doprava Ly, L,, ..., L,. Pokud se krajnici L, a L, znaji,
muZeme osoby rozesadit kolem stolu v tom poradi, jak
sedi na lavici. Necht se L, a L, neznaji. Ozna¢me M
mnoZinu viech znamych krajnika L, sedicich na lavici
a N mnoZinu v§ech, kdo zprava sousedi s néjakym zna-
mym krajnfka L,. MnoZina M méi podle predpokladu
alespofi r/2 prvki. MnoZina N m4 také alespoii r/2 prvka,
nebot na lavici sedi alespon 7/2 zndmych krajnika L,
a mnoZina N se skldda z jejich sousedu zleva. Mnozina

MUN mé nejvyse r — 1 prvkd, nebot L, ¢ M, L ¢ N,
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MnozZiny M, N maji tedy neprizdny pranik; necht
Lie MOAN. Posadime-li osoby kolem stolu v pofadi

Ll, L2, e ey L,'_l, Ly', Ln Lr—p RN LJ'+1:

kazdi dva sousedé se znaji. Pomocni véta je doka-
zana.

Nyni staéi dokazat, Ze n hostl lze posadit na lavici
tak, aby se kaZdi dva sousedé znali. Budeme postupovat
indukef. Vyberme libovolné jednoho hosta a vedle ného
posadme nékterého z jeho znamych. Bud 2 < r < n
a predpokladejme, Ze na lavici jiz sedi r hostu tak, Ze
kazdi dva sousedé se znaji. Ukazeme, jak k nim posadit
(r + 1)-tého hosta tak, aby se kazdi dva sousedé znali.
Pokud se néktery z dosud neusazenych hosti zna s né-
kterym z hostd, ktefi sedf na kraji, posadime ho na kraj
vedle ného. Dejme tomu, Ze tomu tak neni. Pak jsou
vSichni znami kazdého z krajnikidl jiz na lavici a tedy
r> n/2. Hosté na lavici dile spliiuji predpoklady
pomocné véty a proto je lze posadit popsanym zptisobem
za kulaty stial; necht tam sedi v pofadi Hy, H,, ..., H,.
Vezméme libovolného hosta H z dosud neusazenych
hostu. Téch je n — r < n/2, a proto se H zna alespon
s jednim hostem za stolem, napf. s H; (je 1 <j <r).
Posadime-li hosty H,, H,, ..., H,, H na lavici v poradi

HH,H;, .. H,H,H,y, ... H_,
budou se kazdi dva sousedé znit. Tim je dikaz proveden.

Uloha 37. Je ddno n = 4 bodt v rovind takovych,
Ze kaZdé &tyfi z nich jsou vrcholy konvexniho é&tyf-
dhelnika. Dokaite, ze jsou to vrcholy konvexniho
n-dhelnika.
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Redeni. Pro n = 4 véta z¥ejmé plati. Bud k = 4 p¥i-
rozené &fslo. Predpokladejme, %e pro » = k véta plati
a dokaZme ji pro n = k + 1. Zvolme libovolny bod
z k 4 1 danych bodu a oznadme ho 4. Ostatnich & boda
jsou podle indukéniho pfedpokladu vrcholy konvex-
niho k-dhelnfka. Oznadme ho K a prodluzme jeho
strany (sledujte obrazek). Bod A lezi uvniti nékterého

z vysrafovanych trojihelniki. (Jinak by totiz existo-
valy tfi vrcholy k-uhelnika K, které by nebyly spolu
8 bodem A vrcholy konvexniho é&tyfdhelnika.) Odtud
je zfejmé, Ze uvaZovanych k 4+ 1 bodi jsou vrcholy kon-
vexnfho (k + 1)-tihelnika.

Uloha 38. V roviné je dén konedny podet primek.
Oznaéme a podet pruseéikii téchto pfimek, b podet dasti,
na né% jsou piimky prisedfky rozdéleny, a ¢ podet &asti,
na néz pHmky rozdéluji rovinu. Dokaite, 2e a — b +

+c =1,
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Redent. Je-li piimka pouze jedna, je @ — 0, b = 1
a ¢ = 2, takZe véta plati. Bud p pfirozené &islo a v ro-
viné bud dino p pfimek. Predpoklidejme, %e pro né
véta plati. Sestrojme (p + 1)-tou p¥imku (nakreslete si
obrazek). Potet jejich praseéiki s pivodnimi p primka-
mi ozna¢me k. Pro kaZdy z nich oznaéme r; (2 = 1, 2,
..., k) podet pavodnich p piimek, které jim prochazeji.
(Je-li ¢ z pvodnich p pfimek rovnobéinych s (p -+ 1)-tou
piimkou, bude

rntr+...+nt+qg=mrp

ale to nebudeme potiebovat.) Oznatme jesté j podet téch
r;, ktera jsou rovna 1 (jinymi slovy podet téch piivod-
nich p ptimek, které se s (p 4+ 1)-tou pfimkou protinaji
v bodé, jimZ uZ Zadna jina piimka neprochazi). Je zfej-
mé, Ze po sestrojeni (p + 1)-té primky se polet prisedi-
ki zvétsil o j a podet dasti roviny o £ + 1. Podet &asti
piimek se zvétsil o k + 1 (¢asti (p 4 1)-té pfimky) a jesté
o j (ptivodnich p piimek), celkem o k& 4+ § + 1. Vidime,
Ze &islo @ — b + ¢ se nezménilo a véta platii prop 4 1
ptrimek.

Uloha 39. V prostoru je dino » = 3 bod{, pro néz
plati, Ze kazdé tii z nich uréuji trojahelnik, v némsz je
jeden thel vétsi nez 120°. Dokazte, Ze tyto body lze
oznalit pismeny 4,, 4,, ..., 4, tak, aby pro kazdé
1 €17 <j <k < n byl thel 4;4,4, vétsi nez 120°.

EBeent. Pokud budeme mluvit o bodech, budeme minit
body zadané v textu tlohy, pokud budeme mluvit o troj-
thelnicich, budou to trojihelniky, jejichz vSechny vrcho-
ly jsou tyto body, a pokud budeme mluvit o thlech,
pijde o vnitini Uhly téchto trojihelniki. Je ziejmé,
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Ze kaidy ihel je bud mendi nez 60 nebo vétsi
nez 120°,

Jestlize viechny 1ihly s vrcholem 4 jsou mensi ne% 60°,
fekneme, Ze bod A4 je ostry. Zfejms existuji nejvyse dva
ostré body; kdyby existovaly tfi, pak by uréovaly troj-
uhelnik, jehoZ vSechny vnitini uhly by byly mensi ne%
60°. Vezméme néjaké dva body (oznadme je B, C), které
maji maximalni vzdjemnou vzdélenost ze vSech dvojio
bodi. Budte D, E dva body rtzné od bodu B. Zfejmé
je <t BDC > 120° a tedy < DBC < 60°. Podobné
X BEC > 120° a tedy < CBE < 60°. Je tedy

X DBE < < DBC + < CBE < 60° + 60° = 120°,

¢ili dokonce <X DBE < 60°. Analogicky dokaZeme, %e
pro kazdé dva body F, G rtzné od bodu C plati < FCG
< 60°. Dosli jsme k tomuto zavéru: Existujf pravé dva
ostré body. Jsou to body, které maji nejvétsi vzajem-
nou vzdalenost.

Po predbéinych uvahich piikrodime k feeni ilohy.
Dokdzeme o néco vice: body lze oznaéit tak, jak je
uvedeno v textu tlohy a pfitom jesté A4,, 4, budou ostré
body. Budeme postupovat indukeci podle poétu bodi.
Pro n = 3 dokazovana véta zfejmé plati.

Bud ¢ pfirozené &islo a piedpoklidejme, Ze véta pro
né plati. Méjme nyni ¢ + 1 bodi. Mezi nimi jsou dva
ostré, oznaéme je A, a A,,. Podle indukéniho piedpo-
kladu lze ostatni body oznadit pismeny 4,, ..., 4, tak,
aby prol £1i <j <k <¢tbylo & 4,4;4, > 120°.
Zbyva dokdzat, Ze pro 1 <17 < j < tje X Aididy >
> 120°. Protoze body A4,, A, jsou ostré, je
X 4,4;4,,, > 120° pro kazdé 1 < § =< f. Bud nyni
1 <1< j =t a uvaiujme trojihelnik A4;4;4,,;. Ten
md pii vrcholu A;,, dhel mensi nez 60° (nebot 4,,, je
ostry bod). Kdyby byl thel pti vrcholu A; vétsi nez 120°,
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pak by v ¢tyfsténu (piipadné degenerovaném) 4,4,4;4,.,
byly vSechny tfi Ghly pii vrcholu 4; vétsi nez 120°, coz
nenf moiné. Je tedy <X A4;4;4,,, > 120° a dikaz je
proveden.

Uloha 40. Ve mésté jsou alespon tii kiiZovatky. Pro
libovolné tii rizné kiizovatky A, B, C plati, z2e z A do B
se lze dostat jinudy nez ptes C. DokatZte, Ze pro libovolné
dvé ruzné krizovatky X, Y plati, 2e z X do Y se lze
dostat dvéma cestami, které nemaji kromé X, ¥ Zidnou
spole¢nou kiiZovatku.

Reseni. Takové cesty, na nichZ se nékterou kiizovat-
kou prochazi vicekrat, uvaZovat nebudeme. Kazda cesta
z jedné kfiZovatky na druhou je charakterizovana po-
sloupnosti viech kiiZovatek, kterymi prochazi, a bude-
me ji tak také zapisovat. Tak napi. cestu z B do § pfes
Z,, Z,, ...,Z, (vtomto potadi) oznadime (R Z,Z,. . .Z,8).
Budeme postupovat indukei podle poétu kfiZovatek na
cestach mezi dvéma kiiZovatkami.

Necht X, Y jsou dvé kiiZovatky takové, Ze existuje
cesta (X, Y), tj. cesta neprochazejici zadnou dalsi kfi-
Zovatkou. Uvazujme jeSté treti kiiZovatku Z. Podle
pfedpokladu véty existuje cesta (X ... Z) neprochazeji-
ci kiizovatkou Y a ddile cesta (Z ... Y) neprochdzejici
kfizovatkou X. Jejich sloZenim dostaneme cestu
(X...Z...Y). Pro dvojice bezprostiedné spojenych
kiiZzovatek tedy véta plati.

Bud & > 1 pfirozené ¢&islo a pfedpokladejme, Ze véta
plati pro vSechny dvojice kiiZovatek takové, Ze néjaka
cesta mezi nimi obsahuje pravé k kiizovatek. Dokazeme
ji pro dvojice kiiZzovatek takové, Ze néjaka cesta mezi
nimi obsahuje k& + 1 kfiZzovatek. UvaZujme dvojici X, ¥
a cestu (X4, ... 4,_,7). Podle indukénfho pfedpokla-
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du existuji cesty (A4,B,... B.Y) a (4,C, ... C,Y), které
nemaji Zadnou kiizovatku spolednou.*) Dile podle pied-
pokladu véty existuje cesta (XD, ... DY), ktera nevede
pres kfizovatku 4,. Pokud tato cesta nema Zadnou kii-
Zovatku spoleénou s cestou (4,8, ... B,Y) nebo s cestou
(A4,C, ... C,Y), pak cesty (XD,...D,Y) a (XA,B, ...
... B,Y) nebo (XA,C, ... C,Y) nemaji Zadnou kiiZovat-
ku spolednou a jsme hotovi. V opatném piipadé (viz
obriazek) uvaZujme prvni spolednou kiiZovatku cesty

(XD,...D,Y) s cestou (4,B,... B.Y) nebo (4,C,...
... G,Y), napt. D; = C;. Pak cesty (XD, ... DiC; ... C,Y),
(X4.B, ... B,Y) nemaji zidnou kiiZovatku spole¢nou.
Diikaz je proveden. (Tim, Ze jsme prvni spolednou kfi-
Zovatku uvazovali na cesté (4,C, ... C,Y), jsme ne-
ztratili na obecnosti.)

Uloha 41. Je ddn konedny podet ¢tvercit, soudet jejich
obsahi je 1. Dokaite, Ze se viechny daji umistit do étver-
ce, jehoZ obsah je 2, tak, aby se nepfekryvaly.

*) Samoziejmé riznou od 4,, Y. To nebudeme zdiraztiovat.
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. . . . iy v
Reseni. DokaZeme vétu o néco obecndjsi: Bud n piiro-
zenélisloac = b =2a, = a, = ... = a, > 0redlnd disla

. b
takova,Zzead + a: 4 ... + @ < ?c . Potom lze n &tver-

b
D ~ — \C
¢
F Hee ] E
a, a, am
¢l se stranami a,, @,, ..., @, umistit do obdélnika o stra-

nach b, ¢ tak, aby se nepfekryvaly.

Budeme postupovat indukei podle poétu étverci. Pro
n = 1 véta ziejmé plati. Bud k¥ > 1 piirozené éislo
a pfedpokladejme, Ze pro viechna n << k véta plati. Do-
kaZeme, Ze pak plati i pro n = k.

Ukazeme, jak se do obdélnika ABCD o stranich
AB = b, BC = c vejde k &tvercu (sledujte obrizek).
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Ke strand AB budeme od vrcholu A postupné umisto-
vat po fadd tésnd vedle sebe podle velikosti uvazované
¢tverce, dokud to piijde. Podet &tvercil, které se podatilo
umfstit, oznaéme m. Je tedy

@4+ .t anSh
a (v ptipadd m < k)
a;,+a+...+a,+an,>0b.

Je-li m = k, jsme s diikazem hotovi. Bud tedy nadale
m < k.

Je-li

a§+a§+---+aﬁ._%ﬁ,
potom

Gt + ... +af s )

a podle indukéniho ptedpokladu lze &tverce o stranich
Gnm41s - > G umistit do obdélnika FECD a jsme hotovi
Soustiedime se tedy na p¥ipad

ab
@2 +alt..+ak <—2.

2
Viimnéme si, Ze v tomto pFipads je m > 1: Kdyby totiz

bylo a, + a; > b, bylo by a, >%a tedy a2 > aéb

a to odporuje pfedpokladu dokazované véty. Daile si

viimnéme, Ze a, < %: Kdyby totiZz bylo a,, g“—; )
bylo by
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@4 ...+ ad g-‘;—‘(a2+ oot )

a protoZe
a2y >ab—a—a—...—a),
&ili
a
a% >Tl(b—a2—..._am) ’
platilo by
. . . ab
al+a2+...+am>T

a to odporuje piedpokladu.
Oznalme j nejvétsf index takovy, Ze

a4+ a:+ ...+ a} g——“‘(b;“zl) .

V naSem piipadé je ziejmé& j = m. Viimnéme si, Ze

a2 MO mb—a)

v 2

a tedy podle indukéniho pfedpokladu se étverce o stra-
nach a,, ..., a; vejdou do obdélnika GBEH. Pokud je
j = k, jsme s dikazem hotovi. Zbyva vyiesit pfipad

j < k. Ponévadz

ai+a+...+af=ai+a}+...+af + a1 —af >

a,(b+ a a,b a?
>1(Tl)——a}+l= é +~2i—af+12
ab a? a,b
>V 4 1 g2~ 7
Z + ) m > 3
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. o . @
(poslednf nerovnost je disledkem nerovnosti T‘ = an,

kterou jsme odvodili d¥ive), plati

be b blc —
af+1+...+a§<_2-_ aé _ (Gzal)

a podle indukénfho pfedpokladu se &tverce o straniach
@i4y, --., @ vejdou do obdélnika FECD. Tim je dikaz

proveden.
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