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VISLEDKY A RESENI
NEKTERYCH ULOH

P.1.
Budiz a < 0. Pak je § = 1 — a > 1; pifeme-li v (P.1) 8§ misto

1
aa + misto ¢t (¢ > 0), mdme platnou nerovnost

IV _a ! 1 120
(t] —(—a)T+(—a)— = .

Po vpravé (vyndsobeni této nerovnosti éislem ¢ > 0) dostdvé-
me nerovnost (P.1) pro « < 0.

1
Budiz 0 < a < 1. Pak je § = — > 1; pieme-li v (P.1) #
-3
misto a a 1/ misto ¢, méme platnou nerovnost
(/)f —per/f 4 B —1 20,

Po tpravd (vyndsobeni této nerovnosti &islem —a << 0) dosté-
véme nerovnost (P.2).

I1.

Necht plati (I.12). Utvofme z vektoru x novy vektor y =
= (Y Yo ---» Yn) tak, Ze &islo 2z, nehradime é&islem y, = ¢
a &islo z, nahradime &islem y, = (z,%,)/g; ostatni slozky po-
nechdme beze zmény: y; = %, ¢ = 2, 3, ..., n — 1. Geometric-
ky primér se nezmént :

Guly) = Gu(x) =g,
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zatimeo pro aritmeticky pramér plati
*) A, (y) £ 4,(x).

Je totiz (podle véty I.1) z, <g=<w=, ¢&li 2,—g =0 a
g —z, = 0; a odtud méme

1 z,%.
0S —lEm—0@—m) =5 +o—g— ;"=

=2, + 2y — % —¥n
¢ili 2, + 2, = ¥, + ¥a. Odtud uz plyne nerovnost (*). Opaku-
jeme-li tento postup (tj. sestrojime-li k vektoru y analogickym
zpusobem vektor z atd.), dojdeme — podobné jako u &tvrtého
dikazu nerovnosti (AG) — k vektoru w = (g, g, ..., g); pfitom
bude
Ap(x) Z Ay(y) Z ... Z Ag(w) = g = Gy(x),

coZ je nerovnost (AG).

L.2.

Oznadme 2p dany obvod trojihelnika, a, b, ¢ délky jeho ne-
zndmych stran. Podle Heronova vzorce je obsah trojuhelnika
dén vyrazem

P =|pe—a)lp—b)ip—o).

Utzijeme-li nerovnosti (AG) pron = 3,2, = p—a, 2, = p —
—baxzy,=p—c, bude

> (p—a) +(p—b) +(p—c)

Ve—ap—bp—o) < - -
3p—(@+b+ec) p
T 3 T3
&ili
pa
(*) (p—a)p—b)p—c) < o
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Gislo P bude nejvétsi tehdy, bude-li nejvétsi &islo (p — a).
(p—2b) (p —c). To je odhadnuto shora v (*), soutasné viak
nastane podle véty 1.1 v (*) rovnost prdvé prop —a = p —

2
—b=p—céliproea =b = c[= —3p-],takie maxima,

bude dosaZeno v pfipadé, Ze trojuhelnik je rovnostranny

1.3.

Predeviim lze snadno zobecnit (I.40): jsou-li xj, X, ..u
X,y vektory o n slozkéch, x;, = 0, pak plati

*) Gulxpy + Xy + oo + X)) 2
_2_ Gu(x(l)) + Gn(x(a)) + .00+ Gﬂ(x(m))

(dokaZte to indukei podle m!). Nerovnost (I.51) je pak uZ jen

specidlnim pfipadem nerovnosti (*): stadi volit n =2 a
xp=(Tpw)Hi=12..,m

Nerovnost (I.52) je vhodné zapsat ve tvaru
m m
m (Z =) (Z yi)
o Tk . k=1 k=1
- m
k=1 T + Yk (T
k=1

**

m
z) + (X y)
k=1

tuto nerovnost pak miZeme dokdzat indukef podle m. P¥ipad
m = 2 lze dokdzat pfimo ovéfenim (je to pondkud pracnéjsf),
déle postupujeme takto: Pfedevsim je

mgl TrYx _ 12'; ZrYx Tp+1Ym+1
k=1% T Y k=1 Tk + Yk Tt + Ym+r

PouzZijemme indukénitho pfedpokladu a prvn{ s&itaneo vpravo
odhadneme podle (**) (pro m); bude pak
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m m
(Z ) (2 ye)
m+1

T ZrYre < k=1 k=1

k=1 %k + Y

Bim+1¥mt1

m m Tmyr + N
(o) + (Tyy T Ymn
k=1 k=1

A nyni pouZijeme nerovnosti (**) pro m = 2, kde oviem vo-

m m
lime za =, vyraz X x, za z, &islo ®,.,, za y, vyraz X y,

k=1 k=1
a za ¥y, &islo y,,+,, & dostaneme (**) pro m + 1.

14.

Tato uloha byla zafazena do III. kola MO v roce 1973 a tidast-
nici tohoto kola ji Fefili riznym zptisobem. Jednou z moZnosti
(nikoliv nejelegantnd)si) je pouZiti indukee.

L.5.

Také tuto dlohu je moZino fedit pfimo nap¥. pomoef indukee.
Lze v8ak také pouZit vztahu (I.8) a vysledku dlohy I.4: Z ne-
rovnosti (I.65) plyne, e
log (Zp—1%x+1) = log %, + log Tpyy = 210g .
Oznadime-li log % jako yy, je to nerovnost (I.53) pro posloup-
nost Y1, Yas «oer Yo +-+» 8 jo tedy podle (I.54)
logz, + ...+ logz,_, + logz, + ... + log z, 4, >
n—1 n+1
logz, + ...+ log =,
n -

=2

&¢ili podle (I.8)
log G,,_; + log Gyuyy = 210g Gy
neboli
log Gp_yGpyy = log G%;

odtud uZ plyne (I.56).
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1.6, 1.7, L8

PouZijerne nerovmosti (AG) pro n = 2 [meboli nerovnosti
(1.18)]: v prvni tloze pro z, = tga, z, = ootg a, ve druhé
tFikrdt pro dvojice (a, b), (b, ¢) a (¢, a), ve tfeti pro dvojici

(Ta._ , bt’] . V 1.7 nastane rovnost proa = b = ¢, v 1.8 pro

4
a
t=:|:VT.

1.9

Nerovnost miZeme po upravé zapsat ve tvaru

. .
@ . Gy . Gy +
ba,+bl a, + by ay + b,
3
+V b b & =1;
g, +b ay+b ay+b
posledni nerovnost dokéZeme tim, %Ze na oba séitance na levé

strand pouZijeme nerovnosti (AG) pro n = 3.

1.10

% T Tpn

PouZijeme nerovnosti (AG) pro vektor (—, — s ere

Zs Ty Tn
Tn
z, )

L11

PouZijeme nerovnosti (AG) pro vektor (1, 2, 3, ..., n) a vzorce

1
l+2+3+...+n=?n(n+l).
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1.12

Je to v obou p#padech dtverec. PouZijeme nerovnosti (AG)
pro n = 2.

113

Je to dtverec. PouZijeme nerovnosti (AG) pro n = 2, nejlépe
ve tvaru (1.17).

1.14

Je to rovnostranny trojuhelnfk; viz dlohu I.2.

L.16

Nerovnost (I.57) obsahuje jako specidlnf{ piipad nerovnost
1

(I.42): tu dostaneme, volime-li p, = py; = ... =p, = —.
n

Pokuste se proto nerovnost (1.57) dokdzat pomoci véty 1.3 Gpra-
vou postupu, jimZ jsme z této véty odvodili nerovnost (I.42).

II.1
Za y zvolte 1 = (L, 1, ..., 1).

I1.2

Uzijte (I1.8) pro n = 3 a x = (1, a, a*). Rovnost nastane jen
proag =1,

o3

Uzijte (I1.1) pro » = 3 a vektory x = (z,y,2), y = (¥, 2, Z).
Pti dukazu nerovnosti (I.48) pouZijte toho, Ze — opét podle
(IL.1) nebo (I1.2) pro n = 3 & pro vektory x = (z, ¥, 2),

y=(Vyz. V72, Vzv) — ie

z)yz + y)az + 2 Yoy s V@ + o + Nz + 5z + ay).

107



114
< . — 1Yy
VyuZijte toho, Ze z.y, = (@, V“k Yy T/: ,» & pouzijte Cau-
ar

chyovy nerovnosti pro vektory x Va_ ay

1
— (viz oznadenf
Ja
na str. 14).
1.5

Vyuzijte toho, %e z;, = (Vik_—] VE: , 8 pouZijte Cauchyovy
Yr

Vy.

nerovnosti pro vektory ——,
Vy
11.6

"Uzijeme Cauchyovy nerovnosti: nejprve pro dvojici vektori
x.y a z a pak pro dvojici vektord x* a y2.

IL.7

Uzijeme Cauchyovy nerovnosti (II.1): nejprve pro dvojici
vektorah w.x a y.z a pak jestd dvakrdt pro dvojice w?, x?
ay? z2

I1.8
PouZijeme véty 1.3, kde poloZiime a, =z, b, =y, m =

M
m(y) M = y) Nerovnost kterd tak vznikne z ne-

TTM T T Tmx)
rovnosti (1.43), seéteme se zfejmou nerovnosti
M n ’
os[l/z y%— my) (Y)-(Zzﬁ)]
k M(x) m(x) k=1

a po upravé dostaneme (I1.17).
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I1.9

V tomto piipadd je pravd strana v (I1.26) rovna nule, kdeZto
na levé strand je nezdporné &fslo.

11.10

Pron = 1 je (I1.30) ekvivalentni s nerovnosti (z,y, — %,¥,)? <
< 0, kterd neplati. — Uvazujme n = 2. Pro dvojici ¥ = (0,1,
0), ¥ = (0,0,1) plati (I1.29) i (I1.30); pro dvojici # = (1,1,¢),

1
¥ = (l,61), kde je 0 < ¢ < 3 plati jen (I1.29). Pro n > 2
viz pozndmku II.7.
11.11

Prvni nerovnost v (IL.33) plyne z nerovnosti (I1.13) v uloze
I1.5: stadi tam zvolit @y, misto z, e 2f + y2 misto y;. Druhou
nerovnost dostaneme z nerovnosti (1.52): stad{ se uvédomit, Ze

2,2 1
_2_"'&"2_ = — H,(=}, y}), kde H, je harmonicky primsr.
x; + Yi 2

m.1
n n

Je l = a:kykl <5 [z‘kykl ; pravou stranu odhadneme pomoci
k=1 k=1 :

Hélderovy nerovnosti (II1.6), kterou oviem pouZijeme pro

vektory (| @, |, |#a|s «or | @ |)s (lyll,ly,l, vour | Yn|)-
Znaménko perovnosti v (III.11) nelze pro p < 1l.obrétit,

n
nebot napf. pron = 2, x = (L,i), y = (Li) je | Z oy | = O,
k=1

2 2
kde#to X |@|? = I |9 |?= 2. Z nerovnosti (IIL.9) Ize
k=1 k=1

ovSem za jistych pfedpokladi odvodit nerovnost

n n n
|z | 2 (5 | |20 (5 |ye|9)Ve.
k=1 k=1 k=1
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1.2

PHpad p = 1 je ztejmy; pro p > 1 poutijeme (III.11), kde po-
lozimen = 2, x = (4, v)ay = (1, 1).

II11.6

Pifpad p = 1 je zfejmy. Pro p > 1 vyuZijeme toho, Ze

T

= (p—
= yip 1/p,

yl(cp—l)/p

a pouzijeme nerovnosti (II1.12), kde ovSem zvolime
Ty-?/? misto 7 & yP-V/? misto y;.

.7

Zaménime-li v (II1.14) role vektori x a y a pifeme-li tam r
misto p (r > 1), dostaneme platnou nerovnost

n
(Z Yo'
n T
*) R
LT (T gy
k=1

BudiZ nynf p < 0 a oznadme r =1—p. Pak je r > 1 a
r — 1 = —p a nerovnost (II1.14) (pro p < 01) plyne ihned
z (*). Nerovnost (II1.14) 1ze ovSem také pro p < 0 dokézat
stejnd jako v t1loze IIL.6, nebot jsme pouZili nerovnosti
(I11.12), a ta platf i pro p < 0 (viz str. 76). Je-li 0 < p < 1,
postupujeme opé&t zcela stejnd jako v tloze IIL.8; pouZijeme
jen nerovnosti (IT1.12a).

II1.8
Platf.li (II1.25) pro n = 2, je

) a3bf + agbf < (a, + an)* (b, + b))
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Pak je
asd? + a2bf + a2bf <
< (@) + a5)* (b, + b,)? + a.“be =
=< [(61 + a2) + a,]2[(by + b,) + b,1°,

coz je (II1.25) pro n = 3; pfitom jsme pouZili dvakrét nerov-
nosti (*) — nejprve pfimo, a pak tak, Ze jeme kladi a, + a,
misto a, & a, misto a, a analogicky pro b;. Indukéni krok od
n k n + 1 se provede podobné. Zbyvd tedy dokdzat, Ze (*)
skuteénd plati. Tuto nerovnost zapiSeme takto:

&53) ) a5 e =
a, +ay) Lb, +b a, + a, b, +6) = 7

platnost posledniho vztahu dokdZeme dvojim pouZitim vé&ty

1 1
IIL.1. Stadf totiz v (IIL.2) polofit— = a,— = f & ;, =
P q

=L,,,=_”‘_—(i=1,2).
a‘+a’ bl+b3

111.9
Po Gpravd miZeme (1I1.31) zapsat takto:
G (1 + x) 21 4+ Gy(x) = Gy(1) + Gp(x);
tato nerovnost plyne z (1.40), volfme-li tamy = (1, 1,..., 1).

M1.10

Nerovnost (II1.9) Ize zobecnit jen tehdy, udinime-li nékterd
specidlni pfedpoklady. Tak nap#. plati

n n n n
(* Loy 2(3 1‘%)1/17 (Z yh)Va(x Z)r,
k=1 k=1 k=1 k=1

1
jei x >0, y>0,:>0,0<p<l,q<0,r<0&-;+
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1 1

+ + = 1. Nerovnost (*) lze dokédzat takto: Oznatme
r

1

q
vektord x a y.z a pro dvojici parametrd p a s; bude pak -

1 . .
4+ — = —,5 < 0,a pouzijme nerovnosti (II1.9) pro dvojici
r 8

n n
(** T sy 2 (2 aV? (2 (g
k=1 k=1 k=1

.*=L-'t1*1_1_1_
qt=slept>Le*>la-g t

;;_

g
8 -

= 1 a miZeme pouzit Holderovy nerovnosti (II1.6) pro dvo-
jici vektori y* z® a pro dvojici parametri p* a g*:

Déle oznaéme p* =

(nm) g ?ll’ﬁfc < (; yilcﬂ*)l/pll (;5 ziﬂ*)l/q# =
k=1 k=1 k=1

n n
= (T yp (T 2.
k=1 k=1
1
ProtoZe je 8 < 0 a tedy i — < 0, plyne odtud
8

(

Te

n n

vt 2 (B yhYe (5 2

1 k=1 k=1

z této nerovnosti a z nerovnosti (**) uZz plyne (*). — Je-li

opdt 0 < p < l,aleg > 0 ar < 0, nemtZeme tohoto postupu

pouZit, protoze misto (II1.6) musime pouzit (IIL.9) (je totiZ

p* <0, ¢* > 0) a misto (***) dostdvdme obrdcenou ne-

rovnost. Lze v3ak ukézat, Ze v tomto druhém pFipad® ne-

rovnost (*) ani nemuZe obecnd platit a Ze neplati ani ne-
A 1

rovnost obrdcend: stadi zvolitn = 2, p = 5 g=1,r= —5

y = (1, 4), z = (1, 1). Volime-li nyn{ x = (1, 4), dostdvdme
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. 1
nerovnost (*), volfme-li x = [I'T] , dostdvédme obrdcenou

nerovnost.

IIr.11
Pro n = 2 mé nerovnost (II1.32) tvar
(*) [+ 927 + (@ + 9o’ 1? < (@} + 207 + (A + 9D >
K ptipadu n = 3 pfejdeme takto:

Ly = {(51 + %)? + (T2 + ¥2)? + (2, + ?la)”}llp =

= {([(@ + 0)® + (@ + al’I?P + (25 + ya)?}7.
Vyraz v hranaté zdvorce odhadneme podle (*); bude pak

Ly < {(@} + 20" + (9] + 9P + (24 + wal?}0.

Zde odhadneme pravou stranu opdt podle (*), kde viak polo-

ifme (3% -+ 23)Y? misto z,, (¥ + y3)V? misto y, & x,, ¥, misto
%4, Y5 Dostaneme pak

L, < [((a} + a2)7P + 217 + [ + 92)V7)> + o317 =
= (@} + 28 + 2P + (1] + 948 + 9},
coz je (II1,32) pro n = 3.

Im1.12

n
Je }"3 |2 + ¥z |[? < B (|2 | + | ¥ |)? 5 pravou stranu odhad-
k=1 k=1
neme pomoci Minkowského nerovnosti (II1.32), kterou oviem
pouzijeme pro vektory (| [, |@s|s v [ ])s (%25 |9s ]
. ! Yn I-) .
11.13

MtZeme postupovat indukei podle podtu vektori. Pro tii
vektory rozdifime Minkowského nerovnost pomoci téZe ne-
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rovnosti pro dva vektory — ve tvaru (II1.35) — takto: Je
(x +y +2?=[(x +y) +2]? a tedy pro p > 1

[4a(lx +y + 2])]Y% = [4a(l(x +y) + 2P <
< [4a(lx + yPII? + [An(@)P <
S [Aa()]7 + [4a(y")]V? + [4a(2)]7.

II1.14

Protoze S,(x?) = n.A,(x?), stadi pouiit vysledkti pozndmky
III1.8.

Im.15

VyuZijeme toho, Ze S,(y) = nd,(y), a postupujeme stejnd
jako p¥i dukazu véty III.6.

I1.16

Nerovnost (III.46) dokdZeme takto: Sé&ftance (zlomky) na
pravé strané oznadime a? a.b? a vyjddfime S,(xz) resp. S,(yz)
pormoci a resp. b. Pak bude

[Sal(x + y)D)IP = [3(Sa(x*=1))V? + b(Sa(y?~)) V2] ;

pravou stranu odhadneme pomoe{ Hélderovy nerovnosti (pro
n = 21) a dostaneme

[Sa((x + YD < (a7 + BI(Sa(x-1))Ve-D
+ (Salyr-)ie-np-r.

Vyraz v hranaté zdévorce vpravo odhadneme pomoci Minkow-
ského nerovnosti shora (uZijeme totiZ Minkowského nerov-
nosti pro p — 1!) vyrazem S;((x + y)?~') a dostaneme
(IT1.468). Zde bylo podstatné, Ze je 0 < p — 1 = 1 &ili
l<p <2,
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Nynf u2 stadf zvolit v (II1.48) za z ten vektor s vlastnost{
Sp(z%) = 1, ktery je podle ilohy III.15 ptkitazen vektoru
x + y, a uift nerovnosti (II1.45); levd strana se diky volbd
vektoru z nezméni, nebot [S,((x 4 y)z)]? = S,((x + y)?),
pravé strana se nezmensf, nebot [S,(x.z)]? = S,(x?),
[Su(y.z)l? < S,(y?) a dostdvdme tak ihned (IIL.47).

.17

Utzijeme jednak nerovnosti (IT1.43) pro p, jednak nerovnosti
(I11.44) prop— 1 (jop < 2 a tedy p — 1 £ 11). Nerovnosti
(II1.47) a (I11.48) ddvaji pro 1 < p < 2 horn{ a doln{ odhad

n n
vyrazu T (T + y)?/ T (2 + ye)? .
k=1 k=1

II.18

Postupujeme stejnd jako v 1loze III.16. Nejprve ukéZeme, Ze
také v nerovnosti (IT1.46) se zméni znaménko; ptitom pouZi-
jeme Hglderovy nerovnosti pro n = 2 a pro p < 1, tj. musi-
me uZit tvaru (II1.12a). Pak dokdieme — opét pouZitim
obrécené Holderovy nerovnosti — stejnd jako v tloze
IIL.15, %e také v nerovnosti (IT1.45) se pro 0 < p < 1 zménf
znaménko nerovnosti, a dikaz dokonéfme jako v tloze
II1.16 specidlni volbou vektoru z.

I.19

Predevéim je tfeba si uvddomit, Ze pro p = 2 mé nerovnost
(II1.50) tvar

n n n
) mge— o z[/xa— 5 o -Vy.%— P,
k=1 k=1 k=1

kdezto ve vatd II1.2 jsme dokdzali nerovnost
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n n n
(**) (To — & Zpyx)® = (933— z ‘”lzc)(i‘/%_ z :'/%) .
k=1 k=l k=1

Je ihned vid&t, Ze kdyZ bude splnéna jen jedna z podminek
(II1.49) (pro » = 2), nemus{ mit nerovnost (*) vibec smysl,
nebot na pravé strand mizZe byt komplexni &islo. PoZadavek
(I11.55) jo tedy pro platnost nerovnosti (*) — & t{m i nerov-
nosti (II11.50) — podstatny; nerovnost (**) je naproti tomu
splndna automaticky, je-li jedna z nerovnosti v (ITI.49) obr4-
cend.

II1.20

MuZeme postupovat analogicky jako p¥i dikazu nerovnosti
(I111.50), tj. dokézat (II1.57) pro » = 1 pomoei Minkowského
nerovnosti (IT1.32) a odtud pak dokdzat (IT1.57) pro libovolné
ptirozené n > 1. Zde viak uvedeme ditkaz, ktery vyuZivéd ne-

rovnosti (IT1.50) a je obdobou dikazu Minkowského nerovnosti
(II1.32) (viz str. 88): UZijeme toho, Ze pro p > 1 je

n
(Zo + ¥o)» — Z (& + y)? =
k=1
n
= [2o(2s + Yo)P? —kzl"’k(zk + ¥ +

n
+ [Wo(zo + yo)?* —kzlyk(ﬁ + yu)* ]

Oba vyrazy v hranatych zdvorkdch odhadneme pomoef
(I1I1.50), kde ovSem pro prvnf vyraz volime misto vektoru §
vektor 2 = (% + §)*~* a pro druhy vyraz pak volime misto
vektoru £ vektor ¥ e mifsto vektoru § vektor £; dostaneme
tak nerovnost ’

(*) (o -+ Yo)® —k 21 (T + Yyl 2
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L n
S (@3 — = aD)V? + (y§ — T yp)o].
k=1 k=1
n
d(ze + yo)p — T (m + yp)Plo-Vp,
k=1

Musime ovsem ukézat, Ze jsou splnény piedpoklady (IIL.56)
pro odpovidajici vektory. Pro vektory £ a § to plyne z pod-
minek (III.56), pro vektor £ to ukézeme pomoci Minkowské-
ho nerovnosti (II1.32) a pomoecf podminek (ITI.56):

n n n
(**) I @ +y) S (2 3D + (Z 9P < (B0 + yol
k=1 k=1 k=1

Druhy soudinitel v (*) je tedy nezdporny. Je-li kladny, plyne
(II1.57) z (*) ekvivalentni vpravou; je-li nulovy, musi byt
x ~ y (véta III.5) a v (III.56) musi platit rovnosti a tudiz
(III.57) ztejmé platf. — Rovnost v (III.57) nastane tehdy
a jen tehdy, je-li & ~ §. — Je-li p = 1, plati (ITL.57) pro
libovolné nezdporné vektory %, §.

Im.21

Nerovnost (III.57) v tomto pfipadd nemd smysl, nebof na
pravé strand stoji komplexni &islo.
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