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Kapitola III.

HOLDEROVA A MINKOWSKEHO
NEROVNOST

V obou pfedchozich kapitoldch hrala vyznamnou roli
celkem elementirni nerovnost

— 1 1
Vxlng?xl-{—?mz, =20, 2 =0,

kterou muZeme zapsat téZ takto:

1 1

(I11.1) x}2xl? < - % + - Te-

Tuto nerovnost muZeme zobecnit:

Véta NI, Budiz p > 1, q = pi I Pak pro katdou
dwojici ¢isel z, = 0, xzy = 0 platt
1 1
II1.2 airrlfe < — 2, + —x, .
(I1L.2) RS % tg %
Rovnost v (I11.2) platt tehdy a jen tehdy, je-li x, = z,.

Dikaz: Vyjdeme z nerovnosti

(I11.3) o —at4+a—1=<0,

kterd plati pro 0 <a <1 a ¢t >0 a v niZ nastane
rovnost tehdy a jen tehdy, bude-li ¢ = 1.*)

*) Pripomeiime, Zc nerovnost (II1.3) je nerovnost (P.2) z vé-
ty P.1. Zde poprvé pouZijeme této véty i pro jind « nez celi,
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Je-li z, = 0, je nerovmost (IIL.2) zFejm& splnéna.
MizZeme tedy predpoklidat x; > 0 a poloZit v (IIL.3)

t = e ¥ y o= —1— .
Ty p
Pakjoa—l=—t—1=2="P 1 o qm3)ms
p Y q

tvar

[ﬂ]"” L. &m_ Loy

Ty P T q
Vynésobime-li tuto nerovnost kladnym &fslem z, =
-1

=z, ? M 1/e, 217, dostaneme

1 1
zifreyfe — — 2, — — 2, <0,
y 2 q

co? je ekvivalentni s (II1.2). ProtoZe rovnost zde nastane

tehdy a jen tehdy, bude-li ¢ = %‘- = 1, je tim véta do-
2
kézana.
1 p—1 1
Poznimka HI.1. Protoze — = - =1—_—, jsou
q P P

¢isla p a ¢ vdzana symetrickym vztahem
1 1
I11.4 — 4+ — =1,
(I11.4) » g
ktery budeme viude v této kapitole automaticky pouzi-
vat. Pfipometime, Ze pro p = 2 je také ¢ = 2; nerovnost

(IIL.1) je pravé specidlnim p¥ipadem nerovmosti (III.2)
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pro p = 2. — Pravou stranu v (II1.2) miZeme pomoci
(I11.4) zapsat takto:

1 [ 1 ] - 1
— 1——|az, &li Az 1—AD)=z,, 4=—.
) 1 + P 2 1 + ( ) 2 P
Protoze p >1, je 0 <A1 < 1; bude-li se &slo A ménit
mezi 0 a 1, bude se bod Az, + (1 — A) z; pohybovat
po useéce 0 koncovych bodech z; a x,.

Poznamka II1.2. Zvolime-li v (II1.2) =, = a®, z, = b9,
dostaneme nerovnost

1 1
II1.5 ab £ —a®+4 —b°,
(I11.5) » +3
kterd opdt plati proa =0,6 =0, p >1,9 = pil .

Rovnost zde nastane tehdy a jen tehdy, bude-li a® = b°.

Poznimka ITI.3. Také nerovnost (II1.2) Ize dokazovat
riznym zpisobem. Jedna dikazové metoda je zaloZena
na hledani minima funkce

y

F i =xllp 1/G_i —_
f(@) Yy » g

a mii%e ji pouZit ten, kdo ovldda zdklady diferencidlniho
podtu; jiny dikaz, vyuZivajici vlastnosti grafu logarit-
mu, je uveden v 35. svazku Skoly mladych matematiki.

Otto Hélder byl némecky matematik, ktery Zil v le-
tech 1859—1937. Jeho jménem je nazvina nerovnost
(IT1L.6), o nfZ pojednivd tato vita:

Véta .2, Budii x = (z,, 23, ..., Z) 20, y = (¥,
Yoy ooy Ya) 20,0 >1 a% —}-% = 1. Pak plat{
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(I11.6) % oy < ( % Zp)lr . ( f; ypYa ;
k=1 k=1 k=1

rovnost zde nastane tehdy a jen tehdy, budou-li vektory
X a y? umérné.

Dikaz: Oznaéme X = Z 2, Y = E yi.Jeli X = Onebo
k=1

Y—O, je xl—z2= ... =T, =0 nebo =Y =
=y, =0 a nerovnost (III.6) zfejmé plati.

Muieme proto pfedpoklidat, e X >0a Y > 0. Polo-

Zime-li v (IIL.5) a = 2;/XY, b = g/ Y Ve (k = 1, 2,

n), dostaneme » nerovnosti

Ty 1 af vt
(II1.7) ng >4 +_ T
k=12 ...,n,
a sedtenim vsech téchto nerovnosti mame
f‘, x, an x? f‘, a
PNkl W= S U = \LU S S
XYt = p X q Y P q

Tato nerovnost je ekvivalentni s (III.6). — V posledni
nerovnosti plat{ znaménko rovnosti tehdy a jen tehdy,
plati-li rovnost ve v8ech nerovmnostech v (IIL.7), tj.
je-li a» = be &ili

B G Yar—Xaf, k=12 ...,

To v3ak znamen4, Ze x? ~ y?. '

Zvolime-li p = 2, dostaneme z Holderovy nerovnosti
(IT1.6) nerovnost Cauchyovu, a to ve tvaru (IL.2).
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Hélderova nerovnost je tedy zobecnénim Cauchyovy
nerovnosti.

Vyndsobime-li nerovnost (IIL.6) &slem 71 -
1\og 1 \We

=[7] [7] , miiZeme ji zapsat v tomto tvaru:

(I11.8) An(x.y) < [An(x)]V7 [An(yn)]¥e .

P ﬁ T < 0.V tomto piipads

plati nerovnost, ktera se opét nazyvd Holderova a lisf
se od (IIL.6) pouze znaménkem nerovnosti:

Jellio <p <1,jeq =

Véta lIL.3. BudiZ x = (z,,%;, ..., x.) >0, y = (,,
Yas oo 0x¥n) >0,p <1, p 7&03,%—{—%: 1. Pak platt

ML) % agp = (2 ap)io (2 yg)ie;
k=1 k=1 k=1

rovnost zde nastane tehdy a jen tehdy, budou-li vektory
X? g Yy dmérné.

Ditkaz: Jelip <1, p # Oa,—% +-L =1, jo jedno z &-

sel p, ¢ zadporné. Bez jmy na obecnosti lze pfedpokla-
dat, Ze je to &islo ¢ [v opadném pi¥ipadé vyuZijeme sy-
metrie vzorce (III.9) a zaménime role vektori x a y
a parametri p a ¢]. Budiz tedy

0<p<l, ¢<0,
a poloZme

H

q
* = * = 1
p q P
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Pa,k]ep*>la. *+ —p—%=p(1—%]-

= p—p— = 1. Lze tedy pouiit véty 1I1.2 pro p*, g* a pro
vektory u, v: Plati
n n n

(II1.10) T oy < (X upt)iv* (X of*)ler

k=1 k=1 k=1
pro 4 >0, v, >0 (k =1, 2, ..., n). PoloZime-li zde

we =2fYt, =",

bude wv, = 28, ul*= xy; a vf* = yf a (II1.9) plyne

z (III. 10) ekvivalentnimi dpravami.

Uloha I11.1. Pro komplexni vektory x, y ma Holderova
nerovnost tvar

(IIL.11) | 5 ] < (2 e[ ( z AU
k=1 k=1 k=1

[1 <p < oo,_;7 + 7; - 1]. Dokaste (IIL.11) pomoci
(II1.8). Plati pro p <1 (p # 0) opét obracena nerovnost
podobné jako v (IIL.9)?

V Holderové nerovnosti (II1.6) a (IIL.9) vystupuji
dva parametry p a q, vizané vztahem (I1I.4). Chceme-li
Holderovu nerovnost (II1.6) zapsat pomoci jediného
rp_.

S

parametru, stadi dosadit za ¢ vyraz »

n ” n
oy S (2 e (X yzl(p—l))(p—l)lp.
k=1 k=1 k=1
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Po umocnéni odtud mame nerovnost

n n n
(IIL12) (Z @yl < (2 af) (Z yplovpt,
k=1 k=1 k=1
kterd plati pro p > 1 a je zobecndnim Cauchyovy ne-
rovnosti v tvaru (IL.1). — Prop <1, x >0,y >0 je
situace ponékud sloZitéjsi: Holderovu nerovnost (I11.9)
Ize opét zapsat pomoci jediného parametru ve tvaru

(*)

YR

LY = ( % af)Vr ( % yp/@-D)@-Dip
k k=1 k=1

ale nyni uz je tfeba rozlisovat:

(a) Je-li0 <p <1, plynez (*) umocnénim nerovnost

(IT1.12a) (g.‘. Ty = (% 27) ( g; yp/o-V)p-1
k k=1 k=1

=1
kterd je protéjékem nerovnosti (II1I.12).

(b) Je-lip <0, zméni se pfi ,,umocnéni‘‘ nerovnosti
(*) znaménko nerovnosti a dostaneme opét nerovnost
(ITL.12).

Lze tedy shrnout: Nerovnost (ITI1.12) plati pro p >1
aprop < O0;pro0 <p <1 plati obridcena nerovnost
(1I1.12a).

Poznimka III.4. Cauchyovu nerovnost lze geometricky
interpretovat; u Hoélderovy nerovnosti to nenf tak
jednoduché. Zachovame-li oznadeni z kapitoly II, mi-
Zeme pomoci nerovnosti (I11.6) a (II1.9) odvodit tento
vztah, ktery platf pro x >0,y >0, p >1 ar <1:
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( % :t,'c)ll' ( £ y‘fc/(r-l))(r—l)/r
k=1 k=1 Rty
Scos Xy <

(2 apn (3 g
k=1 k=1

n n
( p xﬁ)ll” ( > y,?"”‘”)“"”’"
k=1 k=1

=

3

(3 apye (5 g
k=1

k=1
Uloha II1.2. Velice uZiteénd je nerovnost
(L13)  |u+op S 27 (jup + ),

ktera plati pro komplexnf &isla u, » a pro p = 1. DokaZte
tuto nerovnost.

Uloha I11.3. Zvolte v (II1.6) a (IIL.9) y = (1, 1, ..., 1)
a zapiste takto vzniklé nerovnosti.

Uloha ITL.4. Zvolte v (II1.9) p = —;— a zapite odpovida-

jicf dolni odhad pro 5 kY
k=1

Uloha ITL.6. Jak vypadaji Holderovy nerovnosti, voli-

meli x >0 a y= —;— t Uvédomte si, Ze jde o zobec-

nénf dlohy z pfikladu I.1 resp. II.2. Zvolte speciilné
1

P=5-

Uloha IIL.6. Dokaite, %o pro x =0,y > 0ap = 1 platf
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n
% xg - (k§1 zk)p

(II1.14) ¥ -
T (F g
k=1

a Ze rovnost zde nastavd pro p > 1 tehdy a jen tehdy,
je-li x ~ y. (Pro p = 2 jsme tuto nerovnost vysetfovali
v tloze I1.5.)

Uloha IIL.7. Budi x >0,y > 0. DokaZte, %e nerovnost
(IT1.14) plati také pro p << 0, zatimco pro 0 < p <1
plati obracena nerovnost.

Budiz x =0, y =0. Zvolime-li v (IIL.5) a = a,
b = y, dostaneme = nerovnosti .y gixg +—ut
k=12, ..., 'n) a jejich sedtenim pak nerovnost

y 2 q k=1

@>L5+7=q.

Poznimka IIL.5. V iadé matematick)'rch problémi je tte-
ba odhadnout vyraz 5 z,,yk, ale tak, aby se zdiraznil

podil, kterym pnspiva napr vektor x, a aby se naopak
potladil podil, kterym pfispiva vektor y. Pak se nékdy
hodf odhad (III.15), v némZ provedeme tento obrat:
Je-lie >0, je

Ty = (e2%) [%]
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a z (II1.15), kde ovéem uvazujeme &z, misto z; a —:’i—k misto

Yr, dostavame

(IIL.16) % 2 < e”% % 22 +[i]"z": Y.

€ ) k=1

Je-li nyni ¢ dosti velké ¢islo, bude [—] dosti malé

a druhy séitanec vpravo v (IIL.16) bude maly, takze
piispévek vektoru y bude maly ve srovnéni s p¥ispévkem
vektoru x; pro ¢ >0 dosti malé tomu bude naopak.
Plipomenme, %e tento ,trik* jsme uZ pouzili, oviem
pro p = 2, v tfetim dukazu véty II.1.

Poznamka II1.6. Nerovnost (111.15) Ize oviem ,,vylepsit*¢
Mezi jeji pravou a levou stranu lze vlozit vyraz

n n
(X ap)» (Z yh)ve,
k=1 k=1
tj. plati
n n n 1 n 1 n
Loy < (S )P (S gyt < Zak+— T 4.
k=1 k=1 k=1 P k=1 qd k=1

Prvni nerovnost je Hoélderova nerovmost (III.6), dru-
hou nerovnost dostaneme z (IIL.5), poloZime-li tam

n n
a= ( Z a:”)”?, b=(2 y")l/ﬂ. — Posledni nerovnost sou-
k=

dasné Fka, Ze odhad vyrazu Z zkyk pomoci (II1.15) je
,,horsi‘‘ nez odhad pomoci Holderovy nerovnosti.

Uvedeme nyni nékolik piikladd pouziti Holderovy
nerovnosti (I11.6).
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Pfiklad IIL1. Necht je x >0, y > 0; déle zvolme &isla
a a f§ tak, aby hylo 0 <a <1, 0 <8 < 1. Pak je

Ty = (@3ys) @2 u") .
Pouzijeme-li Holderovy nerovnosti (IIL.6) pro vektory
u, v, kde u; = z7y? a v, = z;~%y;~f, bude ww, = my; a
n n n
IL17) o < (3 oy (I ot wayl-maue,
k=1 k=1 k=1
Ka#dy 2 obou ¢initeld na pravé strané lze opét od-
hadnout pomoci Holderovy nerovnosti: u prvniho voli-
me r >1as > 1 tak, aby bylo%—-{-— % = 1, a uZijeme
(II1.6) s r misto p, s 8 misto ¢, s x*» misto x a s y#?
misto y a mame
B ot < (5 gorryte (B gy
TPy < gorr)lr pe)l/s .
Z Ty = (25 (k=1 ¥’
podobné bude pro druhy &initel

2 ap-siyipe < (3 afp-eimpie (5 ypr-peue,
k=1 T k=1 k=1
kde je o >1, 0 >1 a.—Z—+ % = 1. Obé posledni ne-
rovnosti spolu s (ITI.17) davajf odhad

f“ ZiYx < ( Zn z}:pr)l/rp ( § xl‘cl -a)qo)lqu ( z'n,: ygps)l/ps_
=1 Jo=

k T k-1 k=1 -1

n
. ( > ylgl'-ﬂ)qo)lloq 3
k=1

Zvolme specidlné f=1—a, p=¢g=2, r= 1
a
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1 1 1
ey o= o o o )
pfitom je podle predpokladu 0 < a <1. Pak je
apr = (1 — a)ge = pps = (1 —f)go = 2 a méme

T e

n n
T g ( X xlzcay(’%—-Za))llz ( % x,(cZ—Za)yia)llz é
1 k=1 k=1
n n n n
S(Z g)a/2 (2 A2z (T g2)a-an2 (3 y2)alz
k=1 k=1 k=1 k=1

[prvni nerovnost je nerovnost (III.17)]. Po umocnéni
dostavime vztah

L n n n n
(22 < (Do) (T 50) S (Zaf) (T yd) .
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Nerovnost mezi prvnim a tfetim &lenem je Cauchyova
nerovnost (IL.1). Prostiednf vyraz je tedy jednim z vy-
razil, které mizeme vloZit mezi krajn{ vyrazy v Cauchyo-
v& nerovnosti a o nichZ hovofime v poznimece II.3. Po-
znamenejme jeStd, Ze prostiedni vyraz se ménf se zménou
parametru « v intervalu (0,1).

Pfiklad II1.2, Budte a, b, ¢, A, B, C neziporné &isla,
p > 1, a nechf platf

(II1.18) gl 4 clo~b < ple-D Alp 4 Cl» > Bls,

Pak plati
(I11.19) Abc — Beu - Cab = €,

Dikaz: Uzijeme Holderovy nerovnosti (II1.6) pro
n = 2, pfitemz zvolime

z, = (de)Vr, z, = (Ca)V?, y, = al?, y, = clr,
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Z nerovnosti
Ty + oy S (af + @) (7Y - ygleTh)emV
mame
(Aac)V? + (Cac)V» < (Ac + Ca)Vp (@V®~D 4 cVo-D)o~Dip,
Utijeme-li zde nerovnosti (III.18), dostaneme
(ac)¥» BY» < (Ac 4 Ca)l» bl»
a odtud uZ plyne (III.19).

P¥{klad II1.3. Budte z, v, z kladn4 &isla, « realné &fslo.
Pak platf tzv. Schurova nerovnost

(L.20) z*(z—y)(x—2)+y*ly—2)(y—2) +
+22z—2)(z—y)=0.

Tato nerovnost je specidlnim pi{padem mnerovnosti
(IT1.19): Bez Gjmy na obecnosti mizZeme piedpokladat,
Jeje 0 <x =<y <z Zvolime-li pak p =2,a =2z—y,
b=z—=z, ¢ =y —ux, bude platit prvni z nerovnosti
(ITL. 18) (dokonce nastane rovnost); zvolime-li 4 = z*,
B = C = 2%, bude platit i druhd z nerovnosti
(II1. 18) (pro f =0 je z6 = yf, pro B <0 je zf = yf,
a pro vSechna reilna a je tedy za/2 4 z2/2 = y«/2),

Pfriklad II1.4. Budi?z x = (2, 2y, ..., 2,) = 0, p > 1,
a oznatme A; = % &tz +...+z)(k=1,2,...,
n). Pak plati

(IT1.21) z: Az s( P ]’ 3 2.
=1 p— 1)k
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Diikaz: ProtoZe je xz; = kA, — (k —1)4,_, (klademe
A, = 0), je

—_»r “1p —
4z p—1 ARy

= Ap— p—ﬁl— AP [kdy— (k— 1) Ayy] =

_apf1_ _kp k—1p .-
_Ag[1_p__1]+ A

Zvolime-li v nerovnosti (II1.5) a = 4,_, a b = Ap™,
bude

A, A3 <

1 p—1
AP 4 Ap~1yplo-1 —
? e » (4F™)

1 p—1

— Ag_ A

p B+ ” f

a odtud mime

Az——i)_z—l A2 =
p—1—kp (k—l)p(_l P—1 )
sqp PP P (L + 2o )=
1

= o [k — 1), —&dg).

Zde je k =1, 2, ..., n, tj. mdme n nerovnost, a jejich
sedtenim dostaneme:

n p n _
Ap — 3 Ap1 <
k=1 £ p—1 2y Pl =
< pil [—1.42 + 1.47— 2.43 + 2.43— 343 +
P
4.4 (n— 142, —nd2] = — p”inl <0
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il
(IT1.22) Sdr<—P 3 gogy;

ket P—1 41
je zfejmé, e rovnost zde plati pravé t,ehdy, je-li z, =
=2y = ... = Z, = 0. Soulet na pravé strané v (III1.22)
odhadneme pomocf Holderovy nerovnosti (111.6), v niZ
poloZzime y, = APt Pak Je yi = (A272p/w™b = 42
a tedy

k]

2 Apig, < (2 af)ip (3 Ap)pio
k=1 k=1

k=1
¢ili z (I11.22) mame
n p n n
(II1.28) X AP < ——- (X a2 (2 Agp~r.
k=1 p—1 % k=1
Jelliz, =2,=... =2, = 0, nerovnost (II1.21) zfejmé
platf, nebof také 4, = 4, = ... = A, = 0. Je-li alespon

jedno z &isel x; kladné, je A = Z A? > 0a (II1.21) plyne

z (ITI.23) ekvivalentnfmi upra,va,ml vynasobenim ne-
rovnosti (II1.23) &islem 4~1*V» o umocnénim.
Je-li &fslo 4 > 0 (tj. je-li x = 0, x == 0), je nerovnost

v (IIL21) ostré; konstanta [p P ]” jo viak nejlep

mozZné.

Hoélderovu nerovnost Ize zapsat jesté v jiném tvaru:
Oznadime-li 2§ = a;, yf = by, bude z, = al’?, y, = b}/e
a po dosazeni do (III.6) mame nerovnost

(IIL24) 2 alblis < (3 ap)¥® (I b)e,
k=1 k=1 k=1
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p _p— T ; rovnost zde nastavi

tehdy a jen tehdy, jsou-li vektory @ a b Gimé&rné.

ktera plati prop > 1,9 =

Oznadime-li jestd rin o, 7 B, dostdvame vzorec
(I11.25) 3 amhd < (E a) (b,
k=1 k=1 k=1
ktery plati pro a =20, b 20, 0 <a <1, 0 <g8 <1,
at+f=1

S Holderovou nerovnost{ ve tvaru (II1.25) se pracuje
n8kdy pohodlnéji neZ s tvarem (III.8). Ukazuje to i na-
sledujic{ dloha.

Uloha III.8. Doka%te vzorec (III.25) indukei. Dokazte
analogicky i nerovnost (II1.6) a porovnejte pracnost
a prehlednost obou vypoétii.

Hoélderova nerovnost se tykd soudinu dvou vektoru
x, y; je to vidét napf. ze zapisu (III.8). Lze ji viak
zobecnit i pro soudin vétsiho poétu vektori:

Véta 4. Budte x4 = (%iy, Tigy ..., Zin) = 0 vektory,
o >16sla (3 =1,2,...,m) a necht je

1 1 1
ITI.26 — 4 —4 ...+ —=1.
( ) T +...+ o
Pak plati

(IT1.27)

S Tyt ... Tmp S (2 20)V0 (2 o . (T 200) 0
kw1 k=1 k=1

(
k1

85



Holderovu nerovnost (I11.6) dostaneme, volime-li
m=2 Xy =X Xg =Y, 1 =P, P =4¢.

Nerovnost (II1.27) lze zapsat ve tvaru

An(X13X(3) oo Xomy) =
< [An(X2)]V7: [An(x78)]V5s ... [An(X0R) ]P0

Tato nerovnost je viak stile dosti nepfehlednd, a pravée
zde vyniknou vyhody zapisu Holderovy nerovnosti ve
tvaru (I11.25): Zavedeme-li totiZ vektory a = (a,, a,,
ey aﬂ)’ b = (bl’ b2’ LS ] bﬂ)’ ey d = (dI’ dﬁs LR ] du)

predpisy

Xq) = @' (t]. 2 = aif?), xo = bV, ..., Xim) = dVom,
a oznadime-li jedté

1 1 1
a=—,f=—, ..., 0=—,
y o P: Pm

bude a 4+ f + ... + 6 =1 a z (II1.27) dostivime

(II1.28) Eafbl...d < (Z a)* (Z b ... (Z dy)f.
k=1 k=1 k=1 k=1

Dikaz véty II1.4 1ze provést indukef pfes m. Nebudeme
zde zabfhat do detailii; ukdZeme jen na tvaru (II1.28),
jak 1ze od m = 2 prejit k m = 3. Ctendt pak u? dikaz
snadno dokonéf.

Predpokladejme tedy, Ze plati (ITI.27) resp. (III1.28)
prom = 2; ukaZeme,Zeproa + f+y =1,0 <a <1,
0<pf<l,o<y<l,aproa=0,b=0,c=0je
(IIL29) T afblel < (2 ao (2 b (Z caf .

k=1 k=1 k=1 k=1
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Oznadme x + B = ¢;pakjes +y = latedy 0 <e < 1.
Utzijeme-li nerovnosti (II1.25) [coZ je (III.28) pro
m = 2!] s e misto «,8 y misto f, s a*/*bfl* misto a a s ¢
misto b, mame

(T11.30)
n n n n
T apblel == X (af’b%°) ¢l < (Z ap’ b)) (3 ).
kool k=1 k=1 k=1
Prvni ¢mitel v poslednim vyrazu opét odhadneme
pomoci (II1.25), kde oviem misto x a § uZijeme «fe
a Ble; je% + é =1, nebot ax + f = ¢:

(") < [(2 aels (2 b = (5 @) (2 B,
L=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Odtud a z (II1.30) mime (ITI.29).

Piiklad IIL5. Budiz x = 0. Pak plati
(IIL31) (14 z) (14 x,)... (14 =) = (1 4 Ga(x))™;
rovnost nastava tehdy a jen tehdy, je-liz, = 2, = ... =

=T .

Dikaz: PouZijeme vzorce (II1.28), a to pro n dvoudlen-
nych vektori: a = (1,z,), b =(1,z,), ..., d = (1, z,),

aproa=f=...=0 = % Pak mé (III.28) tvar
1Vn]ln _ 1VUn + :v}"':c;"' .. x'l‘/n <
< (1 + 2)V (1 4 )V ... (1 + z,)¥n,
odkud plyne (III.31) umocnénim. Ditkaz tvrzeni o rov-
nosti pfenechdvime &tendri,
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Uloha II1.9. Doka’te nerovnost (II1.31) pomoci nerov-
nosti (I1.40).

Nerovnost (IT1.31) lze zapsat téZ takto:

[Ga(T + 2)]* 2 [1 + Gu(x)]".
Porovname-li pitiklad IIL.5 s pttkladem 1.2, zjistime, Ze
jsme ukizali

D+ GIr=10+z)1+2)...(1+2)=
=1+ Aax)J°.

Uloha II1.10. Nerovnost (II1.27) je zobecnénim nerov-
nosti (II1.6). Lze analogicky zobecnit také nerovnost
(II1.9) pro vice neZ dva vektory?

Se jménem némeckého matematika Hermanna Min-
kowského (1864-—1909) jsme se setkali u% v kapitole II.
Je po ném nazvana nerovnost (II1.32), kterou odvodi-
me z Holderovy nerovnosti:

Véta lIl.5. Budifx =20,y =0 a p = 1. Pak plati

(TL32) [ (o + gl < (2 2o + (3 gyt ;
k=1 k=1 k=1

rovnost zde nastdvd pro p > 1 tehdy a jen tehdy, jsou-li
velttory x a 'y imérné. — Je-li 0 < p < 1neboje-li p <0
ax >0,y >0, plati obrdcend nerovnost.
Dikaz: VyuZijeme identity
@+ yelr = (@ + %) (@ + )P =
= Zx(Te + Yu)P 7 + yrlTe + P,

kterd plat{ pro k =1, 2, ..., n. Seftenim viech téchto
identit méme
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(IT1.33)
Z (@4 ) = 2 ol + v + 2yl + me)?
k1l k=1 k=1

Pro p > 1 odhadneme oba séitance vpravo pomoci Hél-
derovy nerovnosti:

(I1L.34)
‘Z" or(r + Yl = ( % R [ g‘. (2 + )@ DajVa
k=1 k=1 k=1

Zym+yP P S (Z DY [T (2 + ye)e0e]le.
=1 k=1 k=1

Ale % + _:7 =1, a tedy jo (p— 1)g = p. Z (IIL.33)
a (IIL.34) nyni plyne

Z @t P S LB et + (501 E @+ g

k=1

Je-li é&islo X = E (zx + yx)» rovno nule, nerovnost
k=

(I11.32) zfejmé plati je-li X > 0, miZeme poslednf ne-
rovnost d&lit dslem X's a dostévime (I11.32), nebof
vlevo pak bude X.X V¢ = X1-Va = XUp,

Rovnost v (IT1.32) nastane tehdy a jen tehdy, nasta-

ne-li rovnost v obou nerovnostech (III.34), tedy podle
véty T11.2 tehdy a jen tehdy, bude-li vektor »? imérny
vektoru (x + y)? V¢ a soudasnd vektor yl’ dmérny
témui vektoru. Pak vSak je x ~y.
* Pro p =1 platf v (IIL. 32) vidy rovnost. Pro p <1
(p # 0) uZijeme véty II1.3: Nerovnosti v (II1.34) je
pek tfeba obratit a z identity (II1.33) dostaneme obra-
cenou nerovnost v (II1.32).
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Nerovnost (II1.32) miZeme po ziejmé tpravé zapsat
takto:

(I11.35)
[4a((x + y))]Vr < [4a(x2)M7 4 [Ao(y?)] (p 2 1).

V kapitole I jsme odvodili jistou analogii této nerov-
nosti pro geometrické pruméry — viz (1.40). Metodu,
které jsme tam pouZili (tj. vlastné vétu I1.2), lze upravit
tak, Ze dostaneme jiny dikaz nerovnosti (II1.35) a tedy
jiny dukaz Minkowského nerowvnosti (I11.32).

Vata M6, Budif z — (2,2, .. 2) 20, p>1,
P

q=—"—"3 @ necht je A.(2¢) = 1. Pak je pro katdy
vektor x = 0
(IT1.36) An(xZ) < [Au(x?)]V .

Je-li x = 0 takovy vektor, e A,(x?) > 0, existuje vektor z
(zdvisly na x) tak, Ze je A,(z9) = 1 a Ze v (II1.36) plati
rovnost.

Diikaz: Z Hoélderovy nerovnosti ve tvaru (1IL.8) plyne,
te A,(x.Zz) < [A.(x?)]V?[A4,(27)]Y4, odtud plyne (III.36,,
nebot A4,(z9) = 1. — Je-li x dany vektor, pro ktery je

tslo A = A,(x?) kladné, zvolime z = (z,z,....,2,)
takto:
(Wrs7) zﬁ=%x§’, i=1,2 ..,n

Pak je A (20) — % A, (x%) = 1 a platf (IIL.36). To je

viak Holderova nerovnost, a protoZe (II1.37) znamen4,
%e z¢ ~ x7, plat{ v nf podle véty III.2 rovnost,
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Pomoc{ véty III.6 nyni snadno dokéZeme (III.35):
Budiz z* vektor, ktery je podle véty III.6 ptifazen
vektoru x 4 y. Pak je

[4a((x + y)P)I¥r = Au((x + y)z*) = du(x.2*%) +

+ Aaly.z¥) = [4a(?)]V7 + [Aa(y?)]7 ;

pfitom jsme pouzili vzorce (I.37) (u druhé rovnosti)
a vzorce (II1.36) (v posledni nerovnosti).

Uloha IIL.11. Dokazte Minkowského nerovnost (I11.32)
pro n = 3 za pfedpokladu, Ze plati pro n = 2.

Poznimka III.7. Minkowského nerovnosti lze dit geo-
metricky vyznam: UvaZujme » = 2 a p = 2; pak ma
(1I1.32) tvar

(IT1.38) Vi, + 9+ @+ 9 < i+ 2+ )z + 43

|

Obr. 6

Budiz 4 bod o soufadnicich {z,, 2,], B bod o soufadni-
cich [y, ¥,] & C bod o soufadnicich [z, + ¥;, s + ¥,]

(viz obr. 6). Protoze pro bod [a,, a,] v roviné je Va% + a}
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vzdélenost tohoto bodu od poditku, lze nerovnost
(IT1.39) zapsat takto:

0C <04 + 0B.
Ale OB = AC, tak¥e mime nerovnost
0C <04 + 4AC,

kterou lze vyjadfit takto: Soulet dvou stran v trojihelni-
ku nent mendt nef strana tretf. Nerovnost (II1.38) — é&ili
Minkowského nerovnost pro p == 2 — tedy neni nic
jiného nez tzv. trojuhelnikovd nerovnost. — A podobny
vyznam mé Minkowského nerovmost i pro ostatnf
p = 1: Vyraz

(IT1.39) (@ + aB)Vr = v,(x,, 2,)

lze povaZovat za jakousi ,,deformovanou‘* vzdilenost
bodu o soufadnicich [z,, z,] v roviné od poditku a Min-
kowského nerovnost pak iiké, Ze trojihelnikova nerov-

nost plati i tehdy, méfime-li délky stran trojihelnika
pomoci této ,,deformované® vzdalenosti. Pro srovnanf:
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Je-i p =2, tvoti body v prvnim kvadrantu, jejichz
vzdilenost V:c% + 23 od poditku je rovna jedné, dtvrt-
kruznici; pro p = 1 je ,,vzdilenost*’ dana ¢&islem z, + z,
a body o ,,vzdalenosti*“ v, = 1 od podatku vyplni isetku
AB na obr. 7; kone¥nd pro » = 3 je ,,vzdélenost’‘ dina
¢islem in‘ 4 3 a body o jednotkové ,,vzdilenosti‘‘ v,
od poditku vyplni erchovany oblouk AB.

Nerovnost (1I1.9) ki, Ze pfi méfenf pomoci vzdale-
nosti v,(z,;, z,) s p < 1 trojtihelnfkova nerovnost nepla-
ti, naopak, soudet dvou stran v trojihelniku je mendi

2 - v
nez strana tfetf. Pro p = 5 e na obr. 7 tetkované

vyznadena mnozina téch bodi, pro které je vy,(x,, )) =
= 1 — je to &ast tzv. astroidy.

Uloha IIL.12. Dokaite, e pro komplexni vektory x, y
a pro p = 1 platf Minkowského nerovnost ve tvaru

n n n
(Zlo+ye P2 S(Z |z |p)Ve -+ (2 |y |r)e.
k-1 k=1 k=1

Uloha I11.13. Roziifte Minkovského nerovnost na pii-
pad soudtu vice nez dvou vektord.

Z Holderovy nerovnosti lze odvodit, jak se chové
vyraz [A,(x?)]'» pro pevny vektor x pfi ménicim se p.
Budte tedy r, s &sla, 0 <r <, a x vektor, x = 0.
Je r = ga, kde 0 << a < 1. UtZijeme-li nynf nerovnosti
(III1.25), kde poloZzime a, ==zf, by =1(k=1,2, ..., n)
af=1-—a mime
n n n n n
Saf=2 (). DS (T ) (Z 1) a=(Ta)r.nl"e
- k=1 k=1 k=1 k=1

k=1
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neboli

Protoze a = % , plyne z posledni nerovnosti umocnénim
na 1 vztah
r
(II1.40)  [Aa(x)]¥r < [du(x*)]¥* pro 0 <r <s.
Poznamka III.8. Na rozdil od nerovnosti (II1.40) ne-
musf platit nerovnost
Au(xr) < Ax(x*) pro 0 <r <s:

Stadi zvolit n =2, r =1, 8 = 2, $1=0,x2=—;—;pak

jo Ay(x) = % a Ay(x2) = % < Ay(x). Pro z, =0

az, =2 je oviem A,(x) =1 a A,(x2) = 2 > A,(x).
Oznadme

(I11.41) Sp(x) =z, + 2,4+ ... + 2. ;

je tedy S,(x) =nd,(x). Vyraz S,(x?) se pro pevné
x = 0 chova zcela jinak neZ vyraz 4,(x?) : Pro0 <r <s
plati

(I11.42) [Sa(x7)]Vr = [S(x*)]Ve .

Ditkaz: Pfedpoklidejme nejprve, Ze vektor x =0 je
zvolen tak, aby platilo S,(x’) =1. Pak musf byt
. <1lprok=1,2 ...,n, a tedy je

=z (k=12,...,n).
Seéteme-li viechny tyto nerovnosti, mame S,(x?) <
=< S8.(x*) =1 a odtud plyne (II1.42) odmocnénim. —
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BudiZ nyni x takovy vektor, Ze S,(x7) > 0, a definujme
vektor y takto:

. G
¥ = .0

Pak je S,(yr) =1 a podle prvni &asti dikazu plati
(III.42) pro vektor y, tj. [S.(y*)]V* = 1; soudasné viak je

1 = [Sa(y)]s =
(ITL.42).

Uloha IIL.14. Uka’te, %e pro nékteré vektory x je
S,(x7) = Sa(x?), kdeito pro jiné je Sy(xr) =< 8,(x?)
(0 <r <s).

=12, ...,mn).

= TS0 [Sa(x*)]¥e, a odtud plyne

Predchazejici vysledky ukazuji, Ze u vyraza z (1I1.40)
a (ITI.42) je dalezity exponent% resp. %. Lze se nyni
ptat, co se stane, kdyZz v (III.32) ,,zapomeneme‘ na
exponenty i Pak se tato nerovnost obrati:
Budiz x =0,y =0 a p = 1. Pak plati
n n n
(IT1.43) Sty =Tt ok
k=1 k=1 k=1
pPro 0 < p <1 plati obricena nerovnost
n n n
(I11.44) @ty s+ T ogf.
k=1 k=1 k=1
Dikaz tohoto tvrzeni plyne z (III.42): Zvolme tam
n = 2 a misto dvojice z,, z, uvazZujme dvojici z, yi;

pak m4 tato nerovnost tvar (xf + yf)Vr = (xf + i g)e
Zvolime-li jestd (pro p >1)r =1 a 8 = p, mdme



T+ Y = (@8 + YD)V &l (e + ) Z 2R+ P

(k=1,2,...,n). Seétenim téchto » nerovnosti dosta-
vame (II1.43). — Piipad p < 1 se dokaZe analogicky.

Soudasné je vidét, %e tohoto postupu lze uZit i pro
vice nez dva vektory, takZe pro p = 1 napf. plati:

An([x +y + zP) 2 Aa(x?) + Aaly?) + 4Au(2?) .
V Minkowského nerovnosti (II1.32) tedy nelze bez-
trestné vynechat exponenty l Pokud chceme vzorec

»bez odmocnin® se stejnym znaménkem nerovnosti jako
v (III.32), musime pouZit tdlohy III.2: PoloZime-li
v(III.13Yu =x,av =y (k = 1, 2, ..., n), dostaneme n
nerovnosti (x, + y.)? < 2» YW e +y2) (k= 1,2, ...,n)a
po jejich sedtenif mime Zidanou nerovnost:

S @ty <2 a2+ Ty
k=1 k=1 k=1

prop>1,x=0y=0.

Bez ,,odmocniovani se obejdeme i v tzv. Beckenba-
chové merovnosti, o niz pojednava iloha III.16. Nejprve
viak budeme potiebovat tvrzeni, které je obsahem
nésledujici lohy. o
Uloha TL15. Budiz x 2 0, p > 1, % 4 % — 1. Do-

kaZte, Ze pro vSechny vektory x =0 takové, Ze
S.(ze) = 1, plati

(I1I.45) [Sn)xz)]r < S.(x?),

a Ze existuje vektor z* (zdvisly na x) tak, Ze v (II1.45)
plati rovnost.
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Uloha III.16. Budiz x >0,y >0,1 < p < 2. Dokaite,
ze pro z = 0 plati nerovnost

[Sallx + y)z)]? _ [Sa(x2) + [Salyz))
Sau((x +yP™) T S.(e7) Sa(yr™) ’

a pomoci (I11.46) dokaZzte Beckenbachovu nerovnost

(IIL.46)

n n n
(o + )P X ap e
(IT1.47) —=1 < k=t 4 ke
2 (xr + y)pt X ab 2 ypt!
k=1 k=1 k=1

Pro¢ zde predpoklddame, Ze 1 < p < 27

Uloha IML.17. BudiZ x >0,y >0,1 < p < 2. Dokaite,
Ze

2 (o + Y Zap+ 2 up

(IT1.48) ":1 e k=l .
X (Yt a4 Ty
k=1 k=1 k=1

porovnejte tento odhad s odhadem (III.47).

Uloha IIL.18. Pro 0 <p <1 se v (II1.47) zmén{ zna-
ménko nerovnosti v opaéné. DokaZte to.

V kapitole II jsme odvodili nerovnost, kterd v jistém
smyslu zobecriovala Cauchyovu nerovnost — misto
soudtt x,y, + 2y + ... + Xy, jsme uvaZovali rozdily
Ty — TalYa — ... — TaYa (vEta I1.2). ProtoZe Cauchyo-
va nerovnost je specidlnim p¥padem Holderovy nerov-
nosti (dostaneme ji pro p = 2), 1ze otekavat, Ze ndjaké
podobné tvrzeni bude platit i pro obecné p.



Piiklad 111.6. Budte x =0, y =0 vektory, z, = 0,

Yo =0 ¢&isla, p >1, ¢ = £1 a necht je splnéna
alespon jedna z podminek
(I11.49) B=Tap, B#= 5.
k=1 k=1
Pak plati
(I11.50)

To— I Ty Z (2§ — X 2f)V? (y§ — I yf)te.
k=1 k=1 k=1

Rovnost zde nastane tehdy a jen tehdy, jsou-li vektory
£ a §r Am8rné [je X = (To, 2y, .., Ta), ¥ = Wos Y15+« s
Yn)]-

Dikaz: Oznadme X = ( Z e, ¥ = ( )'i y$)Ve, Podmin-
k

ky (II1.49) mtZeme zapsat takto: )
(II1.51) zo=X, yo=Y,
a nerovnost (IIT1.50) ma tvar

-

(IIL52)  wyo— 2 Zye = (2§ — Xo)¥r (9§ — o)l
k=1

Piedpokladejme, Ze nerovnost (II1.50) plati pro n = 1.
To znamena, Ze je

(II1.53) zgyy — XY = (a8 — X»)V» (y§ — Yo)la,
pokud je splnéna alespoii jedna z podminek (III.51).

Ale z (II1.53) uZ plyne (III1.52), nebot podle Hélderovy
nerovnosti (II1.6) je

Ms

(IT1.54) ap =X.Y,

k=1
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a tedy z.y, — % Ty = %Yo — X Y. Rovnost v (II1.52)
k=1

nastane tehdy a jen tehdy, nastane-li rovnost v (II1.53)
i v (II1.54). Rovnost v (III.54) znamena, %o x? ~ y¢
(véta IIL.2), rovnost v (IIL.53) znamend, %e vektory
(8, X?) a (y§, Y9 jsou imérné (stile predpoklidime,
ze tvrzeni plati pro n = 1!); to dohromady diva vztah
X? ~ ye,

Zbyva tedy dokazat tvrzeni nafeho piikladu pro
n = 1. To viak uZ je disledkem Holderovy nerovnosti
pron = 2: UvaZujeme-li totiZ v (II1.6) pron = 2 ¢islo X
misto z,, ¢slo (x§ — X?)V» misto z, a podobnd Y a (y§ —
— Y9)Ve misto y, a y,, mime:

XY + (s — X (g — Fo)e <
< (X7 + o — o). (Y o+ 4 — Yojtle = mg

a odtud plyne (II1.53). Ma-li platit v posledni nerov-
nosti znaménko rovnosti, musi byt podle véty IIL.2
vektory (X?, 5 — X7) a (Y9, y§ — Y9) imérné, a odtud
uz plyne imérnost vektora (z3, X?), (y§, Y9).

Dtkaz, ktery jsme pravé provedli, byl jakymsi
,.testem ¢tendfovy pozornosti®. Nebyl totif zcela v pofdd-
ku : KdyzZ jsme pouzili Hélderovy nerovnosti pro n = 2
a pro disla X, (x§ — X»)ib, ¥, (y§ — ¥)Us, predpokls-
dali jsme, Ze je splnéna alespof jedna z podmfinek
(I11.51) [coz jsou podminky (III.49) pro n» = 2]; proto
muzZe byt jedno z téchto ¢tyi &fsel zdporné (pfipadnd
nemusf byt viibec realné — napf. pro 2§ < X7 a p = 2).
Ve vété 111.2 v8ak vyslovnd pfedpokladdme, Ze vektory
X a y jsou nezdporné. Musime proto tvrzeni z pfikladu
II1.6 opravit: Nerovnost (111.50) umime dokdzat jen za
predpokladu, Ze plati
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(II1.56) 28 = % 2 asoudasné yf = § yE.
k=1 k=1

Nestad{ tedy jedna z podminek (III.49), musi byt
splnény ob¢!

Uloha III.19. Porovnéte-li vysledek piikladu IIL.6 [uZ
opraveny, tj. za pfedpokladu (ITI.55)] s vétou IIL.2,
zjistite, Ze u této véty skuteéné stadilo, aby byla splnéna
alespon jedna z podminek (III.49) (kde oviem kla-
deme p = 2). Lze tedy dokazat nerovnost (II1.50) né&ja-
kym jinym zptGsobem za vyuZiti jen jedné z podminek
(1I1.49), nebo je poZadavek (IIL.55) podstatny?

Uloha II1.20. Nerovnost (III.50) je jistou analogif Hol-
derovy nerovnosti. DokaZte, Ze analogicky lze ,rozsi-
Fit“ i Minkowského nerovnost, tj. dokazte toto tvrzeni:
Jellip=1,% =0,y =0a jeli

(I1156) 82322 a @234,
k=1 k=1
je
(II1.567) [(zo + Yo —’E'l (% + ?/lf)”]llp =
= (@ — 3 apfe + (13— 2 g1
k=1 k=1
Kdy nastane v (II1.57) rovnost?

Uloha II1.21. Necht je v pfedchozi tloze p = 2; plati
pak nerowvnost (IIL.57), kdyZ je splnéna jen jedna
z podminek (I11.56)?

Na zavér této kapitoly se vratme jesté k Holderové
nerovnosti. Z ni totiZ plyne toto tvrzeni, ukazujfci, Ze
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pravd strana v (II1.6) udévd v jistém smyslu nejlepsi

hornf odhad vyrazu 5 Tl
k=1

, X 20, A nezaporné &fslo.

- N
Budiz p > 1,9 = p—1

Pak k tomu, aby platilo

(I11.58) k£1 T < A ( kilyg)lfq pro viechnay =0,
je nutné a st_a,éi, aby bylo i

(IT1.59) S ap < Ao,

k=1

Podrobny dikaz prenechame &tenafi s timto ndvo-
dem. Postaditelnost podminky (III.59) plyne ihned
z Holderovy nerovnosti (II1.6), nutnost lze dokéizat

- :
sporem: pfedpokladime-li, Ze X 2} > A7, vede (III.58)
k=1
ke sporu s Holderovou nerovnosti, jakmile zvolime
y ~ X.

Céast tvrzeni, jehoZ diikkaz jsme pravé prenechali

&tenati, Ize zformulovat takto: Je-li i xf > Ar, existuje
k=1
vektor y = 0 tak, Ze ﬁ Ty > A ( % yi)Ye, Pidme
k=1 k=1
n
nynf z, misto 4 a oznadéme y, = ( Z y")”'l. Pak tedy je

E Tl > oY, Cili :coyo— E zky,, < 0. Tento vysledek
dava opét jistou odpovéd’ na, otdzku z dulohy III.19.
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