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Kapitolal.

ARITMETICKY, GEOMETRICKY
A HARMONICKY PRUMER

Budi? x = (z,, Z,, . . ., %s). Oznadme

(L1) An(x) = 2+ 2+ ...+ Ta

n

tzv. aritmeticky pramér &sel x,, z,, . . ., x,; ddle oznadme
prox =0

(1.2) Go(x) = Jzs2s. - .20

tzv. geometricky pramér &sel z,, z,, ..., Z, a konetnd
oznadme pro x = 0

(L3)  Halx) = §—— =
ERET R
tzv. harmonicky pramér &sel z,, z,, ..., %
Je ihned vidét, Ze pro x >0 je A,(x) >0 a
1 1
@4 %(3) - 2w
&ili
1 1
@8 Ha(%) dux) = H,.(x).A.(—x—) -1

pro kazdé x >0.
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Daile je zfejmé, Ze pro

(I.6) T, =2y = ... =Tp,=a >0
je
(L.7) An(x) = Go(x) = Ho(x) = a.

Oznaéime-li dile pro x >0 log x = (log z,,log z,, ...,
log z,), je z definice aritmetického a geometrického prii-
méru vidét, Ze

1
(I.8) logGu(x) = Y (log z, +log z, + ... 4 log z,) =
= A,(log x) .

Pomoci tohoto vzorce lze fadu vlastnosti geometrického
priméru odvodit z vlastnosti aritmetického priméru.

Oznaéime-li e* = (6%, e, ..., e%), plati tento vzoree,
ktery je ,inverzni‘ ke vzorci (I.8):
(1.9) Ao(e%) = e4al,

DokéZeme toto dileZité tvrzeni:

Véta 1.1, Necht je x > 0. Pak je
(L10)  ma(x) < Ha(x) < Gu(X) = Aa(x) < Ma(x).

Jsou-li alespots dvé z Elsel x, , x,, . . ., x, riznd, jsou viech-
ny nerovnosti v (1.10) osiré.

Tato véta v sobé zahrnuje fadu nerovnosti; dokidZeme
je postupné. Dukaz pfipadu

(I.11) ma(X) < Ha(x)

je snadny: Bez Gjmy na obecnosti mizZeme piedpokla-
dat, Ze plati
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(1.12) 2, 2,2 ... £X, ST,,
1

plitem? je z, >0. Pak je mu(x) =z, a :— <1 pro
k

k=12, .,n To znamena, Ze
1 , z, z,
— .. —=—4 — — =<
gttt ot t2s

<1414 ...4+1=n
a po vydsleni této nerovnosti kladnym &fslem [a:i +

1
+a:i 4+ ... F —51—] dostavame (I.11). — Bude-li alespoii
2 n
jedna z nerovnosti v (I 12) ostra, bude ostra alespori
jedna z nerovnosti L1 =1(k=12,...,n)adostane-

me ostrou nerovnost mp(X) < H,.(x) — Bude-li platit
(I.6), bude m,(x) =a a to spolu se vztahy (I.7) ddva
rovnost

Ma(X) = Hy(x) .

Stejné snadno se dokédZe nerovnost

(1.13) An(x) < Mo(x) .
Opét totiz muZeme predpokladat, Ze plati (I.12); pak je
Mn(x)=xn az+ &+ ... +2% ST +24 ... +
+ 2, = nM,(x), odkud uZ (I.13) plyne. — Bude-li ales-
poni jedna z nerovnost{ v (I.12) ostrd, dostaneme ostrou
nerovnost d.(x) < M,(x), kdezto v piipadé (1.6) bude
Mn(x) = An(X) =a.

Nejdilezitéjsi z nerovnosti (I.10) je nerovnost mezi
aritmetickym a geometrickym primérem — oznadme ji
(AG):

(AG) Ga(x) < A,(x).
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Dikazu této nerovnosti vénujeme zvlastni odstavec;
zatim viak predpokldadejme, Ze (AG) platf, a dokaZme
za tohoto pfedpokladu posledni z nerovnosti v (I.10),
nerovnost

(1.14) Ho (%) < Gu(x) .

Z definice geometrického priméru pfedeviim plyne, Ze

(I.15) G’,.[%] = _G,,l(—x) prox >0.

Nerovnost (AG) plati podle pfedpokladu pro kazdé
x >0, a plati tedy i pro % , 5.

(L.16) G,,[%] < 4, (%] .

Tuto nerovnost miZeme pomoci vzorci (I.5) a (I.15)
zapsat ve tvaru
1 < 1
G.(x) = Hu(x)

a odtud uZ plyne (I.14). — Je-li alesponl jedna z nerov-
nostf v (I.12) ostrd, je (podle pfedpokladu!) ostrd i ne-
rovnost (1.16), a tedy je pak H,(x) < Ga(x).

Pozndmka 1.0. Vzorec (I.10) shrnuje celkem 10 nerov-
nosti. My jsme zde dokazali dvé pfimo a jednu za p¥ed-
pokladu, Ze platf nerovnost (AG); zbyvajici uZ z téchto
ty¥ nerovnosti plynou. Radu z t&chto zbylych nerov-
nosti lze ovéem dokdzat pfimo: napk. m,(x) < Q. (x),
ma(X) = Aq(x) a dalsf. Také to, Ze v jistém smyslu pre-
ferujeme nerovnost (AG), nenf podstatné: Ctenat snadno
dokaZe, Ze nerovnost (AG) plyne z nerovnosti (I.14),
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a tak lze tedy dokédzat (I.14) a v8echno ostatni odvodit
z této nerovnosti. Doporudujeme proto &tendfi, aby si
rozmyslel, které z deseti nerovnosti obsaZenych v (I1.10)
lze dokézat p¥imo, bez ,,okliky*‘ pfes nerovnost (AG).

Diikaz nerovnosti (AG)

Existuje cela fada dikazi této nerovnosti, liicich se
metodou, niro¥nosti a pouZitymi pomoenymi prostied--
ky. Jen v knize [1] je uvedeno téchto dukaza dvanact.
Zde uvedeme zatim &tyii dikazy; jejich myslenky lze
vyuzft i v fadé jinych dvah.

Prvni dikaz je (pravd&podobnd) i historicky nejstarsf:
vznikl kolem roku 1820 a jeho autorem je A. L. Cau-
chy (1789—1857). Tento dilkaz je zajimavy mj. také
tim, Ze vyuZivi tzv. regresivn{ (zpétné) indukece.

U% v dvodu jsme ukizali, Ze platf nerovnost

(I17) ab = % (a® + b?) pro véechnaa = 0,5 = 0;

z odvozeni této nerovnosti je vidét, Ze bude ostra, bude-li
a #b., Zvolme z, >0, z, > 0 a poloZme v (I.17)

a = )z;, b = |/z,; pak bude
— 1
(1.18) V"’l"’z = ) (21 + 25)
¢ili
Gz(x) é Az(x) ’

pFiem% nerovnost je ostra, je-li z; # z,. BudiZ nyn{
Y = (%1, Y25 ¥s» Yo) > 0. Podle (I.18) pak je

- 1 — _ 1

Vylya s 5 (1h+y.) & V?/s?/d S ) (s + )
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a tedy
(L19)

4 i n
V?/lyzys?h = V]/ ?/13/2-]/?/3?/4 <

1 1
= V—2‘(?/1+?/2)- ’2—(.’/a+y4);

tato nerovnost bude ostra, bude-li ¥, # y, nebo y, #* y,.
PoloZme déle v (I.18)

1 1
T = 5} Y1+ ¥2), 23 = ) (Ys + ¥4) -

Dostaneme

|5 o+ w05 a0 =

1 1

< 7(?/1‘*‘1’/2)4‘—2'(?/3‘*‘%) _ Yo b Y+ Yt U

== 2 4 3

pfitom tato nerovnost bude ostri, bude-li y, + ¥, #
# Yy + Y., 8 tedy specidlné v ptipadé, kdy je y;, =y,
a ¥y = Y, (a kdy tedy v (I.19) nastava rovnost), ale kdy
Ya ¥ Y3. Spolu s (1.19) dostavame tak nerovnost

Gyy) = Ayy),

kterd je ostrd, jsou-li alespon dvé z &fsel y,, y,, ¥, Vs
razna. ,

Stejnym postupem miZeme nyni matematickou in-
dukef dokazat, Ze nerovnost (AG) plati pro » = 2, 4, 8,
16, ..., tj. pro &sla tvaru 2%, kde k je ptirozené &fslo.
Plati-li totiz (AG) pro 2 = n,

Gu(x) = 4a(x),
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dokdZeme (AG) pro 2t*! = 2n takto: Pro y = (y,, ¥,

eeos Yns Yni1s Ynszs « - -» Y2n) poloZime u = (¥, vy, ...
Yn) & ¥ = (Yni1r Ynsas - -, Yzn). Podle Indukéniho pi‘ed-

pokladu je

G(u) < 4,(u) a G,(v) < 4A.(v),
a tedy

Gonly) = | Ga(U)-Ga(v) < VAu(u). A,(v)
a z nerovnosti (I.18), pouZité pro z, = A.(u) a z, =
= A,(v), pak plyne

Ganly) < VAa(u). 4a(v) < An(u) -;— An(v)

= Aznly) .

Uvahy o tom, kdy je tato nerovnost ostrd, si &tenar
provede snadno sam.

Tifm jsme dokazali nerovmost (AG) pro specialni
hodnoty n. Pro zbyvajici pfirozena é&fsla ji dokdZeme
zpétnou indukef, ktera tvrdi: Plati-li (AG) pro » = 2,
plati i pron — 1.

UvaZujme proto pro x = (r,, &3, ..., Tay) >0
vektor y = (y,, ¥a, ..., ¥a), definovany takto:

yi=x proi=12...,n—1;
zl+z2+---+xn—l

n—1

Yn =

Pak je téZ y > 0; nerovnost G,(y) < A4.(y), kterd podle
pledpokladu platf, mé tvar

n

o) Jamy s, [ E B o

n—1
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T+ a4 ..+ Tay + ‘”1+3’2;L|‘_---1- + 2y

= =
n

_ ot A ... +a:,._1.

n—1

To muZeme zapsat té% takto:
[Gra(x)]n 7D [An 1 (X)]V* = Ana(X)
Vynasobime-li tuto nerovnost kladnym &fslem
[An_i(x)]72m,
dostaneme nerovnost
(Gra ()]0 < [An, ()70,

odkud plyne nerovnost (AG) pro n — 1 umocnénfm. —
Jsou-li alesponi dvé z &sel z;, z,, ..., o, riznd, jsou
riznd i alespoti dvé z &isel ¥, ¥, . . -, Yn_1, Yn; DETOVNOSE
v (I.20) je pak ostrid a ostra bude i vysledni nerovnost
Gn—l(x) < A'n—l(x)'

Druhy diikaz byl publikovén v roce 1954 a jeho autorem
je G. Ehlers: Uvazujme takové x >0, Ze je

(I.21) Ty Xy . Ly =1
(tj. [Gn(2)]*= 1). Pak lze nerovnost (AG) upravit na tvar
(1.22) nt+ x4+ ...+ =n.

DokéZ?eme indukei, %e (I.22) plati za pfedpokladu
(1.21).*) Piedeviim plati nerovnost (I.22) pro n = 1.

*) Dikaz je uveden té v 6. svazku Skoly mladych mate-
matikd Matematickd indukce (str. 35, pfiklad 4).
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Predpoklddejme nynf, Ze plati pro n, a méjme vektor
y= (!ln ceoy Yny yn+1) takovy, Ze

YiYa: - YnYnia = 1.

Mezi &sly y,, ¥s, - - -, Yny1 Pak musf existovat dvé &isla
¥ a y; (v #§), pro néZ plati: y; < 1, y; = 1. Bez djmy
na obecnosti 1ze pfedpoklidat, Ze to jsou &fsla ¥, & y,.
Joe tedy y;, <1 a y, =1 ¢ili y —1<0 a y,—1=0
Gili (y, —1)(y,— 1) =< 0. Tuto posledni nerovnost
lze zapsat takto:

Vit 1=y+9,.

Piidteme-li na obou stranich vyrazy y, + y, + ... +
~+ Yn + Yn41, dostaneme

(1.23) ittt Yt oYt Y =
2l 4y +ys+ oo Y-

PoloZme
Ty =Y1Y2, T2 =Yg, Tg =Y4s -5 Tn = Yny1 -
Pak vektor x spliiuje podminku (I.21), nebot
Ty Tg. o Tn = YYsYse « Ynyp =1
a podle indukénfho pfedpokladu pak plati (I.22), tj.
ittt =yt Yt Y20,
Z nerovnosti (1.23) tedy plyne
3/1+?/z+ e +yn+yn+1 2l4mn,

coz je (I.22) pro » 4+ 1. — Bude-li alespori jedno z;
rizné od 1, bude nerovnost v (I.22) ostra, kdeito pro
T, =3 = ... =x, = 1 plati v (I.22) rovnost.
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K nerovnosti (AG) pro z = (2,, 2, . . ., 2,) > 0 dojde-
me nyni tak, Ze poloZime

r; = ,’i=1,2,...,n

_&
Ga(2)
Pak je z,z,. ..z, = 1, a tedy

1
+ x4+ ... +zn=m(zl+zz+ e Fz)=m,

odtud uzZ plyne, Ze G,(z) < A.(z).

Tieti diikaz pochédzi od E. Jacobsthala a byl uvefejnén
v roce 1951. Je sice pondkud umély, uddvd viak sou-
tasnd zajimavy vztah pro rozdil A.(x) — G.(x).

Budiz x = (z;,,, ..., %,)ak = 1,2, ..., n; oznaéme

k
(L24) 4,= Bt Ht T % g, = Vo

Jotedy k. Ay =z, + 23+ ... + 2, & Gf =225, . .7
a odtud dostdvame tyto rekurentni vztahy

(L.28) (k4 VApy, = kdp + 2esq, Gl = G§-Zina s
k=12 ...,n—1.

Pak je
L R S
k+1—k+1‘ k k-l—lxkﬂ—
ok 1 41
_k+1A"+k+1 GE
.
G G kt1
(1.26) A,y = L+1 At T T [ 5:‘]

p2:



Nyni uZijeme nerovnosti (P.1) z pHpravné kapitoly pro
« =k + 1; tato nerovnost mé pak tvar

1 =>(kk+1)t—k pro t=0,
pfitemZ pro ¢t # 1 je nerovnost ostra. PoloZime-li zde

dostaneme
(h] z(k+ 1)t G"*‘ —k,
Gy

coZ po uZit{ v identitd (1.26) dava:

k G §
Ao 251 At k+1[ 22N 1)—Ic]=
k k
=k+1AL+Gk+1 k+1Gk
éili

@2 (ra—Gr) 2 g (— ).

ProtoZe pro k = 2 je 4, = Q,, plyne z posledn{ nerov-
nosti
A, =26, pro k=23,...,n,

coZ pro k = »n je nerovnost (AG). Jsou-li alespori dvé
z &sel 2,, x,, ..., z, rlizna, je nerovnost (AG) ostra:
Ize totiZ ¢isla z; uspotddat tak, aby bylo z, # x,, a pak
je (jak vime nap¥. uZ z prvnfho dikazu) 4, > G,.

Z (1.27) ihned plyne
(dn—Gy) 2 %(A,,—G,,) pro nz=p=2,
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a specialné tedy
(1.28) (4s—G) = % (43— Gy) .

Ctvrty diikaz nebudeme provadst do viech podrobnosti;
ty si ¢tenaf snadno doplni. Dikaz vyuziva jisté zajimavé
vlastnosti aritmetickych a geometrickych prameéri.
Budiz tedy x > 0 a ptredpokladejme, Ze plati (I.12).
Aritmeticky primér 4,(x) oznadme pismenem a a utvof-
me z vektoru x novy vektor y takto: Prvek x, (nejmensi
prvek v x) nahradime &fslem a, prvek z, (nejvétsi prvek
v x) nahradime éislem z, + z, — a, prvky z,, z,, ...,
Z,_, ponechime beze zmény. Bude tedy y = (y,, ¥.,
-+ Yn1s Yn), kde

Y1 =0, Y = Ta, Y3 = T3y -« o3 Yny = Tagy
Yn =2, + 2p—a.
Ztejmé je
(I.29) A,(y) = Aa.(x) =a,
tj. aritmeticky primér se pfi pfechodu od vektoru x
k vektoru y nezméni. Podivejme se, jak se bude chovat
geometrlcky primér: Podle (I.12) je =, < 2; < z, pro
1=1,2, , 0, a tedy je
e =+ &+ ...+ =
=S4+t .. TS
éxn+xn+ cer T Tn = N2T,
Gili z, < A,(x) < =z,. To znamend, %e je a—z, =0
ax,—a =0, ¢l
0=(@—=z)(tn—a)=
= a(®, + ¥ — @) — 2, %0 = Y)Yn — T1%n .
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Dostali jsme tak nerovnost

T\ Zn = Y1Yn
vyndsobime-li ji kladnym éslem 2,2,...2,_;, =
= Yo¥Ys- - -Yn—1, dostaneme po odmocnéni nerovnost
(1.30) Gu(x) = Galy),

tj. geometricky primér se pfi pfechodu od vektoru x
k vektoru y nezmend{.
Vsimnéme si nyni vektoru y. Jsou dvé moZnosti:

(a) &islo a je nejmensi z &isel y,, y,, ..., ¥a; (b) &islo a
nenf nejmensi z ¢sel y,, 5, ..., Yn.
V piipadé (a) jea < y: pro ¢ =2, 3, ..., n; uvédo-

mime-li si, jak jsou definovana é&fsla y;, dostivame ne-
rovnosti
(1.31)

A5, aS%, ..., 0 82,052, f2,—a.

Sedtenfm téchto nerovnosti dostavdme

m—laLz,+23+ ...+ Ty t+2,+2,—a=
=nds(x)—a =(n—1a
¢ili
n—1las=(nrn—1a.
Zde viak nutnd musi platit rovnost, a tedy musf platit
rovnosti ve véech nerovnostech v (I.31):

=2y =Z3=... =Ty =T, + Tn—0a.

Protofe y, = a, dostivime odtud y, =y, =.
= Y., = a; & protoZe A,(y) = a, plyne odtud, Ze ta.ké
Yo =T, + T, —a = a. Vektor y mé tedy v pi‘ipadé (a)
tvar

(2,a,a,...,06,a).
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V pHpadé (b) bude mezi ¥sly y,, y;, ..., ¥» existovat
dslo mensf neZ a. Ponévad: viak A.(y) =a [viz
(I.29)], musf mezi nimi existovat i &slo vét3i neZ a

(jinak by totiz bylo a = A.(y) <% =a, a to je
spor). Uspotdddame-li tedy &isla yy, s, ..., ¥ podle veli-
kosti: i, Yiyy -+ Yin_y» Y1, bude se &islo a(=y,) vy-
skytovat alespoii jednou mezi &sly yi,, %5, - - i, - *)

Nyni utvotme z vektoru y novy vektor z stejnym po-
stupem jako jsme to uéinili u vektoru x: PoloZ{me

2] =0y 29 = Yigs 23 = Yigs -0y
Zay = Yip_p 2 =Y + Y%, —a
(uvédomte si, Ze jo A.(y) = a). Pak bude (viz (I.29)
a (1.30))
A.(Z) =a a G.(y) =< Ga(2).

Mezi &sly 2,2, ..., 2., se vyskytuje alesponi jedno
&slo a, a protoZe 2, = a, je &fslo a ve vektoru z zastou-
peno alespofi dvakrit. Stejné jako u vektoru y zjistime,
%e bud mé z tvar (g, @, g, ..., a, a), nebo je jedno z &isel
z (¢ = 2) mensf nei a, tj. plati
2iy <Z7'. g Zjy é e é ziﬂ—-l g 21"’ ,

kde z;, <a a mezi &sly z;,, ..., 2;, | se &slo a vyskytuje
alesponi dvakrat.

Budeme-li v tomto procesu pokrafovat, dostaneme
po k-tém kroku (k <n) vektor u = (u,, uy, ..., Un),
v ném% alespofi k é&fsel bude rovnych a, a pfitom bude
platit

An(X) = Auly) = 4u(2) = ... = Au(u) =@,
Gu(x) S Gu(y) £ Gi(2) = ... S Gp(u).

*) DokaZte, Ze nemiiZe byt y;, = a.
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Po nejvyse n—1 krocich dojdeme k vektoru w = (a, a,
...,a), nebot pak bude w, =w,=... =w,, =a,

n n
a tedy také w, = a. Ale G,(w) = Ja.a.....a =|a* =aq,
takZe mame

Ga(X) < Gu(w) = a = 4,(x),

coZ je nerovnost (AG).

Poznamka 1.1. Ditkazem nerovnosti (AG) je dokédzdna
véta 1.1 jako celek. Viimnéte si, Ze jsme dokézali vlast-
né o néco vice; ukazali jsme totiZ, Ze rovnost v (I.10)
plati tehdy a jen tehdy, je-li z, = 2, = ... = 2,.

V jistém smyslu jsou tedy nerovnosti v (I.10) pfesné;
v dal3im viak ukdZeme, Ze existuje celd fada vyrazu
F(z,, z,, ..., T,), které lze vloZit napf. mezi A,(x) a
G, (x). Tvrzeni z prvniho odstavce této poznidmky oviem
zaruduje, %e pro z, =z, = ... = ¥, musi byt

F(zl’ LTI .’17,,) = An(x) = Gﬂ(x) .

Uloha I.1. Ctvrty dikaz nerovnosti (AG) lze upravit
tak, Ze se vyuZiva geometrického priméru G,(x) =g.
Provedte to.

Uvedeme nyni nékolik pfikladi, v nich% jednak uZije-
me nerovnosti z véty I.1, jednak odvodime daléf vztahy
pro praméry.

PFiklad I.1. (2. roénik MO, kategorie A.) Budiz x = (z,,
Zy, ..., &) > 0. Pak platf
I.32)
1, 1 1 .
x1+xz+---+xn)[T+~x—'+---+ ]gn.
1 2

Tn
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Nerovnost (1.32) neni totiZ niéim jinym ne# upravenou
nerovnost{ mezi harmonickym a aritmetickym prims-
rem: Jo H,(x) < A.(x) a z (1.5) plyne

1 = H,(x)4, [%] = A.(x)A, (%J ;

4sobfme-li tuto nerovnost &islem 72, dostdvame
(1.32). — Dokonce z véty 1.1 plyne, Ze rovnost v (I1.32)
nastane tehdy a jen tehdy, bude-li 2, =z, = ... = z,.

Pifklad 1.2. Budiz x >0 a oznadme s =z, + z, +

+ ... + 2, = nd.(x). Pak platf
(133) (1 +2)(1+2)... (1 +20) = kio e

Utijeme-li totiz nerovnost (AG) pro vektor 1 + x (viz
oznateni na str. 13 a 14), bude

(L + 2)(1 + z) ... (14 2a) = [Gall + X)]* S

St +o0pr = [ £ a+m)'=( £ T2

8 n
=0+ 40l = (14 2 .
Podle binomického vzorce je nyni

(2723 ()

1 arn—1)...n—Ek+1)
=14+ Z 21 ) s
n 1 k—1Y) & noogk
=‘+k§ll(1—7] (=) m s E

a (1.33) je dokazano.
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P¥iklad 1.3. BudiZ z, <2, <... Sz, a Y, S = ... =
< Y. Pak platf

w3 (;Ea)(y Ea)s

Tato nerovnost se nazyva Cebydevova a lze ji zapsat ve
tvaru

(1.35) 4,(x). 4a(y) < An(x.y) .
(vyznam symbolu x.y byl vysvétlen na str. 14).

Dikaz: Oznatme S,(x) = 2, + z; -+ ... + 2, = nAd,(x).
Zfejmymi tupravami dostivame
I X (zy—ag) = T (neys— 2Sa(y)) =
i=1 k=1 i=1
= n8n(X.y) — Sa(X)Sa(y) ,

{El ’E (T — xotps) = Z (nziyr — ©Sa(y)) =
= nS.(x.y) — n(x)S (y)-

Setteme-li obé rovnosti, dostaneme po tpravé

nSn(X. y) — Sa(2)Saly) =
1

-5 ‘Z (@ — Ty + Ty — TY)) =

1 k=1

o) —

n n
X I (m— 2 — )
i=1 k=1
Z podminek na z; a y; plyne, Ze vyrazy (z; — z;) a
(i — y) maji stejné znaménko; je tedy (x;i— z:).
n—y)=0proi, bk =1,2, ..., n To viak znamen4,
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ze nS.(x.y) — Sa(x)Sa(y) = 0, a po vynasobeni této
nerovnosti &islem % dostaneme nerovnost A.(x.y) —
— Aa(x)A4.(y) = 0, coZ je (I.35).

Z dikazu je vidét, Ze nerovnost (1.34) plati také za
predpokladu

TI2X 2. 2T 8 Y 2Y = Y-

Nerovnost (1.34) & (I.85) 1ze zobecnit i na vice vekto-
ri: BudiZ z = (2,25, ...,2s) @ 0 <2, <2, < ... £ 25.
Pak plyne z (I1.35)

An(x)An(y)Ax(2) S An(x.y)A4u(Z) ,

nebot A4,(z) = 0. Abychom mohli u#it (I.85) pro vekto-
ry u =xy a z, musi byt z,y, S x,y, < ... = zay.. To
neni obecnd zarudeno; budeme-li viak predpokladat

0=22%S...2%, 02y, =Y S... SV

bude také 0 < z,y;, < z,y, < ... < 2,9, & tedy podle
(1.35) je A.(x.y)A.(z) < A.(x.y.Z) &ili

An(x). Ax(y). Au(x) S Au(x.y. Z).

Odtud specialn® plyne: Je-li m pfirozené &fslo a je-li
x=0,je

(1.36) [0 < Aa(xm) .

Vzorec (I.35) ukazuje, jak lze odhadnout aritmeticky
primér soudinu dvou vektord A,.(x.y). Vzorec pro
aritmeticky primér souétu dvou vektori je jasny:

(L37) A +y) = Aux) + Auly) .
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U geometrického priméru je naopak jednoduchy vzoreé
pro pifpad souéinu dvou vektora: Je-lix =20ay =0,
Je

(1.38) Ga(x.y) = Gu(x).Galy) .

Nez si vSimneme geometrického priméru souétu dvou
vektori, dokéZeme toto tvrzeni:

Véta 1.2. Budif z = (2,2, ...,2s) >0, Go(2) = 1.
Pak je pro kaZdé x >0

(1.39) A.(x.2z) = Gu(x) .

Ke katdému vektoru x > 0 existuje veltor z (zdvisly na x)
tak, e Q,(z) = 1 a Ze v (1.39) plati rovnost.

Dtkaz: Z nerovnosti (AG) pledeviim plyne, Ze
An(x.2Z) = Gu(x. 2); uZijeme-li vak (I.38), je Gp(x.2z) =
= Ga(X).Gn(Z) = Gn(x), nebot G.(z) = 1. Tim je do-
kézéna nerovnost (I.39). Zapidme ji ve tvaru

A,(x.z) = G,(x.2);

podle véty I.1 zde nastiva rovnost tehdy a jen tehdy,
je-li z,2, = 42, = ... = Znz,. Témito rovnostmi je viak
vektor z uréen. Sta&f volit '
_ Ga(x) .
4= T’ 1= ]-: 2:
pak je z; > 0, nebof x > 0 a tedy G.(x) >0, a déle je
zizg = Gu(X) prot = 1,2, ..., n a G,(z) = 1.
Nyni uZ miZeme dokizat toto tvrzeni: Pro x =0
ay =0je

(1.40) Gu(x + y) Z Gu(x) + Guly) -

N
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Diikaz: Je-li nékteré z &isel x; hebo nékteré z &isel y;
rovné nule, je G,(x) = 0 nebo G,(y) = 0 a nerovnost
(1.40) zfejmé plati. Proto mtZeme predpoklidat x > 0,
y >0. Pak podle véty 1.2 existuje k vektoru x 4 y
vektor z* tak, Ze G, (z*) =1 a Gu(x+Yy) =A.[(x+Yy).z¥].
Uzijeme-li vzorce (1.37), obdrzime
(L41)  Galx +y) = Aa((x + y).2%) =

= Aa(x.Z*) + A.(y.z¥).
Podle véty 1.2 je dale An(x.z*) = Gu(x) a A.(y.z*) =
= G,(y); odtud a z (I.41) uz plyne (1.40).

Pifklad 1.4. V pfikladu I.1 jsme dokazali, Ze dolnim
odhadem vyrazu A.(x).A, [%] jo jednitka. Hornt

odhad udévé tato nerovnost: Pro x >0 je

1 [Ma(x) 4 ma(x)]?
(L.42) A,.(x).A,.[—x—] = e

Tato nerovnost plyne z nerovnosti, obsaZené v této véto:

Véta 1.3, Budte a, by (k=1,2,...,n) redlnd C&isla,
.mecht je ay =0 pro k=1,2,...,n a nech! je m =

g% SMoprok=12,..,n Pak platt
k

[43) SR +mM S ad=M+m S ab.
k=1 k=1 k=1

Ditkaz: Zfejmé& plati
[_bi — m] [ — ﬁ] 0} = (b — may) (Ma, —by) = 0
273 Qy
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(k=1,2,...,,n). Seiteme-li viechny tyto nerovnosti,
dostaneme

< 5 (b — may) (Max— by) =
k=1

]

= — b,f-{-(M—]—m) % akbk—mM % a,2‘,
k=1 k=1 k=1

coz je (1.43).
Soudasné je z dikazu vidét, Ze rovnost bude v (1.43)
platit tehdy a jen tehdy, bude-li pro kazdé k platit né-

ktera z rovnosti Z— =m a % = M, tj. bude-li bud
k
by = ma, nebo b, = Ma,.
Nerowvnost (I.42) odvodime z (I.43) takto: Pro
1

x = (znxz, sy xn) >o poloiime bk = VE, a =T:'
Xy

Pak je b— = 2 & m = my(x), M = M,(x). Nerovnost
(I.43) ma tval
(*)

bl
I M2
-

0 -+ ma(x) Malo) 3 wi <

< (Ma(x) + ma(x)) z V..
= (Ma(x) + mn(x))-n

Pouzijeme-li nerovnosti (1.17) pro

a= Vki z, & b= Vm,.(x) M,.(x)k

bude

V__

1
z

Tt
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a tedy podle neroxnosti (*)
ma() Mal) (5 £ ) (-
n k=1

n g

n
2_1_)§
=1 Ty

1 n n 1 72
= g [ Sntmo o 5 ] <
[ma(x) + M)}

< L [ M%) + ma(x)]n2 =

= 4n? 4
Odtud uZ plyne (I.42); rovnost v (1.42) ptitom bude
platit tehdy a jen tehdy, bude-li z, =z, = ... = z,.

Piiklad 1.6. Budiz x = (2, x5, ..., Zs) = 0. Oznadme
S=z,4+z+ ...+, 88 =8S—n—1)x, ==, +
+2+ ... FT—(m—Dx (k=1,2,...,n). Jsou-li
vSechna 8, = 0, pak plati

(I.44) 2y Ty = S8,...8,.

Je totiz Sl+Se+---+Sk—1+Sk+1+~--+Sn=
= (n — 1) x; (ovéite to!) &ili
Sl+Sz+ +Sk—1 +Sk+1+ +Sn

T, =
k n—1

Vpravo stoji aritmeticky primeér vektoru (S,, S,, ...,
Se—1» S415 ---» Su), & podle nerovnosti (AG) je pak

Te = (8383 Sk_ySpsr... S D (B =1,2, ..., 7).
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To je celkem n nerovnost{; znsobime-li jejich levé stra-
ny a jejich pravé strany, dostaneme (I.44).

Priklad 1.6. Oznadme pro x = (z,, Z,, ..., ,) > 0 sym-

bolem x% vektor (x,, %,, ..., Zi_y, Ti gy ..., Zn) & budiZ
. Xtz B
@ = Ay ey = S E B B TR

(=12, ...,n0).
Oznadme dile a vektor (a,, a,, ..., a,) > 0. Pak pia,ti
(1.45) Ga(X) < Go(a) < A,(x).
Dikaz: Je
LTy, . Ty = [xl"’z---“n ]1""—” [_xlxﬂ"'x” ]1/("—1)
T, T2
1/(n-1)
. (a:_l:c;—a:,.] = Gy (XD) Gy (X®) ... Gy (Xx™) .
Podle nerovnosti (AG) je G,_(x¥) < 4,_(x¥) = a;,
a tedy mame
Ty ... %y S 40y ... Ay,
odkud plyne prvni nerovnost v (I.45) odmocnénim.
Pouzijeme-li nerovnosti (AG) pro vektor a, mame

Gu(a) =< Aa(a) = a1+az-:...+an _
NEy, + Ny + oo BBy — Xy — Ty — ... — Ty
n—1
= = _
_EnmtzTt ..+ — A

n
coZ je druhd nerovnost v (I1.45).
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Pfiklad 1.7. BudiZz x% vektor z pfikladu 1.6 a oznaéme

T, Ty ... X, YD .
L] =12 .. n)

= G = (552

Je-li g vektor (gy, g5, ..., g.) >0, plati
(L46) Ga(x) S Au(g) < Au(x).

Dikaz: V pfedchozim pikladu jsme ukazali, %Ze
Gn(x) = G.(g). Z nerovnosti (AG), pouZité pro vektor g,
pak plyne prvni nerovnost v (I.46). Z nerovnosti (AG),
pouZité pro vektor x%, plyne, Ze g; = G, ,(x¥) <
< A4, (x) = g;, takZe také

ht+gt...+g=a+a+..4+a,;
odtud uZ plyne druhd nerovnost v (I.46).

Poznimka I.2. Oba posledni pfiklady mj. ukazuji, Ze
mezi vyrazy G,(x) a A,(x) lze zafadit vyrazy G.(a)
a A.(g), které opdt ziviseji na vektoru x; tim méme
konkrétni ilustraci k poznamce I.1. JestliZze nynf k vekto-
ru a sestrojime vektor b stejnym postupem, jakym
jsme v pfikladu I.6 sestrojili k vektoru x vektor a, bude
podle zminéného piikladu, nerovnosti (I.45), platit

G.(a) = Gu(b) < A.(a);

protozZe viak jo Gu(x) < Ga(a) a A,(@) = A.(x), dostali
jsme daldi vyraz G,(b), ktery opét lze vloZit mezi A4,(x)
a G4(x). A tak bychom mohli pomoci pifkladid 1.6 a 1.7
pokradovat v sestrojovani dalsich vyrazi, které ilustrujf
poznémku I.1.

Nerovnosti (AG) lze vyuzitiv geometri;zkych ilohéch:
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Pfiklad 1.8. V 15. roénfku MO byla v kategorii B zadédna
tato tloha: Je dén kvédr o rozmérech a, b, ¢, ktery nenf
krychle. Soudet objemu krychli o hranach a, b, ¢ je v8taf
neZ trojnidsobny objem daného kvidru; dokaZte.

Zde jde o to dokazat, Ze plati

(1.47) a®+ b+ ¢ >3abc pro a,b,c >0.

To viak plyne ihned z nerovnosti (AG) pro n = 3: Je
z + 1‘2 + x4

]/xlxzx,, =< Pro x = (z,, ,, ;) >0, a ne-

rovnost (1.47) dosta.neme poloZime-li z;, = a?, z, = b3,
z3 = c%. ProtoZe vychozi kvidr neni krychle, jsou
alespoii dvé z ¢isel a, b, ¢ rliznd, a nerovnost je tedy
podle véty I.1 ostra.

Uloha 1.2. Vyteste pomoci nerovnosti (AG) tento (tzv.
tsoperimetricky) problém: Mezi viems trojithelniky o stej-
ném obvodu najit ten, ktery md nejvétst obsah.

Piiklad 1.9. V 17. ro¢niku MO byla v kategorii A zadéna
tato tiloha: Pro kazdg t¥i neziporna éisla z, y, z plati

(1.48) @@ —yz) + yly —Vaz) + 2tz — 2y ) 2 0;
dokaZte. V kterych pfipadech nastane rovnost?
Zde stadi pouzit nerovnosti (AG) pro n = 2, podle
nf% je
—_ 1 — 1 — 1
lrssw+aluss@e@talmyss @+y).
Pak je
zz—yz) + yly —|/2=) + 2 —Jay) =
1 i 1
zele—gwta|+y[v—ge+a]+
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tilt—g @t o] gle—yr+u—ar+
+ (e —2p] 20,

coz je (I.48). Odtud je také vidét, Ze rovnost v (I.48)
nastane tehdy a jen tehdy, bude-li z = y = z.

Pfiklad 1.10. Predpokladejme, %Ze x >0, a nechf jsou
A, a G didna vzorci (I.24). UZijme nyni nerovnosti

(P.1) pro a=k+laprot=ﬂ.Pakje

Ay
Ak+1 ]k+1 Ak+1 _
(2] z a0 —i-
1 1
T4, [k + 1)Aisy — kds] =7 Ten
zde jsme uZili prvniho vzorce v (1.25). Je tedy
Ak+l
Ty = A”;
k+1
Podle druhého vzorce z (I.25) je vSak =, = G(;;‘ ,
k

takZe mame nerovnost

o _ 4l
G: = ap

kterou lze upravit na tvar

Grpr ¥ G ¥V _
(I.49) [_A—,H_l—) = (’Tk) (k = l, 2, ceey W — 1)

Tim jsme vlastn® podali daldf, uz pity dikaz nerov-
nosti (AG): Z (1.49) totiZz plyne, Ze -
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&y d; \?
(&) =(2):
a protoZe vime, fe (G, < A, &ili Ze —* <1, jo také

Aa
Gs
4.

) < Au(x).

Ptiklad 1.11. Pomocf véty 1.2 jsme vyse dokdzali nerov-
nost

(L.40) GulX + y) = Gu(x) + Guly) .

Tuto nerovnost miZeme dokdzat pfimo pomocf nerov-
nosti (AG) a nékolika podetnich obrati: Jeli x =0,
y=20 x+y>0je

1 ax+y 1 & =z 13w _
_nflzt—i-y, n§x1+y.+ni§1:c.~+yf
-l eale) 20 (5 o L)
A"(X+y]+ "[x+y]= x+y + G x-t+y

= G). G [ x+ ] +Galy). G (x+y] 'éf(lr—*_f;()y ),

odkud u% plyne (1.40). [Pou#ili jsme téZ vztahu (I.38)
a (1.15).]

Predchozi pffklad ukazuje, co se stane, zaménime-li
pofadi operaci ,,soutet dvou vektori“ a ,,utvofeni geo-
metrického priméru‘‘. V trochu jiném smyslu pojedna-
via o vysledku zimény operacf ,,s¢ftani‘‘ a ,,tvoFeni pra-
méru (aritmetického, geometrického, harmonického)
nésledujfcf dloha.

Uloha 1.3. Budiz x >0, y > 0. Ziejmé je
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(1.50) z Ay(xy, Yy) = Ay ( X2z, X Yx) *)'
ke=1 k=1 k=1

DokaZte, Ze dale platf
m m m

(I.61) LGz, n) £Gy ( Z 7, X yi)
k=1 k=1 k=1

a

(1.52) Z Hywp, ) S H (Z iy, Z ).
k=1 k=1 k=1

Nékteré vlastnosti vektori x se piendsejf i na aritme-
tické a geometrické priméry:

Uloha 1.4. (22. roénik MO, kategorie A.) Budiz déna po-

sloupnost redlnych éfsel z,, z,, ..., 2;, ... takova, Ze pro
kaZdé k > 1 plati
(I.53) Tpy + Tpiq = 20 .

Dokaite, Ze pro aritmetické priméry 4, = % (x, +
+x;+ ...+ =) (=12, ...) plati

(1.54) Apy + Anyy =24, prokazdén > 1.
Uloha 1.6, Budte z; =0 (i =1,2,3,...) a ozna¥me

n
G, = ]/:::1:1:2 sy (n=1,2,3, ...). UkaZte, %e kdyZ pro
ka?dé k >1 je

(1.55) T Tsr = T
je také
(1.56) G Gy = G pro kaZdén > 1.

*) Pro zjednoduleni jsme zde pouzili oznaéeni Ay(xy, yi)
misto disledndjdiho oznadeni A,((zk, Yk)).
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A nakonec uvedme pro procvideni fadu tloh, které
lze snadno vyfedit pomoci pfedchozich vysledki; jedné
se plevdZné o pouZiti nerovnosti (AQG).

Uloha 1.6. Budi% « ostry thel; dokaZte, e plati
tgatcotga =2.

Uloha 1.7. Doka¥te, Ze pro libovolnou trojici kladnych
tisel a, b, ¢ plati

(@a+ b) (b +c)(c + a) = 8Babe.
Kdy nastane rovnost?
Uloha LS. Budte a, b kladn4 &isla. Pro kterou redlnou
hodnotu ¢ nabyva zlomek tl—z (@ + bt%) nejmensf hodnoty ?

Uloha 1.9. Dokaite, fe pro libovolné kladni &fsle a,, a,,
@3, by, by, b plati

3
V@, F8,) (@z + bs) (@5 + b5) =
3 3

= Vala2a3 + Vblb2b3 .

Uloha 1.10. Dokaite, Ze pro libovolnéd kladné &fsla z;,
Zy, ..., Ty plati

:t,, _1

R I e S L

z;

Uloha 1.11. Doka%te, Ze pro libovolné pfirozené &islo

n > 1 platf
n4 1)
!
'n.<[ ) ]
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Uloha L.12. (a) Mezi viemi obdélnfky o stejném obvodu
naleznéte ten, ktery mé nejvét3f obsah.

(b) Mezi viemi obdélnfky o stejném obsahu

naleznéte ten, ktery mé nejmensf obvod.

Uloha 1.13. Mezi viemi obdélnfky vepsanymi do kruZni-
ce 0 poloméru R naleznéte ten, ktery ma nejvétsf obsah.

Uloha 1.14. Mezi véemi trojtihelnfky o stejném obsahu
naleznéte ten, ktery mé nejmensf obvod.

Uloha I.15. Budiz 0 <m <z, <M pro k=1,2, ..., n.

Budte p, kladnéd &fsla a necht je ;‘.. pr = 1. Dokaite,
k=1

Ze platf

n n —& (M + m) 2
(€.87) (kEl Pii) (kgl a:k] = "ilm

44



		webmaster@dml.cz
	2016-06-29T17:46:51+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




