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V. kapitola

GRECKO-LATINSKE STVORCE
alebo ,
AKO 86 OFICIEROV NESPLNILO ROZKAZ

Stalo sa to vraj niekedy v 18. storo&f. Na sldvnosti malo
nastipit 36 dostojnikov (vtedy ich este volali oficiermi)
povyberanych zo siestich plukov, a to tak, aby z kazdého
pluku bolo vybranych 6 oficierov réznych hodnosti
(v dnesnej terminoldgii by to bol plukovnik, podplukov-
nfk, major, nadporuéik, porudik a podporuéfk). Oficieri
mali utvorit §tvorec zloZeny zo 6 radov po 6 oficieroch,
a to tak, aby v kaZdom rade i zidstupe (matematik by
povedal: v kazdom riadku a stlpci) bolo po 1 oficierovi
'z kaZzdého pluku i z kaZdej hodnosti. Oficieri vdak ne-
splnili rozkaz — jednoducho sa im nepodarilo vymysliet
sp6sob nastupu.

General, ktory slavnost organizoval, sa nahneval a zo
slavnosti odvolal vietkych oficierov &iesteho pluku
a vietkych podporudikov. Potom uZ oficieri vedeli
nastipit predpisanym spésobom. Ak oznaéime plukov-
nikov pismenom e, podplukovnfkov — b, majoroyv — ¢,
nadporuéikov — d, porudikov — e a pluky ozgaéime
gréckymi pismenami a, g, ¥, 6, ¢, ndstupovy tvarzgyzeral
takto:

(37) ax b cy dd ee T
' be ca df ey ad
¢ de ex aff by
dy e ae ba cf

lef ay b3 cc da
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(Symbol be znaéf podplukovnika z 5. pluku, ca majora
z 1. pluku a pod.) Generél bol tento raz spokojny. Nebol
viak spokojny jeden z najgeniilnejsich matematikov,
L. Euler, ktory sa okolo r. 1779 zagal #lohou o 36
oficieroch zaoberat a dospel k nazoru, Ze je neriesitelna;
toto sa viak podarilo dokazat a% r. 1900 G. Tarrymu.

Citatel, ktory si predital prvé dve kapitoly tejto
knihy, sa zaiste nebude éudovat tomu, Ze tento dtvar
sa nazyva grécko-latinsky Stvorec (vyskytuji sa v nom
grécke i latinské pismend) rddu 5 (ma 5 riadkov a 5
stlpcov). Nebude sa dudovat ani tomu, Ze sme okraje
§tvorca oznadili hranatymi zadtvorkami. Ide znovu o ma-
ticu; jej élenmi st v tomto pripade dvojice pismen (jedno
latinské a jedno grécke). Namiesto matice (37) by sme
v8ak mohli napisat aj dve matice

(38) a b c d e a By 6 €
b ¢c d e «a e a fy O
¢c d e a b 0 ¢ a f v
d e a b ¢ y 6 ¢ a f
e a b ¢ d I8 9y 6 ¢ a

ktoré st latinskymi Stvorcami (hoci éleny druhého su
oznatené gréckymi pismenami), a to takymi, Ze na
zodpovedajiicich si miestach oboch matic sa postupne
vystriedaji vietky dvojice zloZené. z jedného z latin-
skych pismen a, b, ¢, d, ¢ a z jedného z gréckych pismen
a, B, v, 6, €. (Takéto dva latinské Stvorce budeme nazy-
vat ortogondlne.) T

Situacia by sa v8ak podstatne nezmenila, keby sme aj
v druhom Stvorci pouzili latinské pismend a, b, ¢, d, e
alebo keby sme na oznadenie &lenov v obidvoth latin-
skych Stvorcoch pouzili &fslice, ako to obydajne budeme
robit. )
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Vidime, Ze pojem grécko-latinského stvorca moéZeme
previest na pojem dvoch ortogonalnych latinskych
stvorcov, ktory si teraz budeme presne definovat:

Latinské stvorce 4 a B radu n nazyvame ortogondine,
ak n? usporiadanych dvojic' [A(¢, §), B(i, )], kde s,
j€{l, 2, ..., n}, je navzijom réznych (takZie si to
vietky usporiadané dvojice [a, b], kde a e M4, b e My,
pritom M, a Mp st mnoZiny, nad ktorymi si dané
latinské &tvorce A a B). '

Ako sme videli, moZno predpokladat, Ze obidva la-
tinské Stvorce sii nad tou istou mnozZinou. Napr. latinské
Stvorce (38) po zmene oznatenia mdZeme uvaZovaf nad
mnoZinou {1, 2, 3, 4, 5} a zapfsaf takto:

(39) T1 2 3 4 5 1 2 3 45
e 2 345 1| _|51 2 3 4
3 45 1 2 4 51 2 3
4 561 2 3 3 45 1 2
5 1 2 3 4 2 3 4 65 1

Citatel, ktory si pozorne prezrie ortogonilne latinské
Stvorce (39), Iahko ndjde pravidlo, pomocou ktorého
sme ich zostavili a zisti, Ze tento ,,trik*“ moZno pou%it
pri lubovolnom neparnom rade:

Teoréma 13 (L. Euler 1782). Pre kadé nepdmpe pri-
rodzené &islo n existujih dva ortogondlne latinské Stvorce
rddu n.

Doékaz vykoname tak, %e dva ortogondlne latinské
Stvorce 4, a 4, priamo zostrojime tym, Ze definujeme
ich &leny v i-tom riadku a j-tom stlpei (1,7 €{1, 2, . . ., n}):

o i—l—j—l,&k’lf'{-?"—l Sn’
Al("o?)—{i+j_-1—n,aki+j—1,>'ﬂu
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.o fi—j+1l,aki—j+1>0,
Az(@.7)—{,;_?'+1+n,aki_.j+ISO.

Postupne sa Iahko presveddime, ze plati:

1. Vietky &leny A, (1, j) aj A,(%, §) st celé &fsla.
2. Pre kazdé ¢, je{l, 2, ..., n} mdme 1 < A,(¢,§) <=,
1 < A,¢,9) <n.
3.4, a A, st latinské Stvorce.
4. Latinské stvorce 4, a 4, st ortogondlne.

Odportdama &itatelovi, aby si podrobne vykonal tieto
tyri body dékazu.

Podstatne taZsia je otdzka, &i plati obdobné teoréma
pre pirne rady. Experimentalne zistime lahko len to, Ze
neexistuji dva ortogonalne latinské Stvorce ridu 2, ale
existujd pre rad 4, napr. tieto:

(40) 1 2 3 4 1
2 4 3 3
3 1 2 4
4 2 1 2

Ako sme uZ povedali, dva ortogonalne latinské stvorce
ridu 6 neexistuji, ale dokaz tohto tvrdenia je obfaZny.
Euler sam dokézal, Ze existuji dva ortogonélne latinské
tvorce TubovoIného ridu 4k (kde k je prirodzené &islo)
a vyslovil hypotézu, Ze neexistuji dva ortogonalne la-
tinské Stvorce Ziadneho rddu 4k — 2 (kde %k je opét
prirodzené &islo). Ako vieme, hypotéza plati pre £ = 1
ak = 2. R. 1958 viak R. C. Bose a 8. S. Shrikhande
zostrojili dva ortogonilne latinské S&tvorce _radu 22
a o rok neskér E. T. Parker zostrojil ortogonalne la-
tinské &tvorce rddu 10, &¢im bola Eulerova hypotéza
vyvritend pre k = 6 a % = 3. Dnes uz vieme, Ze tato

U )
Ll ]
[T R
O = DD
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hypotéza neplati pre Ziadne k > 2 a spoloénym tsilim
mnohych matematikov sa podarilo prist k nasledujiicemu
vysledku, ktorému by sa asi Euler velmi zadudoval:

Teoréma 14 (R. C. Bose, S. S. Shrikhande, E. T.
Parker 1960) Dva ortogondlne latinské Stvorce rddu n
existuji prdve vtedy, kedn # 2an # 6. '

Dékaz tu nemédZeme uviest pre ]eho velki obtaz-
nost.

Ako sme spominali v I. kapitole, latinské §tvorce nam
umoziuji robif experimenty, pri ktorych si polno-
hospodarske pozemky usporiadané vo dvoch smeroch
a do dvahy sa berie efte daldia skutodnost — znak
(napr. druh péenice alebo druh hnojenia). MéZeme vsak
robif aj pokusy, ktoré nemaji nié¢ spoloéného s geo-
metrickymi &tvorcami, pri ktorych sa dany siibor (napr.
kravy, pri ktorych zisfujeme dojivost) triedi sidasne
podla troch znakov (napr. stida, do ktorych si kravy
rozdelené, obdobia, v ktorych sa experimenty robia
a druh krmiva, ktoré kravy dostdvaji). Podobne mé-
Zeme vyuZit aj grécko-latinské Stvorce pri polnohospo-
darskych pokusoch na &tvorcovych parcelach, prifom
skimame stdasne dva dalie znaky (napr. odrodu rastli-
ny i druh hnojenia) alebo pri pokusoch bez nagbrnej
geometricke] interpreticie, kde dany sibor (napkiklad
ziakov skdmanych so zretefom na Studijné vysledky)
triedime stidasne podla &tyroch znakov (napr. obdobie,
trieda a r6zne metodiky vyuéovama jazykov v dvoch
jazykoch). Vznikd otdzka, & moZno polet znakov
takymto sp6sobom este zvisiovat. Odpoved je vo vie-
obecnosti kladné, ak pri katdom znaku rozdelime sibor
na rovnaky a vhodne zvoleny potet skupin (napr. 5,
ked je mozné skiimat stibor aZ podla 6 znakov). K tomu
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viak potrebujeme pojem navzajom ortogondlnych la-
tinskych &tvorcov.

Nech je k prirodzené é&fslo. Hovorime, Ze latinské
Stvorce A,, 4,, ..., A, 84 navzdjom ortogondlne, ak pre
TubovoIné také prirodzené ¢&isla p, ¢, 7e 1 < p < g < n
plati: latinské Stvorce 4, a A, si ortogonalne. Napr.
latinské Stvorce

(41) A, =fl2345] A, =7123457
23451 34512

34512 51234

45123 23451

[ 5123 4] 451 2 3]

Ay =[12345] A, =[12345]
45123 51234

23451 45123

51234 34512

(3451 2] 23451]

radu 5 sti navzdjom ortogonalne, ako sa &itatel Iuhko
presveddi. Ked chceme, mdZeme ich napisat aj vo forme
jedinej matice

1111 2222 3333 4444 5555
2345 3451 4512 5123 1234
3524 4135 5241 1352 2413
4263 5314 1425 2531 3142
5432 1543 2154 3215 -4321

Z teorémy 14 vieme, Ze pre kazdé prirodzené &islo n
rézne od 2 a od 6 existuji asponi dva ortogondlpe latin-
ské Stvorce. V poslednom ¢&ase sa vela tsilia venovalo
urdeniu maximéalneho podtu N(n) navzdjom ortogonal-
nych latinskych §tvorcov radu n. Z teorémy 14 vieme, Ze
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N(2)=N(@6)=1a N(n) >2pren # 2, n # 6. Z exis-
tencie navzajom ortogonalnych latinskych &tvorcov (41)
vyplyva, Ze N(5) > 4. V skutoénosti plati N(5) = 4, ¢o
vyplyva z nasledujiceho vyslédku:

Teoréma 156. Pre kadé prirodzené &islo o > 1 platt
N(n) < n— 1, t. j. neewistuje viac nef p — 1 navadjom
ortogondlnych latinskyjch $tvorcov radu n.

Poznamka. Teoréma neplati pre » = 1, lebo Iubo-
volné dva latinské §tvorce radu 1 sd ortogonalne, takze
modzZeme utvorit lubovolne mnoho navzdjom ortogonal-
nych latinskych stvorcov rddu 1. Tidto skutodnost mé-
Zeme symbolicky vyjadrit takto: N(1) = oo (8itaj:
hodnota N(1) je nekoned&n4).

Doékaz teorémy 15. Predpokladajme, Ze je dané pri-
rodzené &islo k a navzdjom ortogonalne latinské stvorce
A, A, ..., Ay rddun > 1. Treba dokdzat, Zze k < n —

Najprv dané latinské Stvorce ,,normalizujeme’’. Ak
se{l,2, ..., k), nahradme v latinskom §tvorci A, vietky
¢leny, ktoré sa rovnaji élenu A4,(1, 1), ¢islom 1, vietky
fleny rovnajlice sa élenu A,(1, 2) d&islom 2, atd. aZ
vietky ¢&leny rovnajice sa &lenu A,(1,n) nahradime
¢islom n. Tym vznikne z kaZdého 4, normalizovany la-
tinsky Stvorec radu n, ktory oznadime znakom B, (pre
§ =12 ...,n) .

Latinské stvorce B,, B,, ..., B si navzajom ortogo-
nalne. Keby totiZ dva z nich, povedzme B, a B; (1 <
< s <t < k) neboli ortogonalne; vznikli by z élenov na
dvoch réznych odpovedajiicich si miestach v B, a B,
dve rovnaké usporiadané dvojice, t.j. [B,(4, §), Bi(s, §)] =
= [By(I, J), Bi(1, J)] pre nejaké ¢, 4, I, J {1, 2, ..., n},
pridom [4, j] # [I, J). V tom pripade by v8ak aj v pd-
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vodnych latinskych &tvorcoch [A,(, §), A3, j)] a
[4,, J), AuI, J)] boli rovnaké usporiadané dvojioe,
t. j. 4, a A; by neboli ortogonalne, &o je spor s predpo-
kladom.

B,, B,, ..., B si teda normalizované navzajom orto-
gonalne latinské stvorce. KedZe n > 1, existuju v tychto
latinskych &tvorcoch druhé riadky a v nich prvé é&leny
By(2, 1), By(2,1), ..., Bi(2,1). Tieto ¢leny st rézne od 1,
lebo ¢slo 1 je nad nimi (s to normalizované latinské
&tvorce!). Dalej tieto &leny si navzéjom rozne, pretoze,
vzhladom na ortogonilnost a normalizovanost, rovnost
odpovedajicich si &lenov moéZe nastat len v prvom
riadku. Zistili sme teda, Ze &leny B,(2, 1), By(2, 1), ...,
Bi(2, 1) st navzijom rdézne a kaidy z nich sa rovnd
niektorému z é&isel 2, 3, . .., n. KedZe tychto &isel je len
n — 1, musf byt & < n — 1, &0 sme mali dokazat.

Moéieme sa opytaf, pre ktoré n sa dosahuje horny
odhad z teorémy 15, t. j. kedy plati N(n) =n — 1?
(Vtedy hovorime, Ze prisluiné navzijom ortogonélne
latinské Stvorce tvoria kompletni sidstavu.) Lahko zisti-
me, e to plati pre n = 2, 3, 4 a 5. Overme si to:

Zrejme N(2) = 1. Teoréma 13 ndm poskytuje dva
ortogonalne latinské stvorce radu 3, napr.

(42) A, =[1 2 31 Ad,=[1 2 3
[231] [3,12
3 1 2 2 3 1

takZe N(3) = 2. Lahko zostrojime 3 navzijom ortogo-
nalne latinské Stvorce radu 4, napr. takto:

(43) 4, =11 2 3 49 4, =l
2143 3
3412 4
4321 2
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teda N(4) = 3. Rovnost N(5) = 4 vyplyva z toho, %e
latinské Stvorce (41) sii navziajom ortogonalne.

Rovnost N(n) = n— 1 vSak neplati vieobecne. U%
vieme, #e neplati pre » = 6 (lebo N(6) = 1). Je doka-
zané, Ze neplati{ v mnohych pripadoch, napr. pre n = 6,
14, 21, 22, 30, 33, 38, 42, 46, 54, 57, 62, 66, 69, 70, 77,
78, 86, 93, 94, . . Je dale] velks skupma hodnét n, okto-
rych nie je dosial rozhodnuté, & rovnost Nin) = n — 1
pla.ti alebo nie. St to napr. hodnoty'n = 10, 12, 15,

,» 20, 24, 26, 28, 34, 35, 36, 39, 40, 44, 45, 48, 50, 51,
52, 55, 56, 58, 60, 63, 65, 68, 72, 74, 15, 76, 80, 82, 84,
85, 87, 88, 90, 91, 92, 95, 96, 98, 99, 100, . ..

Uvedme, ¢o je zname o N(n) pre n < 30 (ak nie je
zndma presnid hodnota, uvadzame cely interval moz-
nosti):

n |123456789 10 11 12 13 14
Nn)|wl123416782a29 10 6azll 12 2a%10

n 15 1617 18 19 20 21 22
N(n)[3a%14 16 16 2a% 17 18 3az 10 4a% 17 2a% 18

n |23 24 25 26 27 28 29 30
N(n)| 22 3a%23 24 2a%25 26 3 a2 27 28 2 aZ 26

Ako vidno, ostdva eSte vela otvorenych otdzolg, po-
kial ide o &sla N (n). V poslednych rokoch bolo™viak
v tomto smere dosiahnutych vela giastkovych vysledkov.
Uvedme z nich najdélezitejsie:

Z teorémy 14 vyplyva, Ze ak n > 17, tak N(n) > 2.
Dalej plati:

1, Ak n > 43, tak N(n) > 3 (C. C. Shih 1965, R. M.
Wilson 1974).
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Ak n > 53, tak N(n) > 4 (R. Guérin 1966).

. Ak n > 63, tak N(n) > 5 (H. Hanani 1970).

. Ak n > 91, tak N(n) > 6 (R. M. Wilson 1974).

. Existuje také prirodzené &fslo k, Ze pre véetky n > k

17
plat{f N(n) > |/n (R. M. Wilson 1974).

6. Ak n = 4k 4 1 alebon = 4k + 2 (kde k je prirodzené
dislo) a ak sa n nedd napisaf v tvare n = a? + b2, kde
a, b si celé &fsla, tak N(n) #n — 1. (R. H. Bruck
a H. J. Ryser 1949).

4
7.Ak N(n) #n—1, = # 1, tak N(n) < n—l—v2n

(R. H. Bruck 1963).

8. Ak n = p3¢P... r* je kanonicky rozklad prirodzeného
¢isla n > 1 na prvodisla, tak N(n) = min {p=, ¢4, ...,
r7} — 1 (H. F. MacNeish 1922).

Délezity je najmé posledny vysledok, ktory (ak berie-
me do dvahy teorému 15) je zovieobecnenim nasledu-
juiceho tvrdenia: Ak je n prirodzenou mocninou prvo-
&fsla, tak N (n) =n—1 (a teda existuje kompletna
sistava navzijom ortogondlnych latinskych Stvorcov
radu n).

Velkl pozornost matematikov budi najméd najmensi
otvoreny pripad n = 10. Je moZné, Ze existuje 9 navza-
jom ortogonalnych latinskych §tvorcov radu 10. Zatial
sa viak nikomu nepodarilo najst ani tri, hoeci pri vysku-
me boli pouZité i samodinné podftace.

Cvidenia

16. Mo%no usporiadat do 4 radov po 4 kartdch-esd, krélov,
horniky a dolniky zo vietkych 4 farieb (8ervene, zelons, i}lude,
gule) tak, aby v kazdom vodorovnom i zvislom rade bolo po
jednej karte z ka¥dej hodnoty i z ka%dej farby ?
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17. Néjdite vSetky normalizované latinské Stvorce ortogo-
nélne k latinskému &tvorcu a) (8); b) (9); ¢) (10); d) (11).

18, Pokuste sa zovieobecnit konstrukeiu latinskych &tvor-
cov (41) a tym dokdzat: pre kazd¥ prvoéislo n existuje n — 1
(teda kompletné sdstava) navzéjom ortogonélnych latinskych
8tvorcov réddu n.
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