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4. kapitola

PODMIENENA PRAVDEPODOBNOST

Vratme sa k prikladu 3.6. V urne sme mali 7 bielych
a 9 modrych guliek. Pravdepodobnost P(M,) vytiahnu-
tia modrej gulky (pri prvom tahu) je teda 9/16. Ak v3ak
vytiahneme prvi bielu gulku a nevritime ju, pri dru-
hom tahu sa pravdepodobnostné pomery menia. Pravde-
podobnost, Ze bude vytiahnutd modra gulka (za pred-
pokladu, Ze prva vytiahnuta gulka bola biela) je o nieéo
vadsia — 9/15.

V priklade 3.6 sme, pravda, vypo¢itali P(B,) = 7/16,
P(M,) = 9/16 . Ale M, je udalost spodfvajica v tom, Ze
druhé vytiahnuta gulka je modra, bez ohladu na to, aké
bola prvi. (Zikladny priestor 2 pozostiva z dvojfc
tahanych guliek a obsahuje celkom 16.15 prvkov.) Tych
9/15 je pravdepodobnost udalosti M, podmienend tym,
%e sa uskutodnila udalost B,; ozna¢me ju znakom
P(M,| B,). Cim je charakterizovana? Ako ju definovat,
resp. vypo¢itat ?

V priklade 3.6. sme zistili, Ze

7.9 7 9
PB, N M) =675 = 16 " 15

A prave tuto rovnost pouZijeme na definiciu podmiene-
nej pravdepodobnosti.

Definicia 4.1. Nech A, B silubovolnéudalosti, P(B) > 0.
Potom definujeme

= P(B,) P(M;,| B,) .
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p4B) = L “;(2)3) .

Cislo P(A|B) nazgvame podmienenou pravdepodobnostou
udalosty A za podmienky, Ze nastala udalost B.

Priklad 4.1. Mladé dievéa ma 20 potencidlnych pyta-
¢ov. Vie porovnat vlastnosti kazdych dvoch z tych,
ktori ju uz popytali o ruku. Ak sa rozhodne vydat sa,
berie si posledného z tych, ktori ju pytali (odmietnuti
pytadi uz neprichiadzaji do tvahy), a to vtedy, ak je
najlepsi zo vietkych dovtedajsich pytaéov. Povedzme,
ze siedmy pytaé v poradi bol dspesny. Aka je pravde-
podobnost toho, Ze si za muzZe vzalo najlepsieho spo-
medzi vSetkych dvadsiatich ?

Riedenie. Nech A je udalost — dievéina si vybrala naj-
lepsieho spomedzi dvadsiatich mlidencov, B — vybrala
8i najlepsicho spomedzi prvych siedmich. Vieme teda,
ze B nastala a pytame sa na P(A|B)

Sedem prvych pytatov mozno usporiadat celkom 7!
sp6sobmi. Pritom, ak je siedmy pytaé najlepsi, pre-
dos';l}'rch 6 pytaéov modZeme usporiadat 6! spdsobmi.
Preto

!
Py = oL L.

Podobne

P(4) = 210

Uvaime este, Ze A (\ B = A, (Najlepaf spomedzi dvad-
siatich je najlep8im aj spomedzi siedmich.) Teda

1
_PANB 20 7
P(41B) = P(B) 1 20
7
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Cvidenia

4.1. Na Prirodovedecke) fakulte 8tudujo 30 9%, posluchdcov
matematiku, 20 9%, matematiku a) fyziku. Akéd je pravdepo-
dobnost toho, Ze Student §tudujict matematiku bude dtudovat
aj fyziku ?

4.2, Hré¢ vytiahol 4 karty spomedzi 52 kanastovych kariet;
vBetky su &ervené. Aké je pravdepodobnost toho, Ze vSetky 4
budi srdcové alebo vSetky atyri budu kdrové?

4.8. Dané st pravdepodobnosti P(4) = 1/2, P(B) = 1/3,
P4 Q B) = 1/6. Vypotitajte P(A4|B), P(B|A), P (A'|B"),
P(B'[4").

4.4. Dané su pravdepodobnosti P(4), P(B), P(A () B).
Vypotitajte P(A|B).

4.5. Vypotitajte P(B|A) v pripade, Ze A C B.

4.6. Vypotitajte P(B|A) v pripade, 2e 4 () B = B..

Priklad 4.2. Z mesta X do mesta Y sa moZno dostat
dvomi cestami podla priloZenej mapy. Automobilista,
ktory nepozné cestu sa vyda spravnym smerom, ale na
ka¥dej kriovatke sa rozhoduje ndhodne; vietky moi-
nosti si rovnako pravdepodobné. Aka je pravdepodob-
nost, Ze automobilista pride do mesta Y ?

Obr. 7

Riefente. Oznaéme znakom A udalost — automobi-
lista pride do Y, B, — automobilista sa vybral po dolnej
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(pravej) ceste, B, — po hornej (lavej) ceste. Podla pod-
mienok dlohy, P(B,) = P(B,) = 1/2. Ak sa ale vydal po
hornej ceste, potom pravdepodobnost, Ze najde Y je
1/3 (md& 3 rovnako pravdepodobnosé moZnosti), teda
P(A|B;) = 1/3. Podobne dostaneme, Ze P(4|B,) = 1/2.
Uvaime, Ze '

4=(4 N B,) U (4 N By)

Skutoéne, ak we 4 (automobilista prisiel do Y), tak
alebo w € B, [} A (prigiel do Y po dolnej ceste), alebo
w€B; N A (priSiel do Y po hornej ceste), teda 4 C
C (4 N B,) U4 N B,); podobne sa dokdZe opalnd
inklizia. Pretoze 4 N B,, 4 (\ B, sa navzajom vyludu-
ja (cesty B,, B, sa pretni aZ v Y), mame

P(4) = P(4 ( B,) + P(4 (\ By =
— P(B,) P(4]B,) + P(B,) P(4|B,) =

_1 1 1 1_5
B L T S TR

Postup, ktory sme pouZili v priklade 4.2 mozno zo-
vieobecnif. Nech
A Cng" BNB; =8 (s+#j).
Potom
A=ANB)VUMANB)U ... U4 NB,),
teda
P(4) = P(ANB) + PANBy) + ... + PA N B,) =
—~ P(B,) P(A|B,) + P(B,) P(AIB,) + ... +
+ P(B,) P(A|B,) ,
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alebo kratko zapisané
n

P(4) = 3 P(B;) P(A| B)) .

=1

Priklad 4.3. Matematicky pavilon v Mlynskej doline
v Bratislave stojf na dost nezndmom mieste M. Aka je
pravdepodobnost, Ze Student motorista ho najde? Pri-
tom z hlavnej cesty na vedlajSiu odboduje s pravde-
podobnosfou 1/3; pri krizovatke ciest rovnakého vyzna-
mu mé kaZzdd z moZnosti rovnakd pravdepodobnost.
Student za&ne hladat pri Lafranconi L smerom von z mes-
ta (L — V) a prestane hladaf, ak prejde dvakrat po
tom istom mieste, alebo ak pride na Prazska cestu (P),
Devinsku cestu (D), pred televizne &tddio (7') alebo na
cintorin v Slaviéom udoli (C). (Prirodzene prestane hla-
dat aj vtedy, ked najde Matematicky pavilén M)

D M c
T
B H K
L
Y s °

Obr. 8§(Hlavnymi su cesty LVSP a LVBD.)

Riedenie. Student m4 dve moznosti B,, B,. Bud pdjde
vlavo (V, B), alebo vpravo (¥, S). Ak sa d4 po ceste B,,
1 1 1 .
3% =g (najprv

odbotuje na vedlajsiu cestu pri botanickej zdhrade B,

pravdepodobnost, Ze niajde M je
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potom prechadza kriZovatkou H ciest rovnakého vyzna-
mu). Ak sa da po ceste B,, pravdepodobnost, Ze najde

1 1 1 1
M (t. j., Ze pOjde po ceste S, K, H, M)]e—é— ERC R

Preto (oznaéme najdenie M na prvy pokus znakom M,)
P(M,) = P(B,) P(M,| B,) + P(B;) P(M,|B,) =
1 1 1 1 1

T et I 9

Uvedeny vysledok je v stlade s naSou skisenostou.
Najst Matematicky pavilon v Mlynskej doline je dost
fazlké.

Priklad 4.4. Povedzme, Ze po uvedomenf si netspechu
Student pokus najst M zopakuje podla tych istych pra-
vidiel. Aka je pravdepodobnost toho, Ze Student ndjde
Matematicky pavilén pri tychto dvoch pokusoch ?

Riedente. Oznaéme znakom M, udalost: tudent najde
M pri druhom pokuse. Potom

P(M,) = P(M, N\ P)+ P(M, N T) + P(M, N C) +

+ P(M, N\ D)+ P(M, N L) =

= P(P) P(M| P) + P(T) PUM,|T) + ... +

+ P(L) P(M,|L).
(Do L sa dostava, ak pri prvom pokuse prejde dvakrat to
isté miesto t.j. V. V tom pripade odchidza k L a otod&i
sa.) Vidno, Ze treba najprv vypoé&itat pravdepodobnosti
P, T,C, D, L (pri prvom pokuse). Podobne ako pri vy-
pocte P(M,) dostaneme

1 2 l 1 1 25
P(P)—'——+ "3 g
‘_..,_w —

2
Lv,s,p L, V,BHK,S,P

W'n—l
N':—-
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1 1 1 1 a1
=553 3+te 333 120 M0=p
—— — —
LV,S§8,K,T L, V,B,HK,T
1 2 1 1 1 1 1 25
O =g 3+te 3353 2~ 7
L p— - > -
Lv,B,D L,V,8,K,H B,D
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
=g 3333 23377 %

LVBHKSV LVSKHBV
(Vimnime si, pre kontrélu, e P(M,) + P(P) + ... +
+ P(L) = 1.) Potitajme teraz podmienené pravdepo-
dobnosti

1 1 1 2 1 1 1 1
P(M2|P) =?. . + . . . ‘

7
1 1 1 1 1 1
P(MT) = P C) = 55+ 5 5 5

3
1 1.1 11 13
2 '3 2 2 3 2 72
1 1 2 1 1 1 1 5
PULID) = 55+ 33332~ 27
1 1 1 1 I. 1 1 1
PMID =533 2 tT 320

Po dosadeni dostaneme

25 1 1 13 1 13
PMy) =gt et 2t

% 5 1 1 .
75 21 T 369 = %190
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Pri dvoch pokusoch (M, ﬂ M, = 9) je teda
P(M, U M,) = 0,111 + 0,135 = 0,246 .

Priklad 4.56. Predpokladajme teraz, Ze Student pod-
nikne len jeden pokus, ale nekonéf ho v pripade, Ze pre-
chidza dvakrat po tom istom mieste. Aka je pravde-
podobnost toho, Ze najde M ?

Riedente. Student mé v podstate dve moznosti: Todit
sa v smere hodinovych rulidiek a pritom hladat M,
‘alebo todit. sa. naopa.k (Predpokladajme, Ze neméze
oto¢if .automobil do protismeru.) Pra.vdepodobnosﬁ jed-
nej lavotodivej otadky (zaéiname medzi H a B) je

1 1 1

11 1 1 1
2 23 3 2 2

'Pati(;hne pljaivdepo&bbnosﬁ. 'jecinej pravotodive] otacky
(za¢neme medzi H a K}-je

Preto
PO =g g g3t g g gyt
R R IR
Tt T 3yt
R S A CIAS
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—t i+t +E )+
T 72 T 728 g
1 (., 1 1 ‘
tplttat )=
1 1 18
—361_L+121_L—71'
72 72

Vidime tgda, Ze pravdepodobnost tspechu sa zvysi
celkom nepatrne. Neoplati sa teda motaf dvakrat
(dokonca nekoneéne velakrit) po tom istom mieste.

Cvilenia

4.7, Majme 4 urny. V prvej si 3 biele a 2 ¢ierne gulodky,
v druhej 2 biele a 2 &ierne, v tretej 1 biela 4 &ierne a vo §tvrtej
5 bielych a jedna é&ierna. Ndhodne vyberieme jednu urnu
a z ne) gulo¢ku. Akd je pravdepodobnost toho, Ze bude biela ?

4.8. Prvy stroj vyrdba 50 9, vyrobkov uréitého druhu, dru-
hy stroj 30 % & treti stroj 20 %. Z toho chybnych vyrobkov
je u prvého stroja 3 9, u druhého 4 9, u tretiecho 5 9%,. Akd je
pravdepodobnost toho, Ze nédhodne vybraty vyrobok bude
chybny ?

Priklad 4.6. Predpokladajme, Ze v urditom mieste po-
gas sezény patinu dnf préf, inokedy je pekne. Predpoved
dédzda byva chybna v polovici pripadov, predpoved'
pekného poéa,ma v desatine pripadov. Aka je pravde-
podobnost toho, Ze predpoved podasia na niektory den
bude spravna?

Riedenie. Nech udalost 4, znamena, Ze prsf, 4, — je
pekne, B, — predpovedali daZd, B, — predpovedali pek-
né podasie. Mdme vypoditat P((4, (Y B,) U (4, N B,))=
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P4, N B,) + P(4,  B,). Pritom vieme, 7e P(4,) =
= 1/5, P(Az) = 4/5; P(AllBl) = 1/2, P(4,|B,) = 1/10,
P(4,|B;) = 9/10 . Zrejme
P(4,) = P(4, N B)) + P(4, N B,) =
= P(AIIBI) P(Bl) + P(Alle) P(Ba) =
= P(AIIBI) P(Bl) + P(A1|Bz) (1 _'P(Bl));

teda
! _Ypeyra_pa
=7 ( 1)+1—0( — P(B,)) .
Odtial dostavame
PB)=-~, PB)=-1—L -3
(1)—4: 2)— —T=T
Preto
1 1 1
P(4, (\ B,) = P(B) P4,|B) =+ =+,
3 9 27
P(Aanz)—P(B)P(A|Bz)—T 1—0=4—,
. 1 27 4
P(AlnBl)‘l‘P(Aanz):? _43=?

Priklad 4.7. V herni hrd hra¢, ktory mé 50 Kés. Pri
kazdej hre moze s rovnakou pravdepodobnosfou vyhrat
resp. prehrat 1 Kés. Zaumienil si hrat dovtedy, kym ne-’
bude mat 100 Ké&s. Aka je pravdepodobnost toho, Ze
pride o vSetky peniaze?

Riedenie. Nech p(x) je pravdepodobnost toho, Ze hrag,
ktory ma z korin prlde pri danych pravidlach (a predsa,—
vzati mat 100 Kés) o victky. Zrejme p(0) = 1, p(100) —=
= 0,
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Pri prvej hre si dve moznosti. Bud vyhrda 1 Kés
(potom md x 4+ 1 Kd&s) a vtedy je pravdepodobnost
bankrotu p(xz + 1), alebo prehrd 1 Kés a pravdepodob-
nost bankrotu je p(xr — 1). Vzhladom na to, Ze pravde-
podobnost vyhry i prehry je 1/2, médme

p@) = 3 pl@+ 1) + 5 ple—1).

Riesenie tejto rovnice najdeme skusmo: kazda linedrna
funkcia p(z) = cx 4+ d je jej riesenim. Z podmienok
p(0) = 1, p(100) = 0 dostavame

1=d, 0=100c+1,

teda
x
plx) = 1 — oo
¥ . 50 1
V naSom pripade je z = 50, teda p(50) = 1 — o0 =3

Priklad 4.8. Opity ¢&lovek stoji krok od priepasti
a pohybuje sa po jednej priamke (kolmej na smer prie-
pasti), pricom pravdepodobnost toho, Ze urobf krok
k priepasti je p (p < 1/2). Aka je pravdepodobnost toho,
%e spadne do priepasti ?

Riedente. Oznadme znakom K, resp. K, udalost spo-
¢ivajicu v tom, Ze opity spadne do priepasti, ak je jeden
resp. dva kroky od nej. Miame vypoéditat P(K,). PretoZe
pravdepodobnost toho, Ze opity urobi krok k priepasti
resp. od priepasti je p resp. 1 — p, mime

P(K,) = p + (1 —p) P(K,) .

K, sa moZe uskutodnit len tak, Ze opity sa dostane zo
vzdialenosti 2 krokov do vzdialenosti 1 kroku od prie-
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pasti (pravdepodobnost éoho je taki istd ako P(K),))
a potom zo vzdialenosti 1 kroku do vzdialenosti 0 krokov
(to je udalost K,), teda

P(Kz) = P(Kl) P(Kl) .
Odtial dostavame kvadratickd rovnicu
P(K,) = p + (1 — p) (P(K,))*

(1 —p) (P(K,))* — P(K)) +p=0.
Jej rieSenie je .
(P(Khs = l ivl—4p(l—p)

alebo

2(1 —p)
_ 1 J0T—2pfF _1x|1—2p|
2(1 —p) 2(1 — p)
PretoZe p < 1/2, plati |1 — 2p; = 1 — 2p, teda

1
_1+Q—2p
(P(Kl) 1.2 — 2(1 _up) - \ P
l1—p
Pravdepodobnosf toho, Ze opity spadne do priepasti je
p/(1 — p).
Rozmanité dlohy moZno riedif aj pomocou tzv. Baye-

sovej formule. Skér ako by sme ju odévodnili vo vieobec-
nosti vysvetlime ju na priklade.

Priklad 4.9. Na fakulte Studuje 60 9, dievéat. Spo-
medzi chlapcov Studuje matematiku 25 9,, spomedzi
dievéat 10 9%,. Akd je pravdepodobnosf toho, Ze ndhodne
vybraty student matematiky bude dievéa ?
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RieSente. Vieme, Ze P(D) = 0,6, P(Ch) = 0,4,
P(M|Ch) = 0,25, P(M|D) = 0,1. Mame vypoéitat
P(D|M). Vyjdeme z rovnosti

P(D N M) = P(M) P(D\M),
P(D N M)=PD) PM|D).
Odtial

P(D|M) = P(D) P(M|D)  0,6.0,1 0,06

P(M) = TP ~ P

Pravdepodobnost P(M) vypotitame obvyklym spdso-
bom.
P(M) = P(D N\ M) + P(Ch N M) =
— P(D) P(M|D) + P(Ch) P(M|Ch) —
= 0,6.0,1 4 0,4.0,25 = 0,16 .

Preto

0,06 3
P(DIM) = oo = 5

Uvedent dvahu mdZeme urobit aj vo vSeobecnejsom

pripade. Nech M C {J D;, pricom D; s navziajom
i=1

disjunktné. (V predoslom priklade bolo n = 2, D, = D,

D, = Ch.) Potom

P(M) ’
priéom
P(M) = 3. P(M (\ D) = 5, P(D)) P(M| D),
teda B
P(D,IM) — nP(Di) P(MID,)

2 P(D) P(M| Dy)
A to je uz Bayesov' vz.orec.
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Cvidenia

4.9. Majme 3 urny. V prvej su 3 biole & 2 Cervend gulky,
v druhej 1 biela a 4 &ervené, v tretej 2 biele a 3 ¢ervené. Né-
hodne vyberieme gulku z niektore) ndhodne vybratej urny.
Vidime, Ze je biela. Akd je pravdepodobnost toho, Ze bola vy-
tishnutd z prvej urny ?

4.10. Prvy stro) vyrdba 50 9% vyrobkov uréitého druhu,
druhy stroj 30 %, treti 20 9%. Chybnych vyrobkov sa na prvom
stroji vyrobi 3 9%, na druhom 4 9%, na tretom 5 9;. Vyberieme
jeden vyrobok a zistime Ze je chybny. Akd je pravdepodobnost
toho, Ze bol vyrobeny na prvom stroji?

4.11. V urditej oblasti je 60 9, Zien. VysSich ako 180 c¢m
je pritom 4 9% muZov a 1 9% Zien. Niektord osoba je vys3sia
ako 180 cm. Akéd je pravdepodobnost toho, Ze je to Zena ?

4,12, V urne su tri gulky. Su biele a &ierne, ale nevieme, kto-
rych je kolko. V8etky hypotézy (3 biele, 2 biele a 1 &ierna,
1 biela a 2 &ierne, 3 é&ierne) si rovnako pravdepodobné. Vy-
tiahneme jednu gulku a vidime, Ze je biela. Aké sui podmienenéd
pravdépodobnosti jednotlivych hypotéz ?

4.18. Pri vySetrovani pacienta je podozrenie na tri na-
vzéjom sa vyluéujice choroby s pravdepodobnostou vyskytu
0,3 resp. 0,6 resp. 0,2. Laboratérna skuska ddve kladny vy-
sledok u 15 9, chorych na prvii chorobu, u 30 % na druhi
a 20 9% na tretiu. Aké si pravdepodobnosti jednotlivych
ﬁhoréb po vykonani laboratérnej skidky s kladnym vysled-

om ?

4.14. RieSte podobni ilohu ako v 4.13 s tym rozdielom, Ze
laboratérna skuske je urobend pétkrdt a ddva v Styroch pri-
padoch kladny v jednom zédporny vysledok.
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