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5. kapitola

KONVERGENCE
V METRICKEM PROSTORU

Piipomeiime nejprve nékteré pojmy a tvrzeni o posloup-
nostech redlnych ¢&isel.

Budiz tedy {a,} , posloupnost realnych &sel a budiz
a, redlné ¢islo.

Rekneme, %e posloupnost {a,}2., konverguje k &slu a,
[a zapiSeme to symbolem

(67) lim a, = a, nebo a, — a,)

f—+w
jestlize ke kazdému kladnému &fslu ¢ existuje pfirozené
éislo N = N(e)*) tak, Ze pro viechna n > N je

(68) lan —ay| <e

Rekneme-h, Ze posloupnost {a,.}>, konverguje (nebo
Ze je konvergentm), minime tim, Ze existuje néjaké éfslo
a, tak, Ze

-ay = lim a,

Ziejmé plati: Posloupnost {a,}>., konverguje k &slu
a, pravé tehdy, kdyz posloupnost {a, — @}, konver-
guje k nule (tj. k é&islu nula).

Jsou-li {a.}>, a {b,}>, dvé posloupnosti a plati-li:

|ba| < |@a| pro véechna n > N

*) Tim opét zduirazhujeme, %o &islo N muZe zdviset na &isle e.
!
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kde N je néjaké pfirozené &fslo, a je-li navic lim a, = 0,
je také lim b, = 0. oo

Plati tzv. Bolzanovo-Cauchyovo kritérium:
Posloupnost {a,},2, konverguje pravé tehdy, plati-liz
Ke kazdému kladnému &islu ¢ existuje &islo N, = N,(¢)
tak, Ze pro viechnam > N, an > N, je :

(69) |an —aa| <e

Tolik tedy na zopakovini. Vidime, Ze podstatné p¥i
konvergenci je, aby vzddlenost ¢&isel a, a a, (tj. éislo
lan — ao|) byla pro dosti velkd » dostatedné mald.
Lze proto otekivat, Ze pomoci metriky, kterd vzdile-
nost zobecnuje, lze 2avést pojem konvergence i v obec-
nych metrickych prostorech.

Definice 11. BudiZ {M, g} metricky prostor, z, prvek
mnoziny M a {z,}>, posloupnost prvki mnoZiny M.
Rekneme, Ze posloupnost {x,}2_, konverguje k proku z,
(v metrickém prostoru {M, o}) [a zapiSeme to symbolem
(70) lim x, = 2z, nebo z, = z,]
"o ®

jestlize posloupnost nezapornych ¢&isel a, = o(x,, %,)
konverguje k nule, tj. plati-li

(71) lim (e, %) = 0

Rekneme, Ze posloupnost {x,}?°, konverguje nebo je
konvergentni (v {M,p}), existuje-li prvek =, z M,
k némuz konverguje. Tento prvek z, pak nazyvdme

limitow nebo limitnim prvkem posloupnosti {z,}>,.
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Poznidmka 20. RozepiSeme-li vztah (71) podle definice
konvergence &iselnych posloupnosti z uvodu této kapi-
toly, znamena konvergence x, 6 z, v {M, o} toto:
Ke kaZdému kladnému &islu e existuje prirozené Cislo
N = N(¢) tak, Ze pro vdechna n > N je

(72) 0(%n, ) <&

Musf tedy byt dostateéné mala vzdalenost (v {M, o}!!)
prvki z, a z,. Zde je ihned vidét analogii vztahu (72)
se vztahem (68).

Priklad 55. Konvergence &iselnych posloupnosti {a,}2,,
jak jsme o ni hovofili na zatitku kapitoly, neni nic
jiného nez konvergence v metrickém prostoru {E,, d}.

P#iklad 56. BudiZ {,}>, posloupnost bodd prostoru
Ey: x, = [Xny, Zna, Tas). Konvergence této posloupnosti
k bodu z, = [z, Zy2, Ze3] Vv metrickém prostoru {E;, p}
Znamens, %e

il;m P&, Tp) = li\m (|ny — Tor| + |Tnz — Toa| +
+ |ng — Tge|) = 0

ProtoZe 0 < |wn; — 24| < P2, ,) Pro ¢ = 1, 2, 3, kon-
verguje k nule také ¢iselnd posloupnost {2, — T}y
neboli posloupnost {z.}:>, konverguje k é&fslu zy (2 =
= 1, 2, 3). Konvergence z, = z, v {E;, p} tedy znamenda

konvergenci ¢# &iselnych posloupnosti:
Zayr > To1; Tng —> Tozs  Tng —> Tog

Jinymi slovy: Posloupnost prvnich sloZek (soufadnic)
bodi z, konverguje k prvni sloZce (soufadnici) limitniho
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bodu z,, posloupnost druhych sloZek (soufadnic) boda
z, konverguje k druhé sloice (soufadnici) bodu =,
a posloupnost tfetich sloZzek (soufadnic) bodu z, kon-
verguje ke tietf sloZce (soufadnici) bodu z,. Proto o kon-
vergenci v {E;, p} hovofime jako o konvergenci po sloz-
kdch nebo o konvergenct po souradnicich.

Priklad 57. V piikladu 14 jsme zavedli metricky pro-
stor {P, n}. Definujme nyni v tomto prostoru posloup-
nost polynomu %, = z,(t) takto:

a:,.(t)=%t"+ 1l pro0=it<1an=123,...
Takto definovand posloupnost {z,};_, konverguje v{P,n}

k prvku (polynomu) z, = z,(¢!) definovanému takto:
Zo(¢) = 1 pro viechna ¢ z intervalu (0,1). Je totiz

1
75(Tn, Xo) = MaxX [Tn(t) — o(t)] = max |—*+ 1 — 1‘ =
osisl ost<t | M
1 1
= max —t"' =—
ost<1|M | n

tj. posloupnost {7(x,, x,)}, je diselna posloupnost{%}
=1
a ta konverguje k nule. Je tedy z, = lim =, v {P, a}.
7> ’

P#iklad 58. Budiz {M, ¢} libovolny metricky prostor
a budi? v ném dana posloupnost {z,}2,, kterd mé tuto
vlastnost: Od jistého indexu N, poéinaje se v ni opakuje
stale tyZ prvek z, z M, tj. pron = N, je #, = z,; prvky
Z,, Ty, - . ., Ty,—; pFitom mohou byt libovolné prvky z M.
Pak plati: ‘ ‘
- limz, =2z, v {M,p)}

>0
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Staéi totiz ke kazdému kladnému é&fslu & volit za &islo
N = N(e) z definice 11 nase &fslo Ny: Pro n > N, je
z, = z, a tedy o(x,, x,) = 0 < ¢, takie je splnéna pod-
minka (72).

PFiklad 59. Budiz M libovolnd mnoZina a p metrika
na M, dana vzorcem (45). Pak plati: Posloupnost {z,}>,
prvkd z M konverguje k prvku z, z M pravé tehdy,
jsou-li od jistého indexu N, poéinaje vSechny prvky
posloupnost {z,}>., totoZné s prvkem z,. Plyne to
z predchézejiciho piikladu a z toho, Ze kdyby tomu tak
nebylo, tj. kdyby pro kafdé N > 0 existoval né&jaky
index n > N tak, Ze by bylo x,, # z,, bylo by o(,, z,) =
= 1 a podm{nka (72) by nemohla byt (pfi ¢ < 1) splnéna
pro vdechna n > N. — Konvergentni posloupnosti v na-
sem metrickém prostoru {M, ¢} maji tedy velmi jedno-
duchou strukturu — vypadaji asi takto:

{1, oy o v oy Ty Ty Toy Loy « v 0y Loy Ly Lgy ++ -}

tj. od jistého indexu N se neustile opakuje tyZz prvek
zy, ktery je také limitnim prvkem této posloupnosti
(¢islo N miZe byt i dosti velké a muZe byt pro razné
posloupnosti tohoto typu razné). Jiné konvergentni po-
sloupnosti v tomto metrickém prostoru nejsou.

Uloha 12. Dokaite, %o podobna situace nastane i v me-
trickém prostoru {M, d} z piikladu 27.

Pfiklad 60. Budiz {M, g} libovolny metricky prostor
a nechf mnoZina M obsahuje alespon dva rizné prvky
z, a ,. Posloupnost

(73) {1, Ty, By, Ta, Ty, Tgy o0y Ty, Tay oo}

pak neni{ konvergentni v {M, ¢}. DokédZeme to sporem:
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ProtoZe je x, # x,, je o(z,,x,) = r > 0. Predpokla-
dejme, Ze nase posloupnost mé limitu z,, a zvolme za ¢

v definici 11 é&fslo %r. Pak existuje N-tak, Ze pro
. 1 .. 1
n > N je o(xy, z,) <?r, tj. Je o(xy, xy) <—2-r a také

o(x,, ,) <%r (mezi prvky x, se pro n > N stifidaji
prvky x, a ;). Ale ztrojihelnikové nerovnosti C plyne
1 1

T =0(2, T5) = 0(®,, To) + (%o, 3) <?7’ + 5 r="
tj. r. <r, a to je hledany spor. Posloupnost (73) proto
nemd limitu v {M, p}.

Ctenat si jist® snadno sestroji dalsi ptiklady ‘poslou'p-
nosti, které nekonverguji. Platf vSak tato véta:
Véta 14. Konvergenini posloupnost v {M, o} maZe mit
jen jednu limitu.

Duakaz: BudiZ {z,};., posloupnost prvki mnoZiny M
a necht existuji prvky =z, a y, z M tak, Ze z, =2 x,
v {M, 0} a soudasné z, ED—) Yo Vv {M, p}. UkaZeme, Ze

musi byt z, = y,. PFedpoklidejme proto, Ze z, # y,,
a oznadme g(z4, y¥o) = r > 0. Zvolme za ¢ v definici 11

&slo —l—r. Protoze x, = z,, existuje &islo N, = N,(¢)

2 ®
. 1 y
tak, Ze pro n > N, je o(za, 2,) <gr Protoie z, =2 y,,

existuje ¢islo N, = N,(e) tak, Ze pron > N, je o(xn, ¥o) <
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<%r. Oznadime-li N vétsi z &isel N,, N,, bude pro
n > N podle trojihelnikové nerovnosti platit

7 = 0(%o, Yo) = 0(%o> Tu) + (%, Yo) < r + r=r,

t] r <r. To je v3ak spor s predpokladem Ty F Yo
a proto musfi byt z, = y,.

Pozndmka 21. Vratme se jesté k definici 11 a k po-
znimce 20. Vztah (72) fika, Ze v kouli K(x,,¢) leZi
prvek posloupnosti {z,};>, [dokonce tam lezi viechny
prvky posloupnosti poéinaje (N 4+ 1) — nfm!]. MiZeme
to vyslovit takto: Je-li prvek z, limitou posloupnosti
{za}, v {M, g}, lezi v kazdé kouli K(x,, €) (tj. pro kazdé
¢ > 0) nekone¢né mnoho prvki posloupnosti {z,};>;.
To nas privadi k tomuto novému pojmu:

Definice 12. BudiZ {M, ¢} metricky prostor a {z,}2,
posloupnost prvkd mnoZiny M. Rekneme, %e prvek z,
z M je hromadnym bodem posloupnosti {z,}°,, jestliZe
v kazdé kouli K(z,,7) (tj. pro kazdé r > 0) lezi neko-
neéné mnoho prvki posloupnosti {x,};,.

Srovnani definice 12 s pozndmkou 21 dovoluje vy-
slovit ihned toto tvrzeni:

KaZdd limita posloupnosti je hromadngm bodem této
posloupnosti.

Opak ovSem neplati; ukazuje to nasledujici piiklad.
Pfiklad 61. Vratme se k posloupnosti z ptikladu 60.

Ta nemé Ziadnou limitu, ma vsak hromadny bod. Hro-
madnym bodem je prvek x,, nebot kazda koule K(x,, r)
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obsahuje nekone¢né mnoho prvki posloupnosti (73):
prvni, tfeti paty atd., zkratka vSechny prvky s lichym
indexem. — Ze stejnych dévoda je také prvek z, hro-
madnym bodem posloupnosti (73).

Tento piiklad také ukazuje, Ze pro hromadné body
posloupnosti neplati analogie véty 14!

Podobné jako pojmy z pfedchéazejicich kapitol zdvisf
také pojem konvergence na metrickém prostoru {M, g},
s nfmZ pracujeme. Ukazuje to nédsledujici pfiklad; nej-
prve viak dokaZeme jednu jednoduchou vétu:

Véta 15. Budi {M, o} metricky prostor a S C M. Didle
budiz {x,}2., posloupnost prvka z S. JestliZe tato posloup-
nost konverguje v {S, o} k proku x,, konverguje i v {M, g}
k témuZ proku.

Dikaz: Protoze je S C M, je podle véty 1 také {S, o}
metricky prostor. JestliZe posloupnost {r,}>, konver-
guje v {8, g}, znamens to, Ze existuje prvek z, z S tak,

ze x, = lim x,, ¢ili Ze ke kaidému kladnému é&fslu ¢
fn-—>w

existuje &fslo N tak, Ze pro » > N je o(z,, T,) <e.
Ale protoZe z, patii také do M a metrika je v M iv 8
stejnd, Zznamena to, Ze x, = x, v {M, p}, a véta je doka-
zana. @

Ptiklad 62. Budiz I otevieny interval (0,1). Pak je
I CE, a{l,d)} je podle véty 1 metricky prostor. Zvolme
v I posloupnost {x,}>,, jejiZ prvky jsou definoviny

n rd
o (=1, 2,3, ...). Unime ukéizat,
e Ciselnd posloupnost {z,}>, konverguje k 1; to podle
pifkladu 55 znamena, Ze

:v,,as 1 v{E,d}

takto: z, =
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Oviem v metrickém prostoru {I, d} posloupnost {z,}=_,
nekonverguje. Dokdzeme to sporem: Pfedpokliadejme,
ze existuje prvek z, z I, ktery je limitou posloupnosti
{Zudoy v {I,d}. Prvek z, lezi v I, tj. je 0 <z, < 1.
Podle véty 15 konverguje posloupnost {z,}>,; k z,
i v {E;,d}). To znamena, Ze naSe posloupnost konver-
guje v {E,, d} soudasné k 1 a k z,. Podle véty 14 pak
musi byt z, = 1, a to je spor s tim, Ze z, < 1.

Podle véty 15 plyne z konvergence v ,;mensim‘
metrickém prostoru {S, ¢} uZ konvergence ve ,,vét$im**
metrickém prostoru {M, g}, kdeZto obricend implikace
nemusi platit — to ukazuje piiklad 62. Ma-li platit
obricend implikace, musi byt mnozZina S uzaviena
v{M, e}

Véta 16. Budiz {M, o} metricky prostor a budiz S C M
uzavrend mnofina v {M, g}. Jestlie je {x,}>, posloup-
nost proki z 8, kierd konverguje v {M, o}, pak konver-
guje také v {8, o}.

Diukaz: Protoze posloupnost {z,};2, konverguje v
{M, o}rexistuje prvek z, z M a &islo N = N(e¢) tak, Ze

(*) o(%n, 2)) <& prom >N

Ale prvky z, leZi v S, a srovname-li poznamku 21 s de-
finicf 10, vidime, %e prvek z, lei v uzavéru S mnoziny 8.
Mnozina § je viak uzavieni v {M, g}, tj. S = S podle
véty 11, a tedy lezi prvek z, v 8. Pak viak vztah (*)
znamend, %e x, = lim x, v {8, ¢} (metrika je v obou

prostorech stejné,),w; mvéta je tim dokézéna.
P#fklad 63. MnoZina I z piikladu 62 nebyla uzavieni
v {E,, d}, nebot to je koule K (—;-', %] Kdybychom za
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mnozinu I zvolili polouzavieny interval (0,1}, odpadly

by potiZe s posloupnosti { n } , ale stejné kompli-
n + 1 a=1

kace by nastaly napf. s posloupnosti {2—"}2, (roz-
myslete si to!). Teprve kdyZ za I zvolime uzavieny
interval (0,1), bude pro kaZdou posloupnost prvki z I
konvergence v {I,d} totoind s konvergenci v {E,, d}.

V pfedchazejicich piikladech jsme uvaZovali dva
metrické prostory {M,,o,} a {M,,0,}, které se lidily
pouze zdkladnimi mnoZinami. UvaZujme nyni naopak
tutéz zdkladni mnozinu, ale rdzné metriky na ni. Plat{

Véta 17. Budle g,, 0, dvé metriky definované na mno¥iné
M a necht existuje kladnd konstanta c tak, Ze pro vdechny
proky x a y z M plati

(74) 2@, y) = cei(@, )

Pak plati : Je-li posloupnost {x,}> , prokad z M konver-
gentni v {M, o,}, je konvergentni ¢ v {M, g} a md tam
tutéz limitu.

Dikaz: Necht z, —®> zo v {M, o,} a budiZ ¢ kladné &slo.
Pak existuje ¢fslo N = N(e) tak, Ze
01(%n, 7o) < efc prom >N
Podle (74) je viak potom
02(%n) Tg) = €0y(Tn, T} < cci =¢pron>N

a to znamend, %e x, = , v {M, 02}

®
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Pt#iklad 64. Ve vété 3 jsme k metrice ¢ na M sestrojili
dalsf metriku g, danou vzorcem

oz, y)
1+ o=, y)

(75) @, y) =

Protoze plati (viz str. 50)

0z, ¥) < olz, )

plyne podle véty 17 z konvergence v {M, g} také kon-
vergence v {M, o,}.

Z véty 17 plyne ihned toto tvrzeni:

Jsou-li o, a o, dvé ekvivalentni melriky definované
na mnoziné M (viz definici 3), pak je kaZdd posloupnost,
kterd konverguje v {M, o,}, konvergentni i v {M, o,},
a naopak je katdd posloupnost, kterd konverguje v {M, o5},
konvergentn{ i v {M, o,}.

Dikaz: Pro obé ekvivalentni metriky plati nejen

vztah (74); existuje také kladnd konstanta C tak, Ze
pro viechna z a y z M je

01(2, y) = Coylz, )

a odtud plyne podle véty 17, Ze posloupnost konver-
gentni v {M, o,} konverguje (k téze limité) i v {M, o,}.

Pfiklad 65. ProtoZe metriky d, p, m jsou na E, ekviva-
lentni (viz pfiklad 9), konverguje (resp. nekonverguje)
posloupnost {z,}>; bodi roviny soudasné ve vsech
prostorech {E,, d}, {E., p} a {E., m} a ma v pfipadé kon-
vergence viude tutéZ limitu. ProtoZe podobné jako
v pifikladu 56 lze ukdzat, Ze konvergence v {E;, p}
znamena konvergenci po soufadnicich, znamend kon-

104



vergenci po soufadnicich i konvergence v {E,,d} a
{EZ’ m}

Nerovnost (74) oviem nemtZeme pfecefiovat. Je to
postadujici podminka pro to, aby se konvergence pie-
nésela z prostoru {M, g,} do prostoru {M, g,}, nikoliv
viak podminka nutni. Ukazuje to tento piiklad:

Piiklad 66. Budi? {¥, ¢} metricky prostor a g, metrika
z piikladu 64. Pfedpokladejme, Ze posloupnost {x,}>.,
konverguje v {M, o,} k prvku z,. To znamena, Ze k da-
nému kladnému ¢&islu 7 existuje &islo N = N(n) tak,
Ze pro n > N je p,(x., Z,) < 7. Zvolme &fslo 5 ponékud

€ . .
l+a’kde jo 0 <e. Pak je

specidlné ve tvaru o =
tedy

’ €
(76) 01(Tn, Tp) < 'ﬁ; pron >N
Upravime-li postupné prvni z téchto nerovnosti, dosta-

vame:
(1 + &) g1(@0, 7)) <6

01(%n, Tp) < & — £01(Tn; To) = &(1 — 04(%n, Xy))

21{Tn, Z,)

_— <
1 — 0,(%s, Zo)

ale vzhledem k formuli (75) méme

L, T,
1 E(Ql(zn(')xo) = Q(Zm zo)’ a8 tedy
(77) o(xn, ) <& pro n >N
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To vsak znamen4, Ze x, — z, také v {M, g}. To dopliiuje

piiklad 64: z konvergence v {M, o,} plyne také konver-
gence v {M, o}. Tento zdvér bychom mohli dostat také
z véty 17, kdybychom védéli, Ze existuje kladné &islo C
tak, Ze pro vSechny prvky z a y z M je

e, y) = Coi(z, 9)
Takovy vztah vSak obecné nemusi platit: stadi zvolit za
{M, o} metricky prostor {E,,d} a pak je metrika p,
omezend, zatim co metrika g (tj. metrika d) omezena
nenfi (viz téZ poznamku 186).

V idvodu této kapitoly jsme se zmihovali o Bolza-
nové-Cauchyové kritériu konvergence &iselnych po-
sloupnosti. Podivejme se, zda néco podobného plati
v obecnych metrickych prostorech.

Definice 13. Budiz {JM, g} metricky prostor a {x,}>,
posloupnost prvkid z M. Rekneme, %e tato posloupnost
je cauchyovska (v {M, o}), jestlize ke kazdému kladnému
¢slu ¢ existuje pfirozené &islo N = N(e) tak, Ze pro
viechna m > N an > N je

(78) o(Tm, Za) < e

Poznidmka 22. Nerovnost (78) m4 v metrickém prostoru
{E,, d} tvar (69). V tomto metrickém prostoru viak podle
zmindného kritéria ze (78) uZz plyne (67) nebo (68).
V obecném metrickém prostoru pak plati tato véta:

Véta 18. Je-li posloupnost {x,}2., konvergenini v {M, o},
je u% cauchyovskd v {M, g}.

Dikaz: BudiZ x, limita posloupnost {z,}=;. To zna-
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mena, Ze k ¢&islu ¢ > 0 lze najit ¢slo N = N(e) tak, Ze
pro = > N je o(x,, x,) <%e. Toto éislo N je uZ onim
hledanym é&islem z definice 13: pak je totiZ - také
o(Tm, o) < %s prom > N a z trojiihelnikové nerovnosti

plyne, Ze pro tato m a n je

1 1
0(@m; Zn) = 0(Tm, To) + 0(&n, Xo) <5 €+ FE=¢

To vSak znamend, Ze posloupnost {z,}., je cauchyovska.

Bolzanovo-Cauchyovo kritérium lze vyslovit téz
takto: Posloupnost {z,}>, v {E,, d} je konvergenini prdvé
tehdy, je-li cauchyovskd. Zde byla dilezitd slova
»V {E;, d}“. V obecném metrickém prostoru viak z toho,
Ze posloupnost je cauchyovské, je§té nemusi plynout,
Ze je konvergentni (opa¢nou implikaci zaruduje véta 18):

Ptiklad 67. UvaZujme metricky prostor {I,d} z p§i-

kladu 62. Posloupnost {r,}>,, kde x, = ﬁl—’ je
cauchyovska v {I, d}: Je totiz
_|m __r |_
(*) d(x"" zﬂ) - |m + l n + li -
n m ' m
=‘[1—n+ 1]+[m—|— 1_1]l §‘l_m+ 1""

n | 1 + 1
n+1ll m+4+1" n+1
Stadf nyni k danému ¢ > 0 zvolit N = N(¢) tak, aby

+h—
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bylo N g%—l, nebot, pro m > N je m >%—l ¢ili
1 1 " '
mrl <gea podobne pro n >N

1
<g& takie z (*) mame:

m+ 1 >% &ili

o 1

} n+1
1 i 1, 1 :

m+ 1 + n+1 <gftge=e

pro m > N a n > N. Pritom v8ak posloupnost

{ d } nekonverguje v {I, d}, |takie v {I, d} nelze

n + 1 n=1 .

vétu 18 ,,obratit*.

A, a:,.)‘ <

Poznidmka 23. Dikaz toho, Ze posloupnost {_—n _T'_ 1 }

a=1
je cauchyovska v {I, d}, ktery jsme provedli v pfedcho-
zim piikladu, byl zbytedn& komplikovany, protoZe
jsme vztah (78) dokazovali pFimo. Lze to viak dokazat
1 zprostiedkované a bez sloZitych odhadd: Posloupnost
{za}2_, konverguje v {E,, d} k jedné, a je proto podle véty
18 cauchyovsks v {E,, d}. To znamena, %e

prom >N =N(¢) a n >N je 'd(zn, xs) <¢

Posledni vztah viak plati.i v {I, d}, nebof metrika je zde
stejnd a prvky x, patif do /. Nase posloupnost je tedy
cauchyovska 1 v {1, d}, coZ jsme chtéli dokazat.

P¥iklad 68. UvaZujme metricky prostor {P, } z piikla-
du 14 a v ném posloupnost {z,}=.,; definovanou takto:

$1=x1(t)=1+lt; z,=x,(t)=1+lt+lt=
. 2 2 4
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11 1
mo=mt) =1+ i+ TP+ ’

1

2—,.#.;...

Z= )= 145ttt

0 <t < 1. Tato posloupnost je cauchyovska v {P, n}:
Je
1

Zlt) — 2alt) = gy PP g Y gt =

2,.1+1t"+1[1’+ + . +[i]’"—"+1]

(miZeme bez{djmy na obecnosti predpoklidat, Ze
m > n). Soudet v zévorce neni v&tf nez soudet geometric-

kéradyZ[ J— =2it,t&kzema,me
) | R 2 1 1
Zult) — Zalf) = 55y tnt1 57 Soam-2=an

(poutzili jsme toho, Ze je 0 < ¢ < 1). Proto je

T(Zm, Za) = MaAX |Tn(t) — Za(t)| < o
0551

a tedy bude pro » > N(e) = lg— / lg 2 platit z(z,,, z,) <
g =/ '8

< &. — Posloupnost {z,}>, vSak nent Fkonvergentni
v {P,n}. Uvaiujeme-li totiZ &iselnou posloupnost
{za(t)}>; pro pevné t z intervalu (0, 1), je z,(t) ddsteény

soudet geometrické ra,dy z [ ] , a tedy
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lim z,(t) = 3

fa->o - t. = xO(t)

To platf pro kaZdé ¢ z intervalu (0, 1) a lze dokonce uka-
zat, Ze také lim n(x,, x,) = 0. Funkce z,(f) v8ak neni

n>wo
polynom, a nepatfi tedy do mnozZiny P.

Ptedchazejici piiklady ukazujf, Ze v fadé metrickych
prostori neplati analogie Bolzanova-Cauchyova krité-
ria. Vydélime proto z mnoZiny v8ech metrickych prosto-
ri zvlastni skupinu:

Definice 14. Rekneme, e metricky prostor {M, o} je
uplny, jestlizZe kazdd cauchyovska posloupnost prvki
z M ma v {M, g} limitu (tj. konverguje).

Spolu s vétou 18 tedy definice 14 fika, Ze v «plném
metrickém prostoru {M, o} plati analogie zmfinéného
kritéria: Posloupnost {x,)> , proka z M je cauchyovskd
v {M, o} prdvé tehdy, konverguje-li v {M, g}.

Priklad 69. Metricky prostor {E,, d} je tiplny — plyne
to z Bolzanova-Cauchyova kritéria a z ptikladu 55. Uplny-
mi metrickymi prostory jsou také prostory {E, d},
{E;, p} a {E;, m} pro + = 2, 3. Pro prostor {E;, p} to plyne
napf. z piikladu 56: Je-li {,};-; cauchyovska posloup-
nost v {Ey, P}, Tn = [Ty, Tas, Tay], je také

\

|Zmi — Tni| < P(Tm, 2) <e pron >N

tj. posloupnosti {#ni}, (¢ = 1,2, 3) jsou cauchyovské
v {E,, d}. ProtoZe tento posledni prostor je iplny, exis-
tuji disla 2y, = lim x,,; (¢ = 1, 2,3)abod xy = [y, Tg2s T3]

f—>®
je limitnim bodem posloupnosti {x,}>, v {E;, p}. Pro
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{Es, d} a {Ey, m} plyne tplnost z ekvivalence metrik
p, m a d (dokazte!).

P#iklad 70. Metrické prostory {P,n} a {I,d} nejsou
tplné — plyne to z ptiklada 68 a 67.

PFiklad 71. UvaZujme na piimce E, mnoZinu R véech
racionalnich &sel. Podle véty 1 je {R, d} metricky pros-
tor; neni to viak dplny metricky prostor. Oznad&ime-li

. 1y . . 1.
totiz z, = [1 + —ﬁ—] n=1,23,...), jsouz,racionalni

disla a posloupnost {z,}2, je posloupnosti v R. Tato
posloupnost je pfitom cauchyovski v {R, d}; plyne to
napf. stejné jako v pozndmece 23 z toho, Ze ma v {E,, d}
limitu — Eulerovo éislo e. Pfitom vsak posloupnost
{x,}2., nent konvergentni v {R, d}, nebot &fslo e neni ra-
ciondlni a nepatii tedy do R.

Dokazat tplnost néjakého konkrétnfho metrického
prostoru neni vidy snadni zdleZitost. Vétiina nejditlezi-
téjdich metrickych prostori vSak je tplnych; kdyZz si
pritom ¢&tenaf pripomene nedplné metrické prostory,
8 nimiZ jsme se zde zatim setkali, vidi, Ze vétSinou je
mozno mnozinu M ,,doplnit vhodnymi prvky tak, aby
vznikla o néco obsihlej§i mnoZina M a aby ptitom
metricky prostor {3, o} uz byl tplny. Tak napf. v p¥i-
kladu 71 tvofila mnoZinu M vsechna racionalni &sla
a doplnénim této mnoZiny o éisla iracionalni dostaneme
mnozinu M =E, a uplny metricky prostor {E,,d};
v piikladu 67 tvoii mnoZinu M otevieny interval (0, 1)
a doplnénou mnozZinu i uzavfeny interval (0, 1). Tento
poznatek lze zobecnit, to viak zde nebudeme probirat.
Uvedeme jesté jéden pifklad tplného metrického
prostoru:
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Piiklad 72. Budiz M libovolnd mnoZina a ¢ metrika
dana vzorcem (45). Metricky prostor {M, ¢} je tplny:
Podobné jako v prikladu 59 lze totiZz ukazat, Ze k tomu,
aby posloupnost {x,};>, prvkd z M byla cauchyovska, je
nutné a staéi, aby méla tvar

{xl’wzi ey zNa,x07 Xo, g, Tog) -« '}

to jsou vSak pravé ty posloupnosti, které podle ptikladu
59 konverguji v {M, o}.

Poznimka 24. Pojem konvergénce je velmi dileZity
v matematice i v jejich aplikacich. Casto totiZ n&jaky jev
nemuZeme popsat & vyjadfit pfimo a vytvaiime po-
sloupnost ptibliznych popisa, pfitem? pii kaZdém kroku
chceme, aby tento popis byl pfesnéjsi, aby vznikla po-
sloupnost ,.konvergovala‘ k pivodnimu jevu. Zvlasté
markantni je to napf. pfi ruznych podetnich zaleZi-
tostech. — V metrickém prostoru jsme ve vyhodném
postaveni: konvergenci miZeme zavést pomoci metriky.
Nékdy jsme vSak postaveni pfed skutenost, Ze mime
dédnu mnoZinu M a na nf u? je pfedem néjak definovana
konvergence (bez pouZiti metriky). Lze si nyni poloZit
tuto otazku: Existuje néjakd metrika ¢ na mnoziné M
tak, aby konvergence v metrickém prostoru {M, g} byla
pravé onou pfedem danou konvergenci? Je-li odpovéd
na tuto otdzku kladnd, Fekneme, Ze mnoZina M je
metrizovatelnd. — Je ovSem t¥eba poznamenat, Ze takova
metrika nemusf vidy existovat, Ze se mohou vyskytnout
mnoziny M s konvergenci, které nejsou metrizovatelné.

Pfiklad 73. UvaZujme mnoZinu F viech funkei defino-
vanych na intervalu (0, 1) (viz pfiklad 17). — (1) Defi-
nujme na mnoziné F konvergenci takto:

Rekneme, e x, = lim 2,, kde 2, = z,(t) a 2, = x,(t)
n->wo
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(n=1,2,3,...) jsou funkce definované na intervalu
(0, 1), jestlize pro ka%dé ¢ z tohoto intervalu konver-
guje &iselnd posloupnost {z,(f)}2.; k &slu z,(t).
(Je to tzv. bodovd konvergence.) Lze ukazat, Ze pak ne-
existuje £Zddnd metrika na F, kterd by tuto konvergenci
realizovala (dikaz tohoto tvrzeni pfesahuje ramce této
knizky). — (2) Definujme na mnoZiné F jiny typ kon-
vergence takto:

Rekneme, e x, = llm x,, jestliZe existuje index N

(zdvisejief na posloupnostl {Tn}ar1) tak, Ze pro n > N
a pro kazdét z intervalu (0, 1) jo z,(t) = z4(t).

Tuto konvergenci realizuje metrika ¢, dand vzorcem (45).
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