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3. kapitola

OTEVRENE MNOZINY

Metrika je zobecnénim pojmu eukleidovské vzdalenosti
v E, nebo v E,, je pienesenim tohoto pojmu na obecné
mnoziny. MiZeme proto naopak v téchto obecnych
mnoZinach zavést pojmy, které zname ditvérnd z roviny
&i z prostoru.

Budiz ¢ = [a,, a,, a,] resp. a = [a,, a,] bod v E,
resp. v E; a budiz » kladné ¢slo. Koule (v Ea) resp. kruh
(v E,) se stfedem v bodé a a o poloméru r je mnoZina
téch bodl z z E, resp. z E,, které maji od bodu a vzda-
lenost (eukleidovskou!) mensf nez r: jsou to ty body =z,
pro néz plati -

d(z,a) <r
Ty body x, pro které plati
d(z,a) =r

tvoii kulovou plochu (sféru) v Eg resp. krufnici v E,.

Pfi definici koule a sféry je tedy dileZity pojem
vzdélenosti. Pouzitim metriky muZeme analogické
pojmy zavést v metrickém prostoru.

Definice 6. Budiz {M, ¢} metricky prostor, a prvek
mnoziny M a r kladné &islo. MnoZinu téch prvka = z M,
které vyhovuji nerovnosti

(48) oz, a) <r
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oznadime K(a, r) a nazveme ofevfenou kouli (v metric-
kém prostoru {M, p}) o stiedu a a o poloméru r. — Mno-
Zinu téch prvkid z z M, pro které plati

(49) ol@,a) =1

oznatime S(a, r) a nazveme sférou (v metrickém pro-
storu {M, g}) o stiedu a a o poloméru r. — MnoZinu
téch prvka x z M, pro které plati

(60) - ' olx,a) =r

oznadime K(a, r) a nazveme uzavienou kouli (v metric-
kém prostoru {M, p}) o stfedu a a o poloméru r.

P#iklad 26. V metrickém prostoru {E,;,d} je K(a,r)
kruh (pfesnéji vnitiek kruhu) o stfedu a a o poloméru

YA Ka,r)

a

Obr. 17

r, S(a,r) je kruZnice, ktera tento kruh ohraniduje,
a K(a, r) je kruh véetné kruzZnice (viz obr. 17).

P#fklad 27. Budiz M mnoZina téch bodi z = [z, 2,]
z roviny E,, jejichi soufadnice z,, x, jsou celd ¢&isla.
Pak je M CE, a podle véty 1 je {M, d} opét metricky
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prostor. Zvolme za bod a bod [2,1]. Mno%ina K(a, 3)
se skldd4 z 25 bodi, zndzornénych na obr. 18 krouzkem,
mnoZina S(a, 3) pak ze &tyf bodd zndzornénych kiiz-

d"{‘foﬂmu
\

|

Obr. 18

kem. Mnozina K(a, 1) se skldidd z jediného bodu a,
mnoZina S(a, 1) pak ze &ty¥ bodid [1,1], [2,2], [3,1]

a [2,0] (viz obr. 19). MnoZina K [a, %] obsahuje opét

3
Z N
2 \
ol N 13 14
- "]
Obr. 19 Obr. 20
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jen bod a, mnoZina S [a, %] pak neobsahuje Zdidny
bod, stejné jako mnoZina S[a, %] (viz obr. 20).

Pfiklad 28. UvaZujme metricky prostor {M, d} z pted-
chizejiciho piikladu. Pro dva rézné body y, z z M je
zfejmé d(y, z) = 1. Uvazujme mnoZinu S C M a vzdé~
lenost d(z, §) bodu # z M od podmnoziny § (viz definici
5). Pak jsou dvé mozZnosti: («) bud je x z S, a pak je
podle pfikladu 23 d(z, S) = 0, (8) nebo prvek z nepatii
do 8, a pak je d(z, y) = 1 pro kazdé y € S, a tedy také
d(z, S) = 1. Situace je tedy podobna jako v piikladu 24.
Pitiklad 29. UvaZujme v {E;, d} otevienou kouli K(a, r),
kde zvolime a = [0,0,0], a oznaéme tuto otevienou kouli
pismenem S. Pak bod x = [r, 0, 0] (r > O!) neleZi v 8S;
piesto viak je
d(z,S) =0

Dokazeme to: Je d(z, y) = O pro viechna y z S, a tedy
je také d(z, S) = 0. Kdyby bylo d(x, §) = « > 0, mu-
selo by byt d(x, y¥) = a pro véechna y z S. Bez Gjmy na
obecnosti miZeme piedpoklddat, Ze je a <r. Zkou-

mejme nyni bod y = [ r—%a, 0, 0]; tento bod leZf

v S, nebot d(y, a) =r—%a < r. Pritom v8ak je

2
d(z,y) = V[T —[r — —;—a]] - %a, tj. nali jsme bod y

v 8§, ktery je od bodu z vzdilen o méné nez «. To je spor
s tim, %e d(z,y) = x > 0 pro viechna y z S, a tedy
musi byt « = 0, tj. d(z, §) = 0. — Tento piiklad tedy
ukazuje, Ze implikaci (a) v poznimce 11 nelze obritit.
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Poznidmka 12. V dal$im budeme obvykle misto termi-
nu ,oteviend koule“ uZivat prosté terminu ,koule®,

zatim co u uzaviené koule K(a,r) uzavienost vidy
zdiraznime. — Upozornéme té%Z, Ze mnoZina K(a, r) se
Sasto nazyva okolim (nebo ptesnéji r-okolim) bodu a
(v metrickém prostoru {M, g}).

Priklad 30. Budiz M mnozina téch bodd z = [z,, z,]
z E,, pro jejichZ druhou soufadnici plati z, = 0 (mnoZina
M je tedy horni polorovina véetng osy x,). Podle véty 1
je {M,d} opét metricky prostor; geometricky tvar
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koule K (@, r) v {M, d} zavisi na poloze bodu a (viz obr.
21): jeli a =[a,,a,] a a, =7, tvoi kouli Kfa,r)
cely vmtrek kruhu; je-li 0 <a, < r, tvoii kouli K(a, r)
jen &ast vnitiku tohoto kruhu a do K (@, r) patii i body
na tétivé; je-li koneéndé a, = 0, tvofi kouli K(a,r)
vnitfek pilkruhu (opét véetné priméru).

Ptiklad 31. Budiz M libovolnid mnofina a ¢ metrika
z véty 2, dand vzorcem (45). Pak se koule K(a, r) skladd

(a) jen z bodu a, je-lir <1
() ze vdech bodi mnoZiny M, je-lir > 1

Sféra S(a,r) neobsahuje Zddny bod, je-li r <1 nebo
r > 1;je-lir = 1, pat¥i do S(a, 7) [tj. do S(a, 1)] vSechny
body mnoZiny M wvyjma bod a samotny.

Protoze se cely Zivot pohybujeme v prostoru E,
a jsme zvykli na eukleidovskou vzdalenost d(z, ), Zije-
me v piedstavé, Ze koule musi byt vidy ,kulatd®.
Tuto pfedstavu trochu narudily piedchazejici piiklady.
27, 30 a 31. Ale i v roviné, v niZ vzdilenost métime po-
mérné piirozenou ,,posﬁa,ckou“ metrikou p(z, y), ztraci

koule svij ,,kulaty‘ charakter:

Ptiklad 32. Uvazujme v {E,, p} bod a = [0, 0]. Koule
K(a, r) je pak tvofena viemi témi body x = [z,, ,], pro
né% je

|2,| 4+ |2 <7

Snadny rozbor této nerovnosti ukazuje, Ze ji vyhovuji ty
body [z,, z,), které lei v oboru ohranideném piimkami
Tyt 2y =1, — T, =1, —71, -l—xz—ra,—:cl—a: =
= r (viz obr. 22). V {E,, p} je tedy koule K(a, r) &verec
(pi‘esnejl vnit¥ek &tverce) o strand r V2 ktery ma stfed
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v bod$ a a jehoZ whlopiitky jsou rovnobé&iné se soufad-
nymi osami. Sféra S(z,r) je pak tvofena obvodem
tohoto &tverce.

Obr. 22

Pfiklad 33. Podobné jako v {E,, p} méa také koule
v metrickém prostoru {E,, m} ,,hranaty‘‘ tvar: Zvolime-li
bod @ jako v piikladu 32, bude koule K(a, r) tvofena
témi body = = [z,, x,], pro néz je

max (|z,], [z.]) <7

této nerovnosti vyhovuji viechny ty body [z,, x,], které
lezi v oboru ohranideném pimkami 2, =r, z, = —r,
Zy = r a ¥, = —r (viz obr. 23). V {E,, m} je tedy koule
K(a, r) opét &tverec o strané 2r, ktery mé stfed v bodsé a
a jehoZ strany jsou rovnobéZné se soufadnymi osami.
Sféra S(a, r) je pak tvofena obvodem tohoto &tverce.
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Pfiklad 34. UvaZujme v metrickém prostoru {E,, m}
z pifkladu 33 dvé oteviené koule: § = K(a, 1), T =
= K(b, 1), kde a = [0,1] a b = [0, —1] (viz obr. 24).

Obr. 23 Obr. 24

Tyto mnoziny nemaji Zddny spoleény bod, pfitom viak je
jejich vzdélenost nulova:

m(8,T) =0

Oznad{me-li toti% P tsedku AB z obr. 24, lze ukdzat, Ze
plati

m(z,8) =0, m(x,T)=0 oprokazdy bod xz P
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dtkaz se vede sporem podobné jako v pifkladu 29.
Podle ,,trojihelnikové nerovnosti‘‘ z tGlohy 6 je

0=m(S,T) =m(S,z) + mx, T)=0+0=0

dili je m(S, T') = 0. — Tento piiklad tedy ukazuje, Ze
implikaci (b) v poznamece 11 nelze obratit.

Uloha 7. Rozmyslete si, jak budou vypadat koule v me-
trickych prostorech {E;, p} a {E;, m}. (Budou to jisté
krychle.)

Geometricky tvar koule K(a, r) v roviné E, tedy mize
byt pfi raznych metrikdch dosti odlisny. Dokonce lze
naopak k danému geometrickému dtvaru v roving (ktery
oviem musi spliiovat jisté podminky) najit metriku o
tak, aby ve vysledném metrickém prostoru {E,, o}
znazornoval tento dtvar kouli (o poloméru 1).

BudiZ tedy v roviné didn néjaky rovinny utvar %,
ktery ma tyto vlastnosti:

(1) obsahuje podatek [0, 0]

(2) je konvexni (tj. jsou-li x a y dva body z %, leZi tsedka,
ktera tyto body spojuje, celd v #)

(3) je symetricky vzhledem k poditku (tj. lezi-li v # bod
[%1, x,), lezi v # i bod [—x,, —x,])

(4) je otevieny (tj. je-li x bod z %, existuje &slo e > 0

- tak, Ze ,koule” K(z, ¢) — pfi pouziti eukleidovské
metriky, tj. koule v metrickém prostoru {E,, d} —
lezi také v #; &islo ¢ pfitom muZe zaviset na bodu z)

ProtoZe obor % je konvexni, protne ka?da p¥imka, vy-
chazejici z poditku, hranici oboru # privé v jednom
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bodé. Je-li nyni z libovolny bod z E,, oznaéme z* pri-
se¢ik polopfimky, urtené bodem x a potitkem 0, s hra-

Obr. 25

nicf oboru # (viz obr. 25). Bod z* je bodem z urden
jednoznaéné. Definujme nyni metriku o takto:

(51) - o, y) = %

kdez =2 —y = [, — ¥;, 3 — 2] & 2* je bod na hra-
nici oboru #, odpovidajicf bodu z (viz obr. 26).
Nebudeme zde dokazovat, Ze vzorcem (51) je skutedné
definovdna metrika, tj. Ze o(z, y) mé vlastnosti A az C
z definice 1. Poznamenejme jen, Ze vlastnost (3) — tj.
symetrie oboru % podle poditku — je podstatnd pro
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symetrii metriky g, tj. pro vlastnost B, a Ze vlastnost
(2) — tj. konvexita (vypuklost) utvaru # — se vyuZiva

X

Obr. 26

pro dikaz trojihelnikové nerovnosti, tj. pro vlastnost C.
Pomoci metriky o z (51) dostavame tedy metricky pro-
stor {E,, ¢} a plati toto tvrzeni:

Koule K(0,1) v metrickém prostoru {Ez, o} je totoind
8 rovinnym tvarem ¥.

Dikaz: (a) Je-li z bod z #, leii odpovid&]ici bod z*
na polopiimce 0z za bodem z; je tedy d(z, 0) < d(x* 0)
&ili

oz, 0) <1

To znamena, Ze vSechny body z # leZi souasné v kouli
K(0,1) &ili e ZC K(0, 1).
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(b) Nelezi-li bod x v oboru #, jsou dvé moZnosti:
(b-1) lezi na hranici oboru # — pak je z* =z &ili
d(z, 0) = d(z*, 0) ¢ili g(z, 0) = 1; (b-2) bod z* lezi na
polopiimce 0x pred bodem x &ili je d(xz*, 0) < d(z, 0) éili
o(x, 0) > 1. V piipadé (b) je tedy

o(z,0) =1

&ili takovy bod x neleft v kouli K(0, 1).

Doporutujeme étenafi, aby si pfedchozi ivahy ilustro-
val na obrazku. P¥ipadu (a) odpovida bod y z obr. 25,
piipadu (b-1) bod z a pfipadu (b-2) bod 2. — Soudasné si
étenaf pfi téchto uvahach viiml, Ze hranice oboru # je
totozna se sférou S(0, 1). VSude jsme se oviem spoléhali
na to, Ze z geometrického nazoru vime, co je min&no
hranici oboru . V dal${m budeme tentc pojem preci-
zovat (viz kap. 4).

Poznidmka 13. Dovedeme tedy k jistému rovinnému
utvaru % sestrojit metriku g tak, %e tvar oboru # pted-
uréuje tvar koule K (0, 1) v metrickém prostoru {E,, o}.
Ctenat jisté snadno upravi podminky (1)—(4),- které
obor % musel sphiovat, i pro pifpad trojrozmérného
utvaru %. Je ovSem tfeba zdiraznit, Ze pfeneseni téchto
uvah z roviny E, & z prostoru E; na obecné mnoZiny M
nent vidy mozné. Aby bylo mozZno k néjaké podmnoziné
4 v mnoZind M sestrojit takovou metriku g, Ze by mno-
Zina % byla totoZna s jistou koulf v metrickém prostoru
{M, o}, musi mit mnoZina M uZ pfedem jistou strukturu:
musi byt definovan soudet dvou prvki z M a a-nasobek
prvku z M. aby bylo moZno vibec hovofit o ,,isedce‘
v % [viz vlastnost (2)] nebo o ,,symetrickych prveich®
[viz vlastnost (3)]. S podobnou situaci jsme se setkali
uZ na str. 16 pfi ivaze o vlastnostech D a E metriky d.
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Nynf uZi miZeme zavést dulezity pojem oteviené
mnoziny:

Definice 7. BudiZ {M, g} metricky prostor. Rekneme,
Ze mnozina SC M je otevfend (v metrickém prostoru
{M, g}), jestlize ke kazdému prvku x z S existuje kladné
éislo r = r(x)*) tak, Ze koule K(z, r) le#i celd v S.

Pozndmka 14. Kdybychom uzili terminologie, o niZ se
zmillujeme v poznamce 12, mohli bychom ffeci, Ze mnoZi-
na SC M je oteviend (v metrickém prostoru {M, g}),
jestliZe s kazdym bodem x z S leZ{ v 8 i jisté okolf tohoto
bodu.

P#iklad 35. Mnozina M, kterd tvofi zadklad metrického
prostoru {M, g}, je otevienou mnoZinou (v {M, g}).
Kazda koule K(x, r) v {M, g} je totiZ uZ podle definice 6
tvofena vyhradné body mnozZiny M a leZi tedy automa-
ticky celd v mnoiiné M.— Také prdzdnd mnozZina (tj.
mnozina, neobsahujici Zddné prvky — oznaéme ji v dal-
8fm @) je otevienou mnoZinou v {M, o}: Pak je totiz
také kazda ,koule* se ,,stfedem* v @ prazdnou mno-
Zinou a leZf tedy celd v prazdné mnoziné @. Dokézali
jsme tedy tuto vétu:

Véta 4. Mnofina M o prdzdnd mnofina 0 jsou ofeviené
mmnoZiny v metrickém prostoru {M, o}.

P¥iklad 36. UvaZzujme v roviné E; tfi mnoZiny (viz obr.
27): Mno#¥inu 8, tvo¥i pilkruh bez oblouku AB i bez
tisedky AB, mno#inu S, pulkruh bez oblouku AB, ale

*) Timto zdpisem zdurazhujeme skutednost, Ze &islo r muze
zdviset na prvku z.
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véetnd tsedky AB, a mnotinu §; tvoti pilkruh véetnd

oblouku AB i dsedky AB. — MnoZina 8, je oteviena
v metrickych prostorech {E,, d}, {E,, p}, {Es, m}, nebof
pro kaidy bod z z 8, lze v pfisludnych prostorech se-
strojit koule se stfedem v z tak, aby cela koule leZela
opét v 8, (tyto koule jsou zndzornény na obr. 27a — srv.

koule v {E;,d}

Obr. 27a Obr. 27b

té% s piiklady 32 a 33). MnoZina S, naproti tomu nent
oteviend v Zadném z téchto metrickych prostori, a stej-
né je tomu s mnoZinou S;: zvolime-li totiz bod « na

tisetce AB (a tedy v S, i v 8,), bude &ist koule v kazdém

z téchto prostord leZet mimo mnoZiny S, a S, (na obr.
27b je to nezasrafovand dast piisluinych kouli).

Uloha 8. Ukazte, %e koule K(a, r) v metrickém prostoru
{M, g} je oteviend mnoZina v tomto prostoru.

Pfiklad 37. UvaZujme mnoZinu 8, z pfikladu 36 a me-
tricky prostor {S,,p}). Podle véty 4 je mnoZina S,
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oteviend v metrickém prostoru {S,, p}, podle pfikladu
36 vsak nent oteviena v metrickém prostoru {E,, p}.

Ptiklad 38. UvaZujme v roviné E, mnoZinu 8, tvofenou
jedingm bodem a. Tato mnoZina neni oteviend v Zadném
z metrickych prostori z piikladu 36: Kaida koule
K(a, r) v nékterém z téchto metrickych prostori totiz
podle pfiklada 26, 32 a 33 obsahuje vedle bodu a jesté
fadu dalsich bodi roviny a nemizZe proto leZet cela v S
(coz by v tomto pfpadé znamenalo: byt totoZna s bo-
dem a).

Podobné situace jako v p¥kladu 37 nastane v nasle-
dujicim pifkladu: \

P#iklad 39. Uvaiujme obor S v roviné E,, zndzornény
na obr, 28. Usetka AB necht pfitom pat#i do mnoziny S,

Obr. 28

zbytek kfivky, ohranidujici obor S, necht do S nepatii.
Pak je mnoiina § oteviena v metrickém prostoru
{M,d} z ptikladu 30, ale neni oteviena v metrickém
prostoru {E,, d}. Divod je patrny z obrazku: u prostoru
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{Es, d} ,,vadi’“ — podobné jako u mnoziny S, z piikladu
36 — opét body na iiseéce AB, nebof pro takové body x
kazda koule K(x, r) v {E,, d} obsahuje body, které v S
nelezi; naproti tomu koule K(x, r) v metrickém prosto-
ru {M, d} zastava i pro tyto body z v mnoZiné § — viz
piiklad 30.

Z piikladd 37 a 39 plyne, Ze tdZ mnoZina S muZe byt
v jednom metrickém prostoru {M,, o,} oteviend, zatim
co v druhém metrickém prostoru {M,, g,} oteviena byt
nemusi (musi byt ovéem SC M, i SC M,). Proto jsme
v definici 7 dusledné ¥kali, e mnoZina je ,,oteviend
(v {M, g})*“. V dalsim budeme dodatek ,,v {M, g} vyne-
chavat, bude-li ze souvislosti jasné, o jaky metricky
prostor se jedna.

V piikladech 37 a 39 byly metriky g, a g, vidy stejné
(byla to metrika p v piikladu 37 a metrika d v piikladu
39) a vlastnost mnoZiny S ,,byti oteviend v { M, o} z4vi-
sela jen na mnoZiné M. Z dalsich piikladi vyplyne, Ze
tuto vlastnost mnoziny 8 miZe ovlivnit také metrika g.

Dokazeme nejprve toto tvrzeni:

Véta 5. BudiZ M libovolnd mnofina a budif o metrika
2 véty 2, dand vzorcem (45). Pak plati : V metrickém prosto-
ru {M, o} je katdd mnofina SC M oteviend.

Dukaz: Budiz S libovolnd mnoZina v M a budiZz x bod
z 8. Zvolime-li r <1, je koule K(z,r) v metrickém
prostoru {M, o} tvofena jen bodem x (viz piiklad 31),
a leZi tedy celd v S. To plati pro kaidy bod z S, a proto
je mnozina S oteviena v {M, g}.

P#iklad 40. Zvolime-li ve vété 5 za mnozZinu M rovinu
E,, je v metrickém prostoru {E;, o} oteviens kafdd mno-
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Zina roviny, tedy i mnoziny S, a 8, z ptikladu 36 a jedno-
bodovd mnoZina z pHkladu 32, které nejsou otevienymi
mnozinami v metrickém prostoru {E,, d}.

Metrika g z véty 2 je sice velmi jednoduché, ale z véty
5 plyne, Ze pomoci této metriky asi nebude moZné néjak
bliZe charakterizovat a rozt¥idit podmnoziny S mnoziny
M. Priklad 40 to kone¥né ndzorné ilustruje: v {E,, g}
jsou vsechny mnoziny z hlediska otevienosti stejné
,kvalitni‘, zatim co napf. v {E,, d} je struktura pod-
mnozin S z tohoto hlediska podstatné mnohotvarnéjsi.

Necht je dina mnoZina M a necht jsou p,, g, dvé
metriky na M. Ozna¢me dale &, soustavu vSech otevfe-
nych mnozin v {M, g,} a &, soustavu vSech otevienych
mnozin v {M, p,}. Pak je asto uZiteéné znat odpovéd na
tento problém: Za jakych podminek na metriky g, a g,
plati: patii-li mnoZina 8 C M do soustavy &, , pak patif
také do soustavy £, ?

Na tuto otdzku odpovida zéasti nasledujici véta.

Vé&ta 6. Budte o, a o, dvé metriky definované na mnoZiné
M a necht existuje kladnd konstanta c tak, Ze pro vechny

proky z a y z M plati

(52) ~ (2, y) = coql, y)

Pak plati: Je-li mnofina SC M oleviend v {M, o}, je
oteviend ¢ v {M, o,}. '

Dukaz: Oznadme K,(a,r) kouli v {M, p,} a Ky(a,r)
kouli v {M, g,}. Necht je mnoZina S oteviend v {M, o,}.
To znamend, Ze pro kazdy prvek xz z S existuje ¢&islo

r = r(x) tak, Ze koule K,(x, r) lezi cela v S. .
Uvazujme nyni v {M, g,} kouli K,(z, r/c), kde ¢ je
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konstanta z nerovnosti (52). Je-li z bod z této koule,
znamen4d to, Ze

r
92(x7 Z) < z‘
Z nerovnosti (52) pak plyne

gl(x’ Z) é 692(2:, z) < c-::—‘ =7

To vlak znamend, Ze g,(x, z) < r neboli Ze bod z z koule
Ky(z, r/c) leii v kouli K,(z, r).

To plati pro kaZdy bod z koule K,(z, r/c), takie tato
koule leZi cela v kouli K,(z, r). Ale koule K,(xz, r) leii
celd v mno#iné 8, a proto leZi v S i celd koule K,(x, r/c).
Tim jsme k danému prvku z z 8 nasli poZadované kladné
¢slo r/c, a mnoZina 8§ je tedy oteviena v {M, g,}.

Poznimka 15. PouZijeme-li pro soustavy .otevienych
mnozin v metrickych prostorech z véty 6 oznadeni &%,
a &,, lze tvrzeni véty 6 vyslovit takto: Plati-li (52)
a patrt-li mnofina SC M do soustavy &, , patFi © do sou-
stavy &,. Z (52) tedy plyne

(53)] F1C

Soustava &, ovem muZe byt mnohem ,,bohatSi nez
soustava %, ; mohou existovat mnoZiny S, které jsou
oteviené v {M, p,} a nejsou oteviend v {M, g,}.

Poznimka 16. Nerovnost (52) neni moZno piecerovat.
Z ptredchozich piikladi totiz plyne (viz napi. piiklad
40), Ze ka?dd mnoZina, kterd je oteviena v {E,, d}, je
oteviend i v {E,, o}, kde ¢ je metrika z vzorce (45).
Pfitom vSak pro obé metriky analogie vztahu (52) ne-
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plati: pak by totiZ musela existovat kladné konstanta ¢
tak, Ze pro viechny body #, y v roviné by bylo

(54) d(x, y) < colx, y) < ¢

nebof — jak vime — p(z, y) < 1. Nerovnost (54) vSak
neni splnéna pro viechny body roviny: staéi zvolit
z =1[0,0]ay = [2¢0].

Z véty 6 plyne toto tvrzeni:

Jsou-lt 0, a g, dvé ekvivalentni metriky, definované na
mnoZiné M (viz definici 3), jsou viechny oteviené mnoZiny
v {M, p,} oteviené i v {M, p,} a naopak viechny oteviené
mnoziny v {M, gy} jsou oteviené i v {M, g,}.

Dikaz: Jsou-li metriky g, a g,, ekvivalentni, plati ne-
rovnost (52) a podle poznamky 15 je tedy &, C &,.
Soudasné viak existuje konstanta C > 0 tak, Ze plati
také nerovnost

2:(2, y) = Coy(x, )

a podle poznamky 15 je pak &%,C%,.To znameni, ze
&1 = &5, a to jsme také chtéli dokazat.

P#iklad 41. Z pitkladu 9 plyne, e oteviené mnozZiny
v metrickém prostoru {E,, d} jsou oteviené i v metric-
kych prostorech {E,, p} a {E,, m} a naopak.

Odboteni $esté. V moderni matematice se velmi &asto
setkivame s tzv. topologickymi prostory. Nebudeme je
zde rozebirat; zmifiujeme se o nich pfedevsim proto, Ze
v nich hraje dileZitou roli pravé pojem oteviené mno-
Ziny. Poznamenejme tedy jen tolik, Ze kazdy metricky
prostor {M, g} je souéasné topologickym prostorem a Ze
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dva metrické prostory {M, o,} a {M, g,} s ekvivalentnimi
metrikami g, a g, uréuji ¢y topologicky prostor.

Konec Sestého odbodeni

Odbotenf sedmé. Ctensi je jistd sezndmen s pojmem
funkce spojité v bodé: Je-li f funkce redlné proménné ¢,
definované pro vSechna redlna ¢isla ¢, fekneme, Ze je spo-
jitd v bodé a z E,, plati-li:

 Ke ka?dému kladnému é&islu ¢ existuje kladné éislo
d = d(e) zavislé na ¢ tak, Ze pro viechna ¢, pro ktera plati
|t —a| <8, je [f(t) —fla)| <e.

Uvédomime-li si, jak je definovana eukleidovska vzdile-
nost d v E;, miZeme posledni poZadavek zapsat takto:

dt, a) <é = d[f(t), f(a)] <e
nebo takto:
t lezi v kouli K(a, §) = f(¢) lezi v kouli K[f(a), €],

nebo to konedné — bez pouziti &isel ¢ a § — miZeme vy-
jadtit takto: Ke kaZdé kouli (v {E,,d}) se stfedem v bodé
f(a) (oznadéme ji ") existuje koule se stfedem v bodé a,
kterd se celd zobrazi (pomoci funkece f) do koule .

Tato formulace umoziiuje pfenést pojem spojitosti
v bodé i na abstraktni mnoZiny a na zobrazeni F, ktera
prvkam metrického prostoru {M, ¢} ptitazujf prvky jiné-
ho metrického prostoru {N, ¢}: Je-li kazdému prvku z
z M pfifazen jednoznaéné urdeny prvek F(r) z N,
fekneme, Ze zobrazeni F (z M do N) je spojité v bodé
(prvku) o z M, jestlize ke kaZzdé kouli K, (v metrickém
prostoru {N, o}) se stfedem v F(a) existuje koule K,
(v metrickém prostoru {M, g}) se stfedem v a, ktera se
celd zobrazi (pomocf zobrazeni F) do koule K, .
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Uloha. Ilustrujte si pojem spojitosti zobrazeni v bodd
metrického prostoru na rtznych konkrétnich p¥ipadech.
Rozmyslete si, co znamend spojitost zobrazeni F
z {E;,d} do {E;,d}. —V pifkladu 5 jsme definovali
zobrazeni pfimky E;, do roviny E, a v pozndmce 6 jsme
analogicky definovali zobrazeni roviny E, do prostoru
E,. Jsou tato zobrazeni spojitd ?

Konee sedmého odbodeni
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