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8. kapitola

KOMPOSICNI RADY. DIREKTNI ROZKLADY.
p-GRUPY A SYLOWOVY PODGRUPY.
GRUPY A TOPOLOGIE

Jednim z hlavnich tikold teorie grup, jak jiz bylo pozna-
mendano, je probadat, jak jsou grupy budovany ze svych
podgrup. Jsou dva hlavni zpisoby, kterymi sledujeme
jak podgrupy skladaji grupu: tzv. komposi¢ni fada
a tzv. direktni rozklad grupy.

O¢ béii pfi komposiéni fadé ?

Chceme-li alespoii hrubé piirovnat tvofeni (klesajici)
komposiéni fady podgrup k né¢emu ndzornému, napada
nas obdoba s postupnym vysunovanim &isti z éasti prfi
rozkladani nohy trubkového skladacfho fotografického
stativu: Nejprve se vysune z celku v ném obsaZeni co
nejobjemné)si &ast, z této &asti opét v ni obsaZend co
nejvétsf éist — a to se opakuje tolikrat, az naposledy
vysunuta trubkova &ast v sobé jiz nem4a daldi vysuno-
vatelnou d&ist, a aZ je jisto, Ze Zadné dvé trubky jiz
nejsou do sebe zasunuty.

V grupé se postupné vysunovanymi ¢istmi oviem ro-
zuméji podgrupy. Opravdu piehlednéd zakonitost se viak
pii tom objevuje jen tehdy,; kdyZz piedpokladame jesté,
Ze ,,vysunovana‘ podgrupa je vidy normalni podgrupou
{nikoli nutné v celé grupé, ale) v té podgrupé, z niz je
pravé vysunovana. '

Pristupme od podobenstvi k definici.

" Méjme v grupé @ jisty podet » podgrup G4, G, G, . . .,
G, tak, Ze jsou splnény tyto podminky:
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1. G, je celd grupa G, G, je podgrupa (j), kterd se
sklida jen z jednotky j grupy G.

2. G;,, je netrivialnf normélni podgrupa v Gy(s =1,
2, ey — 1),

3. Neexistuje jiz Zadné podgrupa &' v G, kterd by se
dala vlozit mezi ndkteré dvé podgrupy G’ a G;,, tak,
aby @ byla netrividlni normalni podgrupou v G; a sama
aby obsahovala G;, , jako netrividlni normalni podgrupu

Potom tikdme, ze podgrupy Gy, G,, G, ..., G, tvoii
tzv. komposiéni fadu grupy G. Poétu n podgrup
v komposiéni Fadé vystupujicich se ¥ikd délka kom-
posiéni Fady. Faktorovym grupim G;/G;,, fikame nékdy
faktory komposiéni fady. Je dileZité si povSimnout, Ze
podminku 3 lze pravé tak dobfe nahradit podminkou 3':

3'. Faktory komposiéni fady, tj. faktorové grupy G;/G;, ,
jsou jednoduché grupy. (Nebot kazd4 normalni podgru-
pa G’ grupy G, obsahujici grupu G;,, diva vznik nor-
malni podgrupé &'/G;, , faktorové grupy G:/G;,, a obra-
cené.)

Uvedme si alesporni dva ptiklady komposiéni fady:

1. Symetricka grupa S, pron = 5 méd komposién{ fadu
S, Ay, (3) (¢ necht je identickd permutace, (¢) grupa
sklddajici se jen z ¢) délky 3, a di se dokonce snadno
ukdzat, Ze jinych komposi®nich fad nemé. Alternujici
podgrupa 4, v S, je tam totiZ normalni podgrupou, nebof
se sudou permutacf ¢ je i kazdd s touto konjugovana
permutace mon ! sudd — a faktorova grupa S,/4, je,
jak vime, cyklicka grupa fddu 2, tedy grupa jednoducha;
alternujici grupa 4, je pak sama jiz, jak vime z pfed-
choziho paragrafu, jednoducha grupa.

2. Cyklicka grupa fadu 12, sklddajici se z mocnin

a,aa* ...,a2 =3
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ma komposiéni Fadu sloZzenu ze 4 nasledujicich cyklic-
kych podgrup; celd grupa (az) sama (tvofena vsemi
mochinami prvku a), podgrupa (a®) vytvofend 4-mi
riznymi mocninami a®, af, a3 a2 =j prvku a®, pod-
grupa (a®) této podgrupy, tvofend dvéma raznymi moc-
ninami a8, a'® = j prvku a® a koneéné jednotkova pod-
grupa (j).

Av3sak to nenf jedina komposié¢ni fada. Jind komposné—
ni fada se sklada z podgrup (a), (a?) (a®), (j) — pfi
stejném vyznatovani cyklickych grup. (O normdilnost
podgrupy v piedchozi podgrupé komposiéni fady se zde
netfeba starat — vzhledem ke komutativité dané gru-
PY:)

O komposi¢nich fadich plati nyni pozoruhodni véta
Jordan-Hélderova, ktera dalekosahle odhaluje struk-
turni uloZenf podgrup v grupé:

Délka dvou raznych komposiénich fad téze
grupy je taz. Co vice, ke kazdému faktoru jedné
komposi¢nifadyexistujesnimisomorfnfifaktor
druhé komposiéni fFady, takie faktory obou
komposi¢nich fad jsou aZ na isomorfismus
a poradi tytéz.27)

[Pov§imneme si, Ze Jordan-Holderova véta sama
nis nepouduje o tom, zda dand grupa vibec komposiéni
Fadu m4, ona jen vypovida o vlastnostech komposiénich
fad v pfipadé, Ze néjaké mame. Existence komposiénich
fad je zfejma v pfipadé koneénych grup. V zobecnéni na

%) Francouz C. Jordan objevil rovnost délek komposié¢nich
fad téZe grupy. Némec O. Hélder pozdsdji objevil tvrzeni
0 ,,rovnosti‘ (tj. isomorfismu) faktori. Dalekosdhlé zobecnéni
na komposiéni fady ,,neXoneéné* délky podal sovétsky mate-
matik A. Kuro8. Daldim vysSetfovanim platnosti zobecnéné
Jordan-Hélderovy véty ve svazech se zabyval u nds
V. Kofinek.
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nekoneéné grupy je podstatné, zda jdeme od vétsich
podgrup k mensim (klesajici komposiéni fada) anebo
naopak, od mensgich podgrup k vétéim (stoupajici kom-
posi¢ni fada). Pro klesajici komposiéni fady i ,,neko-
ne¢né’‘ (nemiizeme zde tento pojem bliZze vysvétlovat,
nebof bychom k tomu potfebovali pojem nekoneéného
ordindlniho é&isla, viz napt. PospiSilovo ,,Nekoneéno
v matematice’ ve sbirce ,,Cesta k védéni*’) véta Jordan-
Holderova plati, pro stoupajici nikoli. Jordan-Héldero-
va véta ma rovnéZ znaény vyznam ve zminéné jiZ
Galoisové teorii algebraickych rovnic; v souvislosti s ni
byla tato véta objevena koncem minulého stolet.]

Od postupného rozkladu vysouvanim podgrup rozkla-
dané grupy se obratme k jinému druhu rozkladu, ktery
spiSe pfipomina rozklad pfirozeného é&isla v souéin moc-
nin prvotisel: je to tzv. direktn{i rozklad grupy.

Ze skoly je, resp. ma nam byt dobie znamo, Ze kaidé
piirozené ¢&islo se dd psit jednoznaéné (aZz na pofadi
¢initelt) jako soudin moenin ruznych pi¥irozenych prvo-
disel py, ps, - .., Pr, tedy

(l=p’fp§’...p’,‘r

Rozkladame-li takto pkirozené ¢ditatele i jmenovatele
kladnych zlomki a piipoustime-li za mocnitele prvodisel
i ¢isla zapornd, pak napsany rozklad v mocniny prvo-
tisel plati i pro kazdé kladné éislo lomené a, tedy pro
kazdy prvek multiplikativni grupy kladnych racional-
nich éisel. Pfi tom vSechny mocniny jednoho a téhoz
prvodisla p s kladnymi i zapornymi mocniteli

. ,p—2’ p—l’ po — j’.pl, pZ’ ..
tvofi zfejmé normalni (nekoneénou cyklickou) podgrupu
v multiplikativni grupé kladnych racionilnich &fsel.
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Ka#dé kladné raciondlni é&islo je tedy a% na pofadi ¢&i-
niteli jednozna¢né danym soudinem d&initela vzatych
z jednotlivych takovych normalnich podgrup, dvé takové
normélnf rizné podgrupy nemaji vice spoleénych prvki
(raciondlnich &isel), nez jen jednotku, a é&isla (prvky),
patiici do jedné takové normélni podgrupy (tvofené
viemi mocninami urditého prvodisla) se jiz takto dale
rozklidat na nesoudsélné Cinitele nedaji.

Od takovéhoto pohledu na rozklad lomenych &isel
v soudin mocnin prvoéisel dojdeme snadno k piislusné-
mu zobecnéni na grupy vibec, tj. k pojmu direktniho
rozkladu grupy v direktné nerozlozitelné podgrupy:

BudiZ ¢ néjaka grupa. MiZe se stat, Ze existuji netri-
vialnf normélnf podgrupy G,, G,, ..., grupy @ tak, ie
ka?dy prvek g z grupy G se di aZ na pofadi &initeld
jedinygm zphsobem psat jako souéin konedného pottu
¢initeld ¢ = ¢,.9, . - . ¢ga, kde &initel ¢, ¢ =1, 2, ...)
patfi do normalni podgrupy Gi.

Rikéme, %e tim je din direktni rozklad grupy &
a piSeme

G=G xGy x ...
Normalni podgrupy G; se pak jmenuji direktni fakto-
ry (direktniho) rozkladu. JestliZe se tyto direktni
faktory G; samy jiZ nedaji stejnym direktnim zpisobem
rozlozit, fikame, Ze jsou to (direktné) nerozlozitelné
(ireducibilnf) grupy. (Pozor, nerozloZitelnost je tedy néco
jiného — pro grupy — neZ jednoduchost; jednoducha
grupa je jisté nerozloZitelna, ne vidy vSak obracené, jak
je vidét na nekoneéné cyklické grupé: ta je direktné
nerozloZitelna, neni viak jednoducha.)

Méme tu tedy dvoji obdobu s rozkladem é&isel v soudin
mocnin prvodisel: Jednak rozklad samotné grupy
v direktni faktory a jednak jim uréeny rozklad prvku
grupy v soudin &initeld, vzatych z direktnich faktora.
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V pifkladé multiplikativni grupy kladnych racionil-
nich ¢isel byly jednotlivymi, nerozlozitelnymi faktory
direktniho rozkladu vesmés nekoneéné cyklické podgru-
Py (mocnin jednotlivych prvodéisel), a bylo jich nekoneéné
mnoho. Jen o malo sloZitéjsi je direktni rozklad multi-
plikativni grupy vdech zlouk, tj. raciondlnich &isel, riz-
nych od nuly. Zde totiZ pfistupuje jesté jeden direktni
a nerozlozitelny faktor, cyklicka grupa fiddu 2, vytvofe-
na &slem — 1.

Vétsing étenai je v podstaté znam jiny piiklad direkt-
niho rozkladu grupy: aditivni grupa komplexnich ¢isel
z + i.y. (Necht &étenafe nemate okolnost, Ze grupovym
nasobenim je zde seéitani ¢isel!) Tato grupa se pi'imo
definuje pomoci obou svych direktnich faktori, jimiz
jsou dvé od sebe odliné aditivnf grupy rea,]nych éisel,
tvofené jednak tzv. redlnymi Castmi z, jednak tzv.
imaginarnimi ¢astmi y komplexniho &isla x + ..

Ponékud obecnéji je direktnim rozkladem ve tii vza-
jemné rozlisené aditivni grupy realnych ¢fsel dana
aditivni grupa vsech vektori v prostoru z.: + y.j +
+ 2.k (4, §, k jsou tzv. jednotkové vektory).

V obou poslednich piikladech 8lo o direktni rozklad
ve faktory, které jsou dale direktné rozloZitelné.

Je dilezité zdidraznit, Ze rozklad samotné grupy
v direktni faktory nemusi byt nijak jednoznaény (v tom
je obdoba s rozkladem celych pfirozengch ¢isel v mocniny
prvodisel neiplna). JestliZe vSak jiz direktni faktory
jsou uréeny, potom je odpovidajici rozklad prvki v sou-
¢in &initeld, vzatych z jednotlivych direktnich faktori
jednoznaéné urdéen (v tom je dplna obdoba rozkladu
raciondlnich &isel v mocniny prvodisel). Ptiklad direkt-
nfho rozkladu ve dva direktné nerozloZitelné faktory
to objasni. Vezméme za rozkladanou grupu ¢' multipli-
kativni grupu vsech racionilnich &isel tvaru 2¢3%, tedy
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¢isel 1,2, 4, 3,3, 4,3, 6,2, 9,4 ... Za jeden faktor
direktnfho rozkladu grupy G polozme podgrupu G, =
= (2¥) (k = 0, £1, +2, ...) (tj. nekone&nou cyklickou
grupu vytvofenou vsSemi celymi mocninami disla 2).
Za druhy faktor direktniho rozkladu pak zfejmé miiZe-
me vzit podobné (multiplikativni) grupu ¢, = (3%) viech
¢isel, vytvorenych mocninami éisla 3 s celistvymi mocni-
teli. MiZeme psat zfejmy direktn{ rozklad -

G=G, x G, = (2%) x (3%

s direktné nerozloZitelnymi faktory.

Za druhy direktni faktor k faktoru G; miZeme vsak
vzit téZ napf. grupu G, = (67) (r = 0, :|:1 +2, ...)
mocnin &sla 6. Nebot je

Qk3Jh — Qk—hOhIh — 2k—hgGh

a rozklad é&fsla 2¢3* v souéin mocnin ¢sla 2 a é&sla 6 je
jednoznadny. (JestliZe totiZ je 276° = 27'3¢', pak je

1] = 2rr'gr—s’ = 2r—r'+a—a’3n—:’

atoznaéi, 26e8—s8 =0,r—7r' +38—8 =0,tedy s =
= &', a z toho r = r’.) Mame tedy i dalsf direktni roz-
klad @ = (27) x (6*) v idrektné nerozloZitelné faktory.
A piece ruzné direktni rozklady téze grupy v direktns
nerozloZitelné faktory jsou v jistém smyslu rovnocenné.
O tom néas pouduje zdkladni véta teorie direktntho roz-
kladu grup, tzv. véta Remak-Schmidtova?®). Tuto

) Vétu dokdzali téméfF soudasné a nezdvisle na sobé né-
mecky matematik R. Remak (v r. 1911) a rusky matematik
0. Sehmidt (1913) — tyz, ktery proslul jako sovéteky poldrni
badatel. Zobecnéni véty Remak-Schmidtovy podal — mezi
jinymi — z nasich matematikia V. Kofinek.
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vétu, kterd je protéjskem k vété Jordan-Holderové,
podime v ponékud zjednodusené formé:

Budtez

G:Glxazxaax.-- XG"=
=G X Gy x ... X G,

dva direktni rozklady grupy & v direktné
nerozlozitelné faktory Gio =1, 2, ..., n)aG;(j =
=1,2, ..., m). Potom podet direktné nerozlozi-
telnych faktori vobou rozkladech je tyz,
n =m, a ke kazdému faktoru G; ]ednoho rozkla-
du existuje s nim isomorfni‘faktor G; druhého
(direktniho) rozkladu. Dokonce lze z jednoho
direktnfho rozkladu pomoci druhého direktni-
horozkladu sestrojovat daldi direktnirozklady
tak, Ze libovolné faktory jednoho direktniho
rozkladunahradime vhodnymifaktory druhého
direktniho rozkladu.

Véta Remak-Schmidtova ndim oviem nezaruduje
existenci direktnfho rozkladu libovolné grupy v neroz-
loZitelné faktory. (V ptipadech konednych grup je vSak
existence alespon jednoho direktniho rozkladu v neroz-
loZitelné faktory téméf ziejma: Stadi prosté rozklidat
postupné jednotlivé faktory jakéhokoli direktniho roz-
kladu tak dlouho, pokud se rozklidat dajf. Vzhledem ke
koneé&nosti grupy to jednou musi skontit u direktniho
rozkladu v nerozloZitelné faktory.) Tato véta jen udava
uzky vztah mezi jakymikoli dvéma direktnimi rozklady
téZe grupy v nerozloZitelné faktory, jestlize jiz rozklady
méme. V predchozim piikladé grupy G viech ¢Eisel
tvaru 2%¥3* nim ¥ikd mj. to, Ze kaidy direktni rozklad
grupy G v direktné nerozlogitelné faktory tvoli dvé ne-
koneéné cyklické grupy (podgrupy v G).
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Obratme se kone¢né ke tietimu hlavnimu zpisobu,
jakym v piipadé koneéniyjch grup sledujeme vystavbu
sloZité grupy z jejich jednodussich podgrup. (I tato
metoda m4 sice jisté rozsffeni na-nekoneéné grupy, které
se viak daleko vymyks z ramce této knizky.)

Jiz jsme se zminili, Ze nejjednodussimi koneénymi
grupami jsou grupy prvotiselného fadu, protoze nemaji
viibec Zadnych netrividlnich podgrup. Pojem jednodu-
chosti vznikl rozsifenim tohoto piili§ tdzkého pojmu
jednoduchosti grupy: Grupa je jednoduchd, nema-li ne-
trividlni normalni podgrupy. Jiné rozsifeni takové
pflisné jednoduchosti grupy, jakou vidime na grupéach
prvoéiselného fadu, mame v grupach, jejichz ¥dad je
mocninou prvoéisla p. To jsou tzv. p-grupy.
Teorie p-grup se dosud nedd soustiedit do jedné nebo
nékolika malo jednoduchych vét, které by shrnovaly
podstatné poznatky o véci; ostatné také vyklad byt i jen
zakladnich vysledki teorie p-grup by si vyzadal zavedeni
mnoha pojmi, o nichZ dosud nebyla fe¢. Omezime se
proto na uvedeni nékolika jednoduchych vlastnosti
p-grup.

Predné jsou p-grupy zhruba feéeno piibuzné komu-
tativnim grupam, ale tato piibuznost se stava stale sloZi-
téjsf, ¢im vétsf je mocnitel » v fadu p* (p je prvodislo)
dané p-grupy. Tak nejen pro n = 1, nybrz i pron = 2 je
kaZda p-grupa komutativni. (Tak napf. tfeba grupy
Fadu 132 = 169 jsou komutativni.) Pro n = 3 jiZ mame
jen jistou slabou nahrazku komutativity. (Ta spodiva
v tom, Ze co nejmensi normalni podgrupa takova, Ze
faktorova grupa dle ni je komutativni, sestavad pravé ze
viech prvki, které jsou komutativni s kaZdym prvkem
grupy; struéné se fikd, Ze komutdtorovd podgrupa je
rovna centru grupy.)

Z p-grup, které jsou stavebnimi kameny sloZitéjSich
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grup, jsou dilezité tzv. Sylowovy podgrupy dané
grupy. Jsou to p-grupy s co nejvétsim mocnitelem #
fadu p», které jsou obsazeny v dané konelné grupé.
Teorie Sylowovych podgrup vychazi z pozoruhodného
zjidténi, Ze ke kazdénejvyssi mocniné p* prvoéisla
p, kterd je éinitelem fddu dané koneéné grupy,
existuje Sylowova podgrupa fddu p*.

Béif pak déle o to urtit co nejblize povahu dané ko-
ne¢né grupy z podminek, kladenych na jeji Sylowovy
podgrupy. Tak napt. jsou dokonale popsany typy iso-
morfismu koneénych grup, jejichz Sylowovy podgrupy
jsou cyklické grupy. Specidlné jsou tim odkryty véechny
mo#né grupy, jichZz fad obsahuje prvodisla vesmés jen
v prvni mocniné. (Jako aplikace Galoisovy teorie
rovnic pak vyplyva, Ze rovnice, jichZ grupy maji vesmés
cyklické Sylowovy podgrupy, se daji Fesit pomoci
Sesti zdkladnich podetnich ukoni algebry.)

Tim wzavirdme zbé&iny pohled na zpisoby, jakymi se
studuje v teorii grup budovani sloZitéjéich grup z jedno-
dussich podgrup.

Na ukondéenou se obratme alespoii k nejhrubsimu
nalrtu jisté teoreticky dileZité aplikace teorie grup,
totiz aplikace na tzv. topologii. Jde o spojeni teorie
grup s vysetfovanim nejzakladnéjéich geometrickych
pojmi, které je stejné hluboké a obtiZné jako ptekva-
pujici.

Nejprve nékolik pfibliznych slov o tom, co je to
topologie.

Topologie?®) je od geometrie odstépend teorie téch

») Slovo topologie je z feckého topos = misto a logos =
= slovo, nauka. Dfive se uZivalo terminu analysie situs — lat.
rozbor uloZeni. Zalozena v podstatd francouzskym matemati-
kem H. Poincarém a holandskym matematikem L. Brou-
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zakladnich vlastnosti geometrickych utvara, které
zistavaji zachovany pki jejich spojitych a vzdjemné
jednoznaénych transformacich, cheeme-li, deformacich.
Podat pfesnou definici pojmu spojité, vzijemné jedno-
znaéné transformace, éili tzv. topologické transfor-
mace (deformace) neni jednoduché. Spokojime se zde
s piibliZnym objasnénim tohoto pojmu na nazornych
ptikladech.

Mysleme si geometricky utvar, napf. kruh v roviné
z dokonale roztaziteiného materidlu, napf. na povrchu
gumy. Gumu s nakreslenym kruhem smime jakkoli
roztahovat, stladovat, madkat a podobné deformovat,
jen nesmime nikde gumu p¥etrhnout (tim by deformace
piestala byt spojitou) a nikde nesmfme dvé mfista po-
vrchu gumy spojit v jedno (slepit) (tim by deformace
piestala byt vzijemné jednoznadnou). Tak lze topolo-
gicky deformovat kruh v trojihelnik nebo &tverec, ale
napf. nikdy ne v tse¢ku nebo v mezikruzi. At gumovou
rovinu deformujeme topologicky jakkoli, vidy to,
co vznikne z kruZnice, bude nepfetrZitid, do sebe uzavie-
na a sebe neprotinajici ¢ara (tedy napf. to nikdy nebude
osmic¢ka), kterds bude rozdélovat to, co topologickou
deformaci vzniklo z roviny, ve dvé souvislé plodné
tasti: ve vnitfek a ve vnéjsek toho, co takto vzniklo
z kruZnice.

Topologie je tedy exaktnim rozborem toho, éemu
v nejobecnéj§im a ponékud neuréitém smyslu slova

werem koncem minulého a zaddtkem tohoto stoleti, stala se
topologie jednou z nejduleZitdjsich zdkladnich teorii moderni
matematiky. Z vynikajicich souéasnych topologi jmenujeme
sovétské topology Alexandrova a Pontrjagina, z Ameri-
¢ani Alexanderaa Lefschetze. Z nadich soudasnych mate-
matikd podstatné ptispél k rozvoji moderni topologie E. Cech.
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tikdme tvar, vzdjemna poloha a spojitost bez
ohledu na délky, ditky a vzddlenosti viibec.

Abychom méli na o&ich alespoii jeden pifklad topolo-
gické rovnocennosti a topologické odliSnosti ploch
v prostoru, pfedstavme si obyéejny hlinény hrnec s jed-
nim uchem pfed vypalenim. Topologickou deformaci jej
muzZeme pievést az napi. v téleso podoby prstence
(tzv. anuloid). Tedy povrch hlinéného hrnce s jednim
uchem je napf. topologicky rovnocenny s povrchem
nafouklé duse pro jizdni kolo (v&etné ventilku; ktery
nic neméni na topologické povaze prstencovitého po-
vrchu). Naproti tomu se nam nikdy nepodafi topologic-
kou deformaci uhnist z hlinéného hrnce s jednim uchem
pred vypalenim kouli; stejné tak se nim ale nepodali
topologickym hnétenim opatfit jmenovany hrnec dru-
hym uchem. Koule, hrnec s jednim uchem a hrnec se
dvéma uchy jsou télesa a maji povrchy topologicky odlis-
né. Koule je viak topologicky rovnocenna s hlinénym
hrncem bez ucha, s krychli, s trojbokym jehlanem. Hrnec
8 jednim uchem je topologicky rovnocenny s prstencem
(anuloidem).

K vysetfovani topologickych vlastnosti ploch, téles
a obecnéjsich utvard, i takovych, které jsou uloZeny
v prostorech vice nei trojrozmérnych, se uzZiva tzv.
kombinatorické metody. Ta je pravé onim mostem,
ktery spojuje abstraktni pojem grupy s hlubokym roz-
borem naSich nejzakladnéjsich geometrickych tzn.
topologickych pojmi tvaru, rozprostieni a (vzajemného)
uloZeni a spojitosti. Pokusme se pochopit zdkladni my-
Slenku kombinatorické metody na piikladé.

Predstavme si jiz zminény povrch prstence. Topolo-
gickou podstatu tohoto tvaru si dostateiné jasné uve-
domujeme globalnim prostorovym nazorem. Avsak
tento nazor nis snadno miZe zavést na scesti svou
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ohranidenosti a povrchnosti, naptiklad jiz tehdy, ma-
me-li na mysli slozitym zpiisobem topologicky zdefor-
movany povrch naseho prstence. Tim spiSe se to muze
stat pii topologicky slozitych plochach nebo télesech,
kde globélni nazor selhava. Zde nutno k celkové topolo-
gické povaze plochy dojit jejim sloZenim z vhodnych
topologicky jednoduchych &asti; pfi tom topologicky
charakter iutvaru vynikne ze zpusobu, jakym spolu
souvisi jednotlivé &isti. Naprosto nutny je pak takovy
kombinatoricky postup pfi vice neZ trojrozmérnych
utvarech, kde nim bezprostiedni geometricky nazor
chybi vibec. Mysleme si tedy na povrchu naseho
prstence jakousi ,,dopravni sit*, skladajici se z koneé-
ného poétu bodt — jakychsi dopravnich uzli (a zaroven
jedinych stanic) a ze ,,spoju*, tj. na povrchu prstence
vedenych jednoduchych é&ar, spojujicich néjakym zpii-
sobem tyto uzly. Sledovanim cestovnich moznosti v ta-
kovych sitich dospivame jiz k nékterym topologickym
poznatkim o dané plose. Nebot topologickou deformaci
plochy se sice méni vzdélenosti dopravnich uzli, kii-
vosti, délky a vzdalenosti jednotlivych spoji, ale
nevznikaji ani nové dopravni uzly, ani nova dopravni
spojeni, a Zddna dopravni spojeni se tim nerusi. Tak se
projevi topologickd rozdilnost povrchu naseho prstence
od povrchu koule napf. takto: Mysleme si na povrchu
prstence jakykoli z pevného dopravniho uzlu vychazejiei
a do ného se vracejici cestovni okruh sestaveny z jednotli-
vych spoju tak, ze kazdym zvolenym uzlem (stanici) se
projizdi jen jednou. Pak af si vyhédneme jakékoli dva
dalsf dopravni uzly (mimo zminény okruh), mtZeme
vidy budto vyhledat anebo v nejhor§im piipadé zavést
nové spoje tak, abychom se dostali z jednoho do druhého
uzlu, aniz dojde ke kfiZovani, nebo aniz bychom dokonce
méli kus spoleéné drahy s dffive vytéenym uzavienym
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cestovnim okruhem. Naproti tomu na kouli to zfejmé
moZné neni: Jakmile si zvolime jeden bod uvniti a druhy
bod wvné uzavieného cestovnfho okruhu na povrchu
koule, nedostaneme se po povrchu koule Zddnym zptiso-
bem z jednoho do druhého, aniz kiizujeme dany do sebe
uzavieny cestovni okruh, nebo aniz s nim mame G&ast
drahy spoleénou..

Nyni jde o to, jak systematicky prozkoumat cestovni
moznosti v takové dopravni siti na dané plose. K tomu
cfli si zvolme urdity bod (dopravni uzel a stanici) za
vychodisko a po jakkoli sloZitém cestovani v ném vidy
nasi cestu ukoné¢ime. Tak vznikaji tzv. uzaviené cesty,
které jsou sledem na sebe navazujicich spoji, pfi ¢emz
je dian a zdiraznén smysl postupu vpied. Jinak
neéinime nasemu cestovani po ploSe Zidné omezeni,
takZe miZeme jednim a tymZ spojem nebo vice spoji,
nebo i ¢istednym do sebe uzavienym okruhem procha-
zet vicekrat — at jiZ v paivodnim nebo v opaéném
smyslu; maZeme specialné projit tymz uzavienym celym
okruhem nékolikrit v jednom i opaéném smyslu, mize-
me se bezprostFedné vracet do naseho vychodiska piesné
po svych stopiach — to vSe budou uzaviené cesty. Pojem
uzaviené cesty neni tedy pouhym souhrnem proslych
spoju a stanic. Kdybychom chtéli ndzorné vyznadit nasi
vyzkumnou (uzavienou) cestu, uéinili bychom tak
zpisobem, jehoZ s udspéchem pouzil anticky hrdina
Herakles v bludisti Minotaurové: Vyznacovali bychom
nasi pout niti, kterou bychom po cesté odvijeli, vyznacu-
jice smysl naseho postupu tieba pomoci pravotocivého
pfedeni nité. Pak oviem itiseky, kterymi jsme prosli
nékolikrat, budou proloZeny niti vicenisobné a v pfi-
sluném smyslu.

A nyni pfijde to podstatné, co dovoluje uzit pojmu
grupy: Kdybychom si poédinali pfesné jako Herakles,
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navijeli bychom opét nadi nitf vidy pokud bychom se
piimo a bez pferuseni vraceli v néjaké &asti nadi cesty
presné po vlastnich stopach, obrativie se v nékteré
,stanici éelem vzad. Pak by vSak vice oestdim odpovi-
dala jedind tzv. redukovand stopa. VSechny cesty by se
nim tim rozpadly do t¥id cest, pfi éemZ do jedné a téze
tiidy bychom kladli cesty s touZz redukovanou stopou.

Je ptirozené povazZovat (z hlediska naseho cile) uzavie-
né cesty s toutéZ redukovanou stopou za rovnocenné ?
Je to prirozené a my to u¢inime. Nebot ném nejde, jako
o to Slo Heraklovi, o to, abychom se vratili pfesné po
svych stopach, a tim se uchrénili zbloudéni. Nam jde
naopak o to, abychom bludi$té nasich spoji probadali
co do mozZnosti spojeni a k tomu nim prosté cestovani
tam a zpét neustile ve vlastnich stopach nepFispiva.
Zvlasté pak ty uzaviené cesty, jez se pfesnd po vlastnich
stopach vraceji do naSeho vychodiska, nikde od nich
neodboéujice, budeme povaZovat za rovnocenné s ,,ces-
tovanim®, pfi ném?% setrvivime v nafem vychodisti.
Za podstatné rizné budeme povaZovat jen takové cesty,
které zanechavaji razné redukované nifové stopy, tak,
jako dva zlomky povaZujeme za rizné jen tehdy, kdyz
vysledky déleni ¢itatele jmenovatelem jsou razné.

A tim jsme u tzv. grupy uzavienych cest, lépe
grupy tfid vzajemné neodliSnych cest nasf sité,
které se ¥ika komplex drah.

Vskutku:

1. KaZdé dvé uzaviené cesty miiZeme v daném poradi
,»znasobit* tak, Ze navdZeme jednu na druhou. Pfi tom
nemuzeme dostat podstatné razné cesty, jestlize nebude
alespoii jedna z obou znasobenych cest nahrazena cestou
od této podstatné riznou. (To si snadno piedstavime,
kdyz si uvédomime, Ze redukovana nifova stopa soudinu
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obou cest se dostane tak, Ze prosté projdeme obé cesty
v daném potadi po sobé a redukujeme po zpisobu Hera-
klové.) — Prvni axiom jednoznaédnosti a neomezenosti
grupového ndsobeni je splnén.

2. Druhy axiom teorie grup, axiom a,sociativity, je
splnén téméf samoziejmé, jak si &tendl sim laskave
uvédomi.

3. Treti axiom, axiom jednotkového prvku, je spinén
rovnéi téméf samoziejmé; jednotkou nasi grupy pod-
statné riznych cest je v podstaté cesta po vychodisti,
neboli zanedband cesta tam a zpét ve vlastnich stopach.

4. Koneéné i axiom inversniho prvku je splnén:
inversni cestou k dané cesté je taZ cesta s obricenym
smyslem postupu.

Takovym zpisobem se tedy objevuje pojem grupy
jako nerozluény pomocnik kombinatorické ftopologie.

Vse matematicky podstatné z toho, co jsme zde vylo-
Zili obraznym zpiisobem lze oviem vyslovit zpisobem
pfesnym a abstraktnim, ale od toho tu upoustime. Grupy
cest, jez takto vznikaji, jsou nekqneénymi nekomutativ-
nimi grupami, jeZ maji veliky vyznam pro teorii grup
samotnou. Jsou to tzv. volné grupy; timto nidzvem
vyznadujeme piesné definovanou a tyto grupy charak-
terizujici vlastnost, kterd — zbéZiné feéeno — znaédi, Ze
prvky takové grupy jsou vzijemné viziny (pomoci
grupového ndsobenf) co nejslabsimi vztahy, tj. jen tako-
vymi, které jiz nutné vyplyvaji ze splnéni axiomi
grupy.

Volné grupy cest jsou oviem sotva poéitkem kombi-
natorické topologie. Jsan onim zakladnim schématem,
které dovoluje vyjadfovat topologické vlastnosti ploch
pomoci jistych rovnosti mezi prvky grupy cest, anebo
lépe (coz je ale logicky totéZ) pomoci jistych, faktoro-
vych grup utvotenych z grupy cest. Vlastnim prostied-
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kem topologie jsou teprve tyto faktorové grupy. Nejdi-
lezit&jsi na véci je, Ze tyto faktorové grupy zavisi jen
na topologické povaze ttvaru (nap¥. plochy) a nikoli na
soustavé cest, pomoci niZz vznikly.
Tolik alespon zhruba k naznaéeni, jak grupova ziko-
-nitost nabyva v kombinatorické topologii hlubokého
vyznamu geometrického. — Dodejme, ¢e existuji i jiné,
snad méné nazorné, ale pro vétsinu ukoli topologie
jednodussi zpiisoby, jakymi se objevuji potfebné, plochu
topologicky charakterizujici faktorové grupy, jeZ sestro-
jujeme v grupé cest, pomoci zminénych rovnosti. Tyto
faktorové grupy, tzv. grupy Bettiho, jsou komutativ-
nimi grupami, takZe pro vétdinu zasadnich kol topo-
logie vystadime s mnohem jednodussi teorii komutativ-
nich grup. (O tom se dtendf muZe poudit ve velmi
pristupné psané knfice od znamenitého sovétského
topologa Alexandrova.)
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