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4. kapitola

POJEM ISOMORFISMU GRUP.
ABSTRAKTNI POJETI GRUPY
(TYP ISOMORFISMU)

Jak jsme v pfedchozim poznali, prvky grupy mohou
byt véci velmi rozmanitého druhu: napt. zikrytové
pohyby, ¥sla, permutace, geometrické transformace,
matice, barvy, skupiny z danych pfedmé&td. Nasobeni
v grupé miZe byt dino velmi riznymi zpisoby: napf.
skléddnim zikrytovych pohybi, nisobenim ¢&isel v pi-
vodnim smyslu slova, sedftanim &isel, kombinovanim
permutaci v daném pofadi, postupnym providénim
geometrickych transformaci, ndsobenim matic, mise-
nfm barev, shrnovinim pfedméti ze dvou skupin do
jedné, pokud se nevyskytuji v obou.

Stava se viak, Ze dvé grupy, adkoli se lisi vzajemns
bud ve svych prvcich (nékterych & ve viech), anebo ve
zpisobu, resp. vysledcich grupového nasobeni, anebo
v obojim, pfece jsou téhof typu, &ili, jak se Fikd, jsou
tsomorfni (z Yec. iso = stejné, morfos = tvar). Pojem
isomorfismu grup si diive objasnime na piikladech, nez
pristoupime k jeho definici; je to jeden ze zakladnich
pojmi celé abstraktni algebry.

Vratme se ke grupé zakrytovych pohybil rovnostran-
ného trojihelnika z 2. kap. Oznatme si jeho vrcholy
v zdkladni poloze é&fslicemi 1, 2, 3 od levého;dolntho
vrcholu poéinaje proti sméru ruéek hodin (obe. 5). Pak
8 kaZdym zakrytovym pohybem dojde k uréité soudasné
nahradé kaZdého z éisel 1, 2, 3 opét jednfm z é&fsel 1, 2, 3,
&ili k permutaci &sel 1, 2, 3, nebo chceme-li, k permu-
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taci vrcholi. Obricené, kaZdd ze Sesti permutaci t¥f

disel 1, 2, 3 je takto déna privé jednim zikrytovym

pohybem naseho trojihelnika. Aviak co je dulezZitéjsiho:

zastoupime-li jednotlivé zadkrytové pohyby naSeho
3 2

23 ¥ 123
D.. (231) E... (3’2)
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trojtihelnika odpovidajicimi permutacemi, pak jsme tim
jiz zastoupili i kazdy souéin (vysledek sloZeni) pohybu
soudinem permutaci, odpovidajicich po fadé

danym pohybim. Tak nap¥f. permutace “ ?, g]

odpovida preklopeni 4 kolem osy dhlu «, permutace

(5 7 3) odpovids ototent E roviny trojthelnika o 240"

. 123)(123 123).
Soudin obou permutaci [1 3 2]. [3 1 2] = [3 2 1] je

permutace odpovidajici preklopeni kolem osy thlu g,
B = A_E (viz tab. v 2. kap. a obr. 6).

Vidime tedy, Ze symetrickou grupu permutaci S,
mizZeme od grupy zikrytovych pohybi rovnostranného
trojihelnika odlisit jen konkrétni povahou prvka (jed-
nou pohyby roviny trojuihelnika, podruhé permutace)
a riznym zpisobem, jakym se provadi nasobeni. Pomoct
vhodného vzijemné jednoznadného ptifazeni prvka
jedné grupy k prvkim druhé lze viak pfenést nasobeni
z jedné grupy do druhé a obracené.

Abychom na$§ piiklad doplnili, sestrojme si jesté
i grupu sklddajici se ze 8esti dvojfddkovych matic,
ktera bude rovnéz typu nasi grupy vSech permutaci tii
pledméti, &ili typu grupy vdech zakrytovych pohybi
rovnostranného trojihelnika, a to pomoci piikladi 2 a 3
ze 3. kap.

Euklidovské otodeni D roviny rovnostranného troj-
ihelnfka o 1hel 120° (¢ili o 2z) je ddno linedrni homogen-
nf transformaci

z = — ' — 1|3y’
y =43 — iy
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protoZe

2 .
a;; = cos—:;l:=—‘},am _—sm—=—ﬂ/3

2
a, =sin-—;t- = H/:i—,a22 = cos%n— =—

Podobné otoleni D* = E o 240° [éi.li o 43—7:] je ddno
transformaci
z=— ' + §|3y
y=— i3 — 1ty

Koneéné preklopeni C kolem osy idhlu y je dino trans-
formaci

zT=—2z

y=v

Z obou otoleni D a F a z pteklopeni C dovedeme sloZit

viechny ostatni zikrytové pohyby rovnostranného
trojihelnika (viz tab. z 2. kap.), nebof nalézame 4 =
= CD, B = CE. Nahradme tedy zakrytové pohyby pii-
sluSnymi, analyticky je vyjadfujicimi linedrnfmi homo-
gennimi transformacemi, sklidani pohybi nahradme
postupnym providdénim transformaci a koneéné trans-
formace a jejich postupné providéni nahradme pifslus-
nymi maticemi a jejich ndsobenim podle pfedchoziho
odstavce. Dostaneme celkem toto vzijemné jednoznaéné
prifazenf zdkrytovych pohybt k permutacim a permu-
taci k maticim 2. stupné (s redlnymi koeficienty), které
vzdjemnd pFendsi sklddini pohybd v nésobeni permu-
taci a v ndsobeni matic (srov. tab. I a obr. 6):
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Zékrytovy pohyb Permutace Matice

(rovnostr. trojih.) (3 vrcholi) (2. stupnd)
Preklopeni 4 [1 2 3) (1 3/3
(kolem osy dhlu &) “* """~ 132) %V§ —
Pieklopeni B 123 (3 —3)3
(kolem osy dhlu g) ** """ *° 321) " L_H@ —3
Pteklopeni C 123 (—1 0
(kolem osy dhlu y) """ """ 213)"""L o1

0 (123 (—3 —13)3
Oto¥eni D o +120° ....... 52 1] 1/525"}

. 123 —1 3/3)
Otodeni ¥ 0 +240° ....... ... —

312) | yym—y |
c (1 2 3 (1 0

Identicky pohyb J ....... 12 3] N 1]

Takovému vzdjemné jednoznaénému ptifazeni prvki
jedné grupy k prvkim jiné grupy, jaké je tu vyznaéeno"
tedy takovému, které vystihuje nisobeni v jedné grupe
nésobenim v jiné (které prevadi nisobeni v jedné grupé
v ndsobeni v druhé), iHkdme tsomorfni zobrazent jedné
grupy na druhou grupu; obé grupy pak platf za (vzajem-
nd) isomorfni. Uvedme si jedté jeden kazdému dobfe
znimy pifklad takového isomorfnftho zobrazeni jedné
grupy na druhou. Prvni grupa budiZ multiplikativnt gru-
pa viech kladniyjch redlnych ¢isel, druhd grupa budi%
aditivnt grupa vdech redlnych &isel wibec. Pak za iso-
morfnf zobrazenf prvni grupy na druhou miZeme pova-
fovat logaritmovani (Feknéme pfi zdkladu 10). Ke
kaZdému kladnému éfslu je dina jedina reilnd hodnota
jeho logaritmu pii zdkladu 10, kaZzdé redlné &fslo (kladné,
zédporné i nula) je desitkovym logaritmem pravé jednoho
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kladného redlného ¢&isla, a co hlavniho, logaritmus sou-
dinu se rovni soudtu logaritmi, ¢&ili nasobeni kladnych
redlnych ¢&isel se vystihuje (podetné jednodussim) sedita-
nim ¢&isel redlnych (vibec), totiZz piislusnych logaritmu.
Z tohoto ptikladu téz vidime, Ze takové isomorfni zobra-
zeni jedné grupy (napi. multiplikativni grupy kladnych
redlnych ¢&isel) na jinou grupu (napi#. aditivni grupu
v3ech redlnych &isel) nemusi byt jen jedno, nebot praveé
takovy isomorfismus dava i logaritmovani pii jiném,
tfeba pfi tzv. piirozeném zakladu.

Pristupme nyni k obsirné a piesné definici duleZitého
pojmu isomorfniho zobrazeni a isomorfismu grup.

Definice

Budtez G a H dvé grupy. Necht ke kazdému prvku z
z grupy G je piifazenim f dan pfesné jeden prvek y = f(x)
z grupy H, tzv. obraz prvku x z @ pfi zobrazenf f,
tak, Ze jsou splnény tyto dvé podminky:

(i) ke kazdému prvku y z grupy H existuje praveé jeden
prvek x z grupy G tak, Ze y = f(x),

(ii) pro kazdé dva prvky z, a z, z grupy G je splnéna

ToVvnost
- f(x1x5) = f(x1). f(@,)

(jestliZe soudin v G vyznadujeme prostym psanim &initelt
vedle sebe a souéin v H kvili rozliSeni vyznadujeme
tetkou mezi ¢Ciniteli). Pak zobrazeni f se nazyva iso-
morfni zobrazeni grupy @ na grupu H.

Rikdme, %e grupa G, je isomorfni s grupou G,
jestliZe existuje aspofi jedno takové isomorfni zobrazeni
G, na G,, a vyznaéujeme to symbolem

G, =G,
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V pifedchozim piikladé H byla multiplikativnf grupa
kladnych realnych &isel, G byla aditivni grupa viech
redlnych é¢isel éili ,,.* jest tfeba nahradit ,,+ (pfi ¢emz
nic nevadi, Ze zde nihodou vSechny prvky prvni grupy
jsou obsaZeny mezi prvky druhé grupy, coi je oviem
mozZné jen pfi nekoneénych grupich) isomorfni zobrazeni
f byl desitkovy logaritmus, f(x) = log,, .

Jaky smysl m4 pojem isomorfismu grup ?

Predevsim ten, Ze stadi dokazat poudku o jedné urdité
grupé, abychom tim méli zdrovei dano neomezené
mnozstvi odpovidajicich poudek pro kazdou grupu, ktera
se ukiZe byt s danou grupou isomorfni. Je to pozadavek
obecnosti vysledki teorie grup, ktery nuti k jasnému
zavedeni a vyuZiti pojmu isomorfismu.

Abstraktni teorie grup se tedy nezabyva urditou kon-
krétni grupou (jako napf. je grupa permutaci daného
podtu pfedméti nebo grupa matic s realnymi koeficienty
daného stupné), nybr formuluje svoje poudky tak, aby
platily pro viechny konkrétni, vza.]emné isomorfni grupy
soudasneé, a to ne]en pro ty, které jiZ znime, nybrz i pro
viechny, s nimi% bychom se kdy mohli setkat. %111
abstraktni teorie grup ma za své vlastni pfedméty celé
typy vzijemné isomorfnich grup (typy isomorfie, nebo
jak se méné vhodné, ale struénéji Fika, a.bstra,ktnl
grupy), nikoli jednotlivé grupy samotné. Abstrahu]e
se tu tedy jak od (podetnich) zpisobi, jakymi je v té
které grupé vytvafeni soudinu z jeho &initeld zavedeno
(at jiz si vzpomeneme napf. na nasobeni permutaci nebo
nasobeni matic), tak i od samotného druhu prvka grupy
(od toho, zda jsou to permutace nebo pohyby neboi &¢isla.)
Takovato abstrakce je pravé nutni k tomu, abychom,
pfendsejice vlastnosti a zdkonitosti z jedné grupy na
druhou (s touto isomorfn{), nepfenesli pfipadné omylem
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néjakou specifickou vlastnost, zaloZzenou v povaze prvka
nebo ve zpusobu provadéni nasobeni jedné konkrétni
grupy, tedy vlastnost & vztah, které do vlastni teorie
grup nepatii.

Pro typ isomorfismu grup je tedy podstatny 1. podet
jejich prvki (v pfislusném zobecnéni i na tzv. nekoneény
podet ¢ili mohutnost mnoZstvi prvki grupy), 2. okolnost,
Ze ke kaidym dvéma prvkim grupy v daném pofadi je
{néjak) stanoven jednoznad&né jejich soudin podrobeny
axiomiim (1) aZ (4), lhostejno, jakym zptisobem se niso-
beni uskuteéni.

Smysl popsané abstrakee v teorii grup je dile v tom, Ze
abstraktni teorie grup, nepfestavajic na abstraktnim
zevieobecfiovani vlastnosti znamych konkrétnich grup
systematicky hledd vsechny typy grup, které jenom
(popt. jesté za dodateénych predpokladi) jsou vibec
logicky moZné, i kdyZ pfedem piiklady takovych grup
znamy nejsou; naopak, klade si, mimo jiné, za kol ta-
kové pfiklady uméle hledat, sestrojovat je. UZitednost
takového podinani pro sezndni grupové zakonitosti je
praveé takovi, jako v piirodnich védach pokusné sestro-
jovani pfirodnich déji za umélych podminek, které sice
(poptipadé zatim) v piirodé nebyly nalezeny, ale maji
pro poznani dané piirodni zdkonitosti dileZity vyznam
teoreticky (jehoZ prakticky dosah se musi difve ¢&i
pozdéji objevit).

Cuibent

1. DokaZte, ze multiplikativni grupa vdech komplexnich
¢&isel &= 0 (tvaru z + €y) je isomorfni multiplikativni grupou
matic tvaru

(_; g) (x, y redlnd &isla, xy 3 0)
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2. Ukaizte, Ze grupa zdkrytovych pohybu nekoneéného pdsu
na obr. 3 je isomorfni.s wditivni grupou celych &isel. (Udejte
pfesné isomorfni zobrazeni.)

3. Ukazte, ze grupa zdkrytovych otoéeni pravidelného
n-uhelnika a multiplikativni grupa vsech n-tych odmocnin
z 1 jsou isomorfni grupy (cyklické grupy fddu =). (Udejte
presné isomorfni zobrazeni.)

4. *Ukaite, Zze Booleova grupa ze 3. kap.a grupa ze cvié. 8*
(za touz kap.) jsou isomorfni grupy (pfi stejném poétu danych
predmétha). (Isomorfni zobrazeni pfifazuje podmnoziné pied-
méta jakozto prvku jedné grupy skupinu viech zbyvajicich
predméta (jeji doplnék) jakozto prvek druhé grupy.)
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