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3. kapitola

OBECNY POJEM GRUPY.
JINE PRIKLADY GRUPY

K vytéeni ¢tyt axiomu grupy jsme byli pfivedeni potte-
bou objasnit pojem geometrické pravidelnosti; pfi tom
se ukézalo, Ze axiomy grupy, platici pro skladanf zakry-
tovych pohybu geometricky pravidelného utvaru jsou
vlastné nékterymi podetnimi zdkony, které plati pro
nasobeni ¢isel (napf. kladnych zlomkia). Aviak ukaZeme
si, v jak rozmanitych dalsich podobach nalézame splnény
tytéZz axiomy grupy (1) aZ (4) z 2. kap. K tomu si vyslov-
né uvédomme nasledujici. Axiomy grupy budou splnény
vidy n&jakym ndsobeni p¥ipominajicim tkonem, napt.
,,8kladanim*’ (pohybi) provadénym s pfedméty, kterym
budeme od nynéjska fikat prvky grupy. Mnozina véech
téchto prvkd musi s libovolnymi dvéma svymi prvky
obsahovat i vysledek ,,nasobeni* (,,sloZeni‘‘) na né v da-
ném pofadi provedeného. MnoZinu s takovymto ,,néso-
benim’, pro niZ jsou splnény axiomy grupy, nazyvame
grupou - vzhledem k uvedenému ,,ndsobeni. Chceme-li
tedy vyslovné formulovat axiomy grupy obeocns,
vratime se do pifedchozi 2. kapitoly a slova ,,zikrytovy
pohyb‘‘ nahradime slovy ,,prvek grupy*, slova ,,zpétny
pohyb*, slovy ,inversni prvek, slova ,,identicky po-
hyb* slovy ,,jednotkovy prvek”, nebo i struénéji
»jednotka’, a konedné slova ,,skladani pohybi* slovem
,,ndsobenf”. Musfme viak mit stile na paméti, Ze slovo
jednotka a slovo ndsobent (pFresnéji fedeno: jednotka grupy
a grupové nasobenf) a odpovidajict ndzvy, jako soubin,
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mocnina (8 celistvym mocnitelem) majt od nynéjska pro
nds obecny smysl, Ze to miZe byt cokoli, na co se vztahuji
zakony (axiomy) grupy (v daném pfipadé tedy také to,
co 8 nasobenim ¢isel nemé co délat). Abychom to oziej-
mili hodné drastickym zplsobem, pf¥ipomeiime si, Ze
rovnéZ napf. celd kladna i zdpornd &isla véetné nuly
tvofi vzhledem k sefitdni grupu, tzv. aditivni grupu
celyjch Eisel. Zde se ,,nisobenim‘ grupy rozumi obyé&ejné
selitdni, jednotkovym prvkem je obydejnid nula a in-
versnim prvkem k celému &fslu a je &fslo — a. Aditivni
grupa celych &fsel je tedy komutativni (Abelova) neko-
neéna grupa; axiomy grupy (1), (2), (3), (4) a (5) jsou
tu znémymi zakladnfmi po¢etnimi zdkony pro seditani.
(Podobné je tomu ovsem pro lomend nebo i redlna
&fsla.)

Mozna, Ze se &tenai zeptd, pro¢ se tedy neuZiva pro
tdkon ve smyslu axiomi grupy nazvoslovi vzatého ze
séitanf misto z ndsobeni nebo vibec néjakého jiného
»yheutrilniho* ndzvoslovi. Skutetné néktef{ matemati-
kové uzfvaji tzv. seditaci (aditivni) symboliky a nazvi
i pro nékteré nekomutativni grupy, ale vieobecné to
nenf pfijimano. Jak z formalnich divoda jednoduchého
psani, tak i vzhledem k tzv. reprezentacim grup grupami
matic (o tom viz v dal§im), u nichZ jde o skute&né a obec-
né nekomutativni ndsobeni (na rozdil od seditani matic)
se jevi historickym vyvojem ustilené ,,nisobici* ndzvo-
slovi a symbolika obecné teorie grup opravnénou.

Pojem a teorie geometrické pravidelnosti, z nichZ
jsme vysli, se jevi z obecného stanoviska, na néZ hodla-
me vystoupit, jako zcela specialni aplikace abstraktni
teorie grup, vedle ohromné rozmanitosti jinych aplikaci
a projevi grupové zakonitosti v pfirodnich i matematic-
kych zjevech. O tom si udinime obraz na nasledujicich
piikladech grup.
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Pfiklad 1. Grupa viech permutaci koneédné
mnoha pfedmétt (Symetricka grupa)

Méjme n predmétid, jeZ si pro jednoduchost vidy
muZeme nahradit ¢isly 1, 2, 3, . . ., n. JestliZze nahradime
soudasné kaZdé z napsanych &¢sel opét nékterym z téchto
&isel, feknéme ¢&islo 4 (1 < 7 < =) éislem n(s) tak, Ze dvé
ruzné &isla ¢ 3= jsou nahrazena vidy dvéma riznymi
&isly n(i) == 7(j), pak takovému soudasnému zastoupeni
7 ¥ikdme permutace. Je tieba si poviimnout, Ze nékdy se
se slovem permutace (n ¢fsel) spojuje jen predstava
nového pofadi n(l), #(2), n(3), ..., #(n); zde viak slo-
vem permutace rozumime onu zménu, ktera k takovému
novému pofadi vede, to jest permutace m je soudasné
nahrazovani &sla 1 ¢islem z(1), ¢isla 2 Sislem 7(2) atd.,
coZ samo mii¥e byt uvaZovano bez ohledu na jakékoli
pofadi.

Chceme-li vypsat urditou permutaci, uvedeme do
prvni fadky é&fslice v plirozeném pofadi a pod né do
druhé fidky postupné ty &islice, kterymi nahrazujeme
pfi dané permutaci &fslice nad nimi. Napf.

_12ﬂ
=231}

znaéi totéZ co rovnosti
(1) =2, 7(2) =3, a(3) = 1

(123456
9_23146J
znadi totéz co rovnosti

e(6) =5
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(Mohli bychom oviem stejné dobte psat
(13 2]
o (2 13

456231
e= [4 6531 2]

nahrazovani{ samo, to jest permutaci, tim neménime.)

Misto permutace n &isel Hkdva se také permutace stup-
né n. Dvé permutace téhoZ stupné lze v urdeném pofadf -
,»Znésobit’‘. Ndsobenfm v uréitém pofadi dvou danych
permutaci rozumime jejich provedeni po sobé v pofad{
pravé obraceném. Presnéji fefeno, umluvime si, Ze
jestlize permutace = pfevadi ¢islo ¢ v éislo #(¢) a permu-
tace g (téhoZ stupné) pfevadi ¢islo x(s) v &islo o(s(3)), pak
permutace, kterou oznaéme jako px, prevadi éislo ¢
v &fslo g(7(7)). Soudin gz je opét permutace stupné =
(pfitom zdanlivda nesrovnalost v pofadi obou znadek
7 a p ma svoje vyhody a je dina matematicky nepod-
statnou okolnosti, Ze jsme béiné zvykli ¢ist odleva do-
prava, ale psit permutované — nahrazované — ¢&fslo ¢
napravo od permutace x).*) Napf. je-li

(1234
T=\2413
_ (123 4]
¢=13124
(123 4)
_(1 432
Y) Kdybychom se této nesrovnalosti chtéli vyhnout, museli

bychom psdt permutované &fslo pfed permutaci, tedy ()=,
misto (i), coz by bylo méné vhodné.

pak
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Nyni si dokazme, %e permutace stupné n tvort vzhledem
k uvedenému ndsobeni gmzm, tzv. symetrickouw grupu S,
kterd je fddu n! = 1.2.3 .

(1) Axiom"(zékon) neomezené ]ednoznaénostl nésobe-
nf je podle definice samoziejmé splnén.

(2) Axiom asociativity Zada, aby pfi libovolnych tiech
permutacich 7z, g, ¢ ¢islo a(en(i)) bylo totéZ jako &islo
oo(n(?)), a to pki jakémkoli ¢. Skutedné, dle nasf definice
nasobeni permutacf jsou obé &isla rovna &slu o(o(7(2))).

(3) Axiom jednotkového prvku je zfejmé splnén:
jednotkovym prvkem je tzv. identickd permutace ¢ (&ti

jota) tvaru
123...n . .
= (1 2 3n] ui) =4

(4) Axiom inversntho prvku je splnén, nebof zfejmé
inversnf permutaci k permutaci z je prosté permutace,
oznadme ji =71, pfevadéjici &slo j = n(t) v &slo ¢ =
= n7Y(j). Vzpomeneme-li si jestd ze stfednf &koly, Ze
viech pofadi z n &sel jen! = 1.2.3...n (n — faktorial),
a Ze tedy bude i tolik permutaci, kterymi se tato pofadf
ze zékladniho daji vytvofit, pFesvédéili jsme se o plat-
nosti celého nadeho tvrzenf.

Grupy permutacf jsou dileZité tecreticky i v aplika-
cich, v matematice i v pfirod8. Lze Heci, Ze v modern{
matematice na pod. XIX. stoletf se pojem grupy objevil
v grupich permutaci, a to piimo v aplikac¢i na teorii
algebraickych rovnmic libovolného celistvého kladného
stupné o jedné neznamé. (O této tzv. Galoisovés) teorii

) J. E. Galois, ktery pfedfasnd zahynul v souboji, byl
genidln{im francouzskym matematikemn z potétku XIX. stol.
(Zemtel ve véku 21 let.)
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rovnic najde &tendf zminku ve Schwarzové kniZce
»»O rovnicich®, sbirce ve ,,Cesta k védéni*‘; pro zakladn{
pojmy Galoisovy teorie viz napt. KuroSovu udeb-
nici.)®)

Priklad 2. Grupa geometrickych transformaci

Pro geometrii (i fyziku) je zdsadné dileZity pojem
grupy geomelrickych (popi. fyzikilnich) pohyba é&ili
transformaci.”) Tento pojem si objasnime na piikladsé
ze Skoly zndmych euklidovskych pohybi roviny.

Predstavme si, Ze se tuhd rovina, unasejici kartézskou
soustavu soufadnic Oxy, pohnula v sobé samé, tj. ani
se kterykoli bod této roviny dostal mimo ni. Pak zménu
polohy (pohyb) této roviny budeme posuzovat vzhledem
k vychozimu postaveni soustavy soufadnic. Bod, ktery
mél piwvodné isetku?) hodnoty feknéme 2’ a pofadnicit)
hodnoty feknéme y’ (jeZ se po pohybu objevuji a odeéi-
taji v nové poloze soustavy soufadnic), dospél do mista
bodu, jehoZ tisedka obnasi x a jehoZ pofadnice obnasf y
(obojf méfeno v pivodni poloze soustavy soufadnic).
»Nové“ soufadnice bodu z, y lze vyjadfit ,starymi*
soufadnicemi z’, ¥’ ze §koly znimymi tzv. transformag-
nimi vzorei '

%) Jde o monografii vyznamného sovétského matematika
A. G. Kurose, ktery dlouhd léta vedl moskevsky algebraicky
seminé¥ zalozeny O. J. §midtem (zndmym vefejnosti asi vice
jako polarni badatel). Neddvno zemiely prof. Kuro$ byl
velkym pFitelem Ceskoslovenska.

7) Srov. 8 vysvétlenim geometrického rdzu pojmu pohybu
drobnym tiskem v 1.kap.

8) Termin ,,isetka‘* se zde uZivd ve smyslu ,,1. soufadnice**
nebo ,,z-ovd soufadnice** a podobné termin ,,pofadnice’* ve
smyslu ,,2. soufadnice** &ili ,,y-ovéd soufadnice*. Jde o stars{
terminy, které viak pro zachovéni pivodniho razu textu byly
na tomto mistd ponechdny.
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r=z'cosa—y sinx -+ a
y=z'sina+y cosa+b

kde « je proti rud¢kam hodin kladné méfeny thel otodent
(uréeny aZ na celistvy nasobek plného dhlu 27 v mife
obloukové), tj. tihel od staré polohy osy tsedek k jeji no-
vé poloze, a a b jsou soufadnice bodu, do néhoZ se dostal
po pohybu podatek 0 soustavy soufadnic.

Tyto zdvislosti novych soutadnic na starych (které ve
svém Ghrnu oznaéme 7'(«, a, b)), popisuji a definuji tzv.
euklidovskou transformaci, &ili euklidovsky pohyb
roviny. Ka?dy euklidovsky pohyb 7' je plnd urden
uspofadanou trojici &fsel «, @, b — tzv. svymi para-
metry. Zptsob, jakym si oznadime (staré & nové)
soufadnice je lhostejny, je tfeba jen v&dét, které
soufadnice jsou staré a které nové, kterd z nich je tsed-
kou a ktera pofadnicf; jinak se volba oznadeni soufadnic
Hdi jen ztetely formdlnfi (podetni) tdelnosti.

Zvlastnimi piipady euklidovského pohybu roviny
jsou: &isty posuv (pro « = 0) a d&isté otodeni (pro
a = b = 0); obecny piipad je kombinaci obou (pfi demz
pozor na pofadi, viz niZe).

Predepisme si obecn$ jiny euklidovsky pohyb roviny,
o parametrech o', a’, b’, ktery téelné vypisme takto:

2’ =" cos ' —y'sin o’ + @
'=z"sina +y" cosa’ + b

Predstavme si, Ze jsme oba pohyby sloZili v jeden tim,
%e jsme provedli nejprve pohyb 7"(«/, @', b') a pak pohyb
T(a, a, b). Vysledkem musf ovéem byt opét euklidovsky
pohyb T"(a’, a”, b"), coz dokiZeme a jeho parametry
«’, a", b" nalezneme prosté tak, e dosadime do rovnic,
urdujicich 7' z rovnic uréujfeich 7’. (Kdybychom si ne-
byli vhodné oznatili soufadnice, museli bychom si je
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vhodné pfejmenovat pfed podetnim sloZenim obou
pohybi.) Mame

& = (" cos &' — y" 8in ' + a’') cos & — (" sin &’ +

+ 9" cos a' + b')sin a + @ = x"(cos a’ cos ¢ — sin a’.

.8in &) — y"(sin &' cos @ + cos a’ sin a) + a’ cos x —

—b' sin a + a = 2" cos(a’ + a) — y" sin(a’ + a) +
+ a' cos a — b’ sin a - B/

Podobné

y = z" sin(a’ + &) + y" cos(a’ + «) + @’ sin & +
+ b cosa+b

take «” = « -+ o (dhel otofeni vysledného pohybu je
soudtem obou 1hlid otodeni) a

a" =a cos a— b sin a+ a

0" =a'sina+ b cosa+ b
(Potétek se prvym pohybem 7' dostal do bodu a’, b"
a tento bod dostal se dal§im pohybem 7' do bodu a’,
b".)?)

Skladani euklidovskych pohybi roviny lze tedy strud-
né vystihnout rovnost{
T(a,a b) T"(a', @', b') =
T”(a—i— a', a’ cos a—b’51na+a a’ sin x 4
+ b cos & + b)

(Podobné jako pti ndsobeni permutaci zaznamenava-
me v soudinu dvou geometrickych transformaci postup

*) Na stfedni Skole se pfi geometrickém odvozovéni soudtové
poulky pro sin a cos (jiz jsme tu uzili pfi odvozen{ parametrii
vysledného pohybu) vyhdzi naopak z geometricky nézorného
faktu, Ze thel dvou po sobé ndsledujicich euklidovskych oto-
¢enf je roven soudtu obou tihli, & z geometrického zndzorn&ni
otodeni se vyvodi soudtové poucky pro sin a cos.
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sklddanych pohybu zprava doleva; hlubsim duvodem
pro toto nezvyklé psani je okolnost, Ze zobecnéni pojmu
permutace na nekonedné soubory pfedméti, jako jsou
napf. body roviny, zahrnuje v sobé8 i pojem geometrické
{euklidovské) transformace roviny jako zvlastni pfipad.
Permutovanymi pfedméty jsou pak na misté celych
.&isel uspofadané dvojice redlnych &isel (kde prvé &islo je
tsedkou, druhé pofadnici bodu) a euklidovsky pohyb
jakoZto predepsané nahrazeni starych soufadnic bodu,
tj. dvojice [z, ¥'] novymi soufadnicemi téhoz bodu, tj.
dvojici [, y], se opravdu jevi jako jistd , permutace‘’
bodi roviny, rozumi se ovdem nikoli ve stiedoskolském,
nybrz ve shora uvedeném smyslu slova.)

Snadno se d4 ukazat,!?) Ze euklidovské pohyby mozno
povaZovat za prvky grupy, Ze totiZ plati i pro skladani
.euklidovskych pohybid, povaZované za ,,ndsobeni®,
v tzv. grupé euklidovskich pohybwt roviny, axiomy (1) az
.(4). Tato grupa je nekomutativmi a nekoneénd. (Ne-
platnost komutativnfho zdkona jiZz p¥i obriceni sledu
.¢istého posuvu a &istého otoleni zna kaidy, kdo vi, Ze
vpravo v bok a pak krok vpted d4 néco jiného, nez krok
vpied a pak vpravo v bok.)

Ke grupé euklidovskych pohybi roviny (véetné pfe-
klipénf) miizeme dospét i jinym, méné nizornym zpi-
.sobem: Je to totiZ pravé ta grupa (tzv. linedrnich trans-
formaci & permutaci) bodi!?!) roviny, kterd zachovava

19) Pfenechdvdm to &tendfové pili; asociativni zdkon se
nejlépe bez potitdni dokazuje na zdklad® ptedchozi pozndmky,
%e pohyb roviny je permutace jejich bodu. (Asociativni zdkon
pro koneéné permutace znédme.)

1) Linedrni se nazyvéd transformadni zdvislost, v niz se

. soufadnice vyskytuji nanejvys v prvni mocnind. (Ndzev podle
lat. linea recta = p¥{mka, v jejfz rovnici se vyskytuji soufad-
_ nice rovndZ nejvys v prvni moenind.)
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vzdilenost dvou bodi, co% tsti v pozadavek, aby dva
body %, Y1 & &y, Yy, vidy piesly ve dva body z{, y,
a Ty Yo

|4 =+V(x1—zz)’ + (h— ) =
+

=H (@] — =) F (51— v3)*
+

Rikdme, Ze funkce V soufadnic je invariantem
vidi (linearni) grupé transformaci{ euklidov-
skych. (Grupa se nazyvé linedrni, jestliZe transformad-
ni z4vislosti jsou linedrni.)

JestliZe uréime za definujici invariant jinou vhodnou
funkei soufadnic, dostdvame linedrni grupu jinych, tzv.
neeuklidovskych ,,pohybti‘ roviny, odpovidajicich ,,ne-
euklidovské” geometrii. DileZitost teorie invarianti
viadi grupam transformaci pro obecné geometrické iva-
hy je tak velikd, e némecky matematik F. Klein piimo
definoval geometrii jako studium invarianti
vidi grupdm transformaci.

Ve fyzice poznéme vyznam obecné teorie grup trans-
formaci s danym invariantem na tomto p¥ikladé: Z po-
Zadavku specidlni teorie relativity, Ze svételny signdl
se mé &ffit stejnou a nepiekroditelnou rychlosti na
viechny strany nejen vzhledem ke zdroji svétla (co% je
samoziejmé) nybrZ i v soustavd, kterd se vzhledem ke
zdroji pohybuje pfimod&afe rovnomérns, vyplyva (v nej-
jednodusiim p¥paddé posuvu osy & v sob&) poZadavek
invariance (neménosti) funkce xz? — c*® (pfi linedrnf
transformaci starych ,,soufadnic“ novymi); ,soufad-
nice’ ¢ m4 tu vyznam &asu, ¢ zna¥f rychlost svétla.
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Timto invariantem je definovana jistd linedrni grupa
(neeuklidovskych) transformaci, tzv. gripa Lorenizova.
Jeji studium je matematickym zédkladem specidlni
teorie relativity. (Viz cvid. 10 ke kap. 4.)

Priklad 3. Grupa linedrnich homogennich
transformaci (grupa matic)

Zavedme si ve vzorci pro ¢isté euklidovské otodeni
(viz ptedchozi piiklad) toto oznadeni (z divodd, jez
budou ihned zfejmsé):

@,; = COS &, @y = —Sin &, ay; = sin a, @y = €O8
Pak vyjidieni euklidovského otodeni mé tvar

X = ay, " + a5y’

Y = a2 + agy’
Podobné kdybychom sledovali euklidovskd otodent
prostoru, nalezli bychom pro zavislost novych prostoro-

vych soufadnic z, y, z na starych prostorovych souiad-
nicich 2, y', 2’ téhoZ bodu vzorce

T = any’ + apy’ + a7
Y = QT + Qg + Ggy2’
2 = QT + Qg + Age2’

kde pevné ¢islo (tzv. koeficient) ay: stojici v ¢-tém fadku
a k-tém sloupci pravé strany napsaného vzorce je kosi-
nus thlu, ktery svird i-t4 soufadnicova osa v pivodni
poloze s k-tou soufadnicovou osou v nové poloze. (i, k&
znamené nékteré z &fsel 1, 2, 3; napt. a4 je kosinus vdhlu
mezi starou polohou osy z-ové a novou polohou osy
z-0vé.)
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Euklidovska otodeni roviny, resp. prostoru jsou pif-
klady tzv. linedrnich homogennich!?) transformaci.
Timto pojmem, ktery ma velikou dileZitost v celé ma-
tematice, geometrii a i v teoretické fyzice, rozumime
obecné souhrn zavislosti » zévisle proménnych &isel z,,

Xy, T3, ..., T, Nna m danych (nezadvislych) proménnych
dislech z;, x;, z3, ..., z;, takovych, Ze je lze napsat
ve tvaru
’
Ty = 0y + amxé + ...+ “mx,:n
4 — Ty = A% + g% + ...+ Gonly

l Tn = anlzll. + an2x2, + ...+ a/nmx;n

Koeficienty transformace, pevna &fsla a;;, svou hodnotou
(pfi danych hodnotach tzv. fddkového indexu ¢ a tzv.
_sloupcového indexu k) plné uréuji svym souhrnem
takovou linedrnf homogenni transformaci, kdezto ozna-
¢eni proménnych (nikoli jejich pofadi) je lhostejné.
V dal$im se omezime na linedrnf homogenni transfor-
mace, kde je tyZ podet zavislych i nezivislych promén-
nych, tedy kde m = n a dale takovych, Ze z predpokla-
danych hodnot zavisle proménnych =z, z,, ..., =, lze
k nim vypodist (jednoznadné) hodnoty zavisle promén-
nych, tj. Fedit transformadni rovnice podle neznimych
1, Tsy . . ., Za. (NEktery &tendt vi, Ze nutna a postadujici
podminka takové FeSitelnosti transformadnich rovnic A4
je ta, aby tzv. determinant soustavy byl éislem od nuly
riznym.!9)

13) Homogenn{ (%esky = stejnorody) zde znali, Zze viechny
,si‘&itance obsahuj{ nezévisle proménné (deni tzv. absolutniho
£lenu).

13) O determinantech se &tendi poudi v kazdé zdkladni uteb-
nici (klasické) algebry, anebo p¥imo v udebnici B. BydZov-
ského: Uvod do teorie determinantt a matic, JOMF Praha.
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Nezndmé x;, z;, ..., z, lze tedy vyjadfit linedrni
homogenni zavislosti na danych hodnotach z,, z,, . . ., z,,
&ili 1ze nalézt tzv. inversni (linedrni homogenni) trans-
formaci. Mame tedy na mysli jen linedrni homogenni
transformace, které maji k sobé (linearni homogenni)
transformaci inversni.

Podobné jako pii geometrickych transformacich
(ptiklad 2) budeme definovat i skladani lin. hom. trans-
formaci (téhoZ po&tu proménnych) jejich postupnym
provadénim. Pfedvedeme si to na pifkladé n = 3. M&jme
dvé takové linedrni homogenni transformace.)

1 ’ ’
Ty = ATy + azzle + azax:;
Ty = A3, T) + Agpky + Gy

B {x; = by % + byo®;’ + byaxy’

4 {xl = @, + G197 + G147y

xé = bzlxi: + bzzxé: + bzsxé:
Ty = b2y + basTs’ + bys7y

Slozenou transformaci 4B (&ili soutinem 4B obou
transformaci) rozumime vyjidfeni zivisle proménnych
Z,, Z,, &, transformace A nezavisle proménnymiz,’, z;’, =3
transformace B, coZse provede dosazenim za z;, z;, 3
z rovnic pro B do rovnic pro 4. Po ptislusné tpravé
vytykdnim dostavime (provedeni pfenechiviame étenati
jako snadné cvideni):

e

14) Ciselné ptiklady najde dtendk nize — zde by viak prové-
ddni sklddéni transformaci spiSe zatemnily, neZ objasnily.
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= (@111 + G19bay + Gysbg)2 + (13010 +
+ 13095 + aybsd)T;’ + (311013 + @19Dy3 +
+ @y3Dgs) . 23’

= (@ybyy + aggbyy ",l' Ag3bg)2 + (@301 +
AB = + 2% 2% 'I"”aszbns)zz' + (@nb1s + @aabes +
+ @g3bgs) . 24

= (@g:1b11 + Gggbsy + agsbs)r + (3301 +
-|- @g3b3s + aaabaa)xz + (851015 + agabys +-
+ @agbgs). 2y’

Soudin 4B obou linearnich homogennich transformaci
je tedy opét linedrni homogenni transformace; jeho
tvoreni si zapamatujeme, kdyZ% si uvédomime, Ze v ¢-tém
fadku a k-tém sloupci pravé strany transformace AB se
naléz4 ,,soudin ¢-tého fadku z 4 s k-tym sloupcem z B
(Stenaf jistd pochopi bez dloubhého popisovani, co se
minf zkracenym réenim v uvozovkich).

Pfi pravé definovaném ndsobeni vSechny ty linedrnf
homogenni transformace tfech — a obecné » promén-
nych, které maji k sob& inversni (linedrni homogennf)
transformaci, tvoif grupu, tzv. homogenni linedrni
grupu n-tého stupné; pfi tom viak je tfeba jesté udat
druh koeficientt, které vystupuji v transformacich
grupy, tj. zda jsou to &isla raciondlni, redlna & dokonce
komplexni. (Podrobné ovéfeni platnosti axiomt grupy
musime zde vynethat; étendf je najde v kaZdé udebnici
vyssf algebry.)

Protoze, jak jsme jiZ zdiraznili, lim. hom. transfor-
mace je uplné ddna svymi koeficienty, miZeme misto
nésobeni transformaci hovofit prosté o ,,ndsobeni ce
lych souhrnii pfislunych koeficienti (jako celki). Témi-
to souhrny koeficientt rozumime jejich hodnoty v cha-
rakteristickém &tvercovém uspofidani tvaru
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(@11 @yq - . . G1n
azl azg RN ) a”
Gny By « - - Con
a ¥kédme jim reguldrni matice n-tého stupnd (n-fadové)
koeficienti piislusné linedrni homogenni transformace,
pri¢em% dodatek ,koeficientd...* zpravidla vynechiva-
me a mluvime prosté o regulirnich maticich stupné n;
slovo regulirnf (pravidelny) vyznaduje pravé onu pfed-
poklidanou vlastnost pfFislusné linedrni homogenni
transformace, Ze k ni existuje transformace inversnf
(dle pozndmky nahote lze téZ ¥ici, Ze matice je regulérni,
je-li determinant z jejich koeficientid rizny od nuly).
Matici (stupné n), majici v ¢-tém Fddku a k-tém sloupei
&slo ay, pak oznatujeme struéné ]a.ko (aq,) (je-li za-
hodno, s dodatkem ¢, &k = 1, 2, 3,
Soudinem matice 4 = (a,.;,) nésobené zpra.va. maticf
B = (ba) rozumime tedy matici AB = C = (c,,), kde

Crs = Anbyy + Apbss + ... + Gpabre;r,8=1,2,...,7m

Tim je definovina grupa (reguldrnich) matic stupné n
(n-fadovijch ).

Mezi maticemi (jakoito ¢tvercovymi schématy &isel)
a pHslusnymi linedrnfmi homogennimi transformacemi
je zhruba Fedeno (srovnej dalsi odst.) jen ten rozdil, Ze
uvaZovat matice misto pfisluimé transformace je ptiro-
zenym zjednodusenim, jestlize ndm jde spiSe o ndsoben{
(sklddén{) transformacf ne% o jejich samotné provadéni.

Jednotkovym prvkem je tu tzv. jednotkové matice

10...0
01...0
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majici vesmés jednotky v hlavni ihlopfice a nuly na
ostatnich mistech. Jednotkova matice piislusi k identic-
ké transformaci )

’ ? ’
Ty =T, Ty = Tgy eaey Tn =Ty

(Z definice nasobeni matic snadno vidét, Ze nasobeni
jednotkovou matici danou matici nezménf.) Nékolik
éiselnyeh prikladda ¢tendfi pomuZe piekonat pFipadné
podatedni potiZe ¢i nedorozuméni.

a) Jestlize stupeni matice je » = 1, pak regularni
matice jsou prosté &¢isla riznd od nuly. (Matice se sklada
z jediného koeficientu, feknéme a@,, = @, nebo b;, = b
apod.) Nasobeni matic je prosté nasobenim &isel. P¥i-
slusné homogenni transformace jsou ty nejjednodussi
linedrni zdvislosti, feknéme

A ={x =ax'}, B ={x" =bz"},
AB = {x = abx"}
apod.
Grupa matic stupné 1 je tedy prosté multiplikativni
grupa jejich koeficienti.

b) Polozme n = 2. Necht napf.
12 10
A=(35h2=(33)
1y 1.0 4+2.2) (54
4B = [§+ .1 3.0+4.2)_(2‘8)

Matice A B piislusi k soudinu (sloZeni linedrni homogenni
transformace)

Pak

T, z + 2
Z, 4

Z
331“" 22}

i
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s transformaci (pro niZ schvilné volme jiny zpisob
oznadeni proménnych, abychom si uvedomlh jeho ne-
podstatnost)
z =
y=2+2
c¢) Hledejme inversni matici k matici

1 20
A=[—2—40]

1 11
Mame tedy nalézt matici X tak, aby
1 100
—2 —4 0] [0 1 0]
1 001

To dle pfedchoziho znamena rozfesit pfislusné trans-
formaénf rovnice

I = z; + 2z,
z, = —2x; — 47,

’ ’ ’
Iy = 2+ T+

pro neznimé z;, x;, x5 za ptedpokladu, %e &sla z,, x,, z,
jsou libovolné dédna, a vyjadFit tak linedrni homogennf
zavislost (inverzni transformaci) proménnych éirkova-
nych na proménnych neéérkovanych.

Abychom se pHpadné zbyteéné nenamahali, je dobfe
vyzkoumat, zda napsané rovnice maji vibec Fefeni
(pro kazdé z,, z,, x,). Vidime v8ak, %e pFitteme-li k dvoj-
nasobku prvni rovnice druhou rovnici, dostdvdme rov-
nost 2z, + z, = 0. To je v rozporu s libovolnou volitel-
nostf a tedy se vzijemnou nezivislosti proménnych
z, a Z,. Lze tedy napsané rovnice Fesit dle ¢drkovanych
neznamych jen tehdy, jestliZe je splnéna podminka
2z, + x, = 0 (coZ obecné neni), takZe inversnf transfor-
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mace k transformaci o dané matici A neexistuje; matice
A nenf regulédrni a nenf tedy prvkem na#f grupy (linearn{
grupy matic stupné 3 s racionilnimi koeficienty). (Cte-
né¥, znaly zdkladd teorie determinantd to vi pfedem,
nebot si viimne, Ze determinant dané matice 4 je nula,
protoZe druhy fadek matice je 2-krite vzaty prvnitidek.)

d) Vezméme si misto matice 4 matici

100
B=[103]
120

a hledejme k nf inversnf matici, tj. hledme vypodist
hodnoty ésrkovanych proménnych pomocf nedirkova-
nych z rovnic
z=12a
y=1 + 32
z=a 4 2y
Redent je, jak se dtenst snadno presveédéf
=z
y=—1%z + 3z
2 =—1dz+ 4y
Tedy inversnf matice
100 100
B = [1 03 30 ;,]
120 130

Skute¥nd, zndsobeni obou matic diva
1.1 4+0.(-3}) +0.(-}) 1.0

BB = [1 140. (—§)+3 (-3) L.0
1 ) + 0.(-}) 1.0

OOO+
+++ v

-4
). 4
-3
-3

NOOA
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Prehlédnuvie v piedchozich tiech pfikladech nejdu-
leZitéjsi druhy grupového ndsobeni, obratme se jesté ke
dvéma pifkladim grup zcela jiného druhu.

Priklad 4. Grupa idealizovanych barev

Za prvky této grupy pokliddme barvy v jejich duhové
distoté, za grupové nasobeni misen{ barev (bez ohledu na
jejich potadi, pijde tedy o grupu komutativni).

Predpoklidejme tii zakladnfi barvy v zakladni sile, tj.
modf M, Serven C a Zlut Z tak, Ze smifenim t&chto tF
barev vznikne &ird (neutralnf) barva N. K pfibliZné reali-
zaci poslouZi zndmy barevny kotoud, rozdéleny na tfi
stejné veliké vysede, modrou, éervenou, Zlutou, na némi
se dojem neutrilnf, ve skutednosti Sedivé Spinavé smési
N docilf rychlym otddenim. Misenim zdkladnich tii barev
Ize (teoreticky) docilit véech barevnych odstind jen
tehdy, kdyZ jsou zakladnf intenzity modré, dervené
a Zluté dosti jemné. Miseni barev, oviem v piisluiné
idealizaci, podléha zakonim komutativni grupy, v nfz
neutrilnf barva N je jednotkovym prvkem a doplikova
barva je prvkem inversnim. Tak napf. miZeme psit
M.C.Z =N &l Z7 = M.C (tj. dopliikové barva ke
?luti je ,,soudin® M.C, cot je fialova barva v zikladni
sile). (2. Z je oraniové &ervenavého odstinu, M5.C je
modr se slabd fialovym nadechem (pfi demZ &tendf vidi,
Ze symbolika teorie grup je s to vyjadfit barevné odstiny
mnohem pfesnéji, neZ obvykl4d nazvoslosvi nauky o bar-
vich).

Pftklad 5. Booleova grupa

Méjme jakykoli polet pfedmétd, napt. 4 pfedméty,
nazvanéa,b,c,d. Utvofme viechny podmnoZiny mnoZiny
{a, b, ¢, d}; téch je 2% = 16 (vletné prizdné mnoZiny 9
a mnoZiny {a, b, ¢, d}). Téchto 16 mnoZin budeme pova-
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Zovat za prvky grupy s ,nasobenim® definovanym
takto: za soudin X .Y dvou mnoZin X a Y budeme pova-
Zovat mnoZinu sklidajici se ze viech pfedméta (prvki),
které se vyskytuji praivé v jedné z uvaZovanych mno-
2in.1%) Tak nap¥. jestlize X = {b,c,d}a Y = {a, b, ¢}, je
X.Y = {a,d}. Kdyby bylo Y rovno {c, d}, platilo by
X.Y = {b}).

Axiomy teorie grup jsou tu splnény (jak se é&étenal
sdm miiZe presvéddit; vétsfi ndmahu mu d4 jen ovéfeni
platnosti axiomu asociativnosti). Jednotkovym prvkem
je @, inversni mnoZinou k mnozZiné X je tato mnoZina
sama, je X! = X, nebotf plati (podle definice ndsobeni
v nadf grupé) X.X = X2 = @ pro kazdé X (coZ nenf
nic zvlastniho, i p¥i nisobenf &sel mame —171 = —1).

Této grupé, kterd je Abelova a pii » danych pied-
métech m4d 2 prvki, to jest skupin z danych pfedmeétia,
a kterd pFi nekonedné mnoha danych pfedmétech je
oviem nekoneéna, se Hki Booleova 1) grupa.

Cvifent

1. Upravte na ,,normdlni tvar‘
(2% :)ren (200 :00)
Ly Ny
15) Ctendi znaly mnoZinové symboliky ihned vidi, Ze 1ze pedt
X.Y=(X0Y)—(X0nY).

1) G Boole byl anglicky matematik z poloviny XIX. stol.,
ktery vedle zékladnich praci o tzv. diferenénim po&tu proslul
zavedenim algebraického zpusobu uvaZovdni do teoretické
logiky, ¢imz se stal jednim ze zakladateli moderni matematic-
ké logiky.
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permutace

&‘e
N—
r—
a8
oK
S X))
(i)

c
3 a
2. (1 56 12345‘_,
© 4 23 “Ns2413 o,
123 1234 123
524 3214)1231
3. Redte rovnice (pro neznémé permutace X)

x abcde) _(abcde abcdeX_abcdc
cabed"eacbd»’cabed “leacbhbd

4. Urdete euklidovsky pohyb roviny pomoci parametri,
vznikly otoéenim o 30°, nédsledovanym posuvem z’ = z + 2,
¥’ = y — 3 a jeitd ndsledovany otodenim o —60°.

>

5. Redte v grup® euklidovskych pohybd roviny rovnici
T(30°- 1, 2) X = T(—90°; —2,5)
o nezndmé — pohybu X.

6. Vypottéte
1234 (12—34)-
123
03—41| ,fo3—a1}_
[21_2][133 'loo 10—?'00 1o]l="?
00 02 00 02
1234 (0100
1234 {1000
1234| o010
1234 looo1

7. Ukazte, ze pfi ndsobeni libovolnych ne nutnd reguldr-
nich dvou matic stupné alespori 2 se muze stdt, Ze dva &initelé
riuzni od nulové matice (ze samych nul) mohou dét nulovou
matici jako soudin.

8. *Necht M je libovolné mnozina o n prveich; uvazujme
viechny podmnoziny mnoziny M a definujme pro nd ndsobeni
tak, Ze soudinem dvou libovolnych podmnozin je mnoZina
sklddajici se ze vBech téch prvku, jez bud lezi v obou danych
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podmnoZindch anebo nelezi v Zddné z nich. UkaZte, Ze systém
viech podmnoZin mnoZiny M vzhledem k tomuto nédsobeni
tvoli grupu. (Jednotkovym prvkem je mnoZina M.)

9. *DokaZte, e grups, v ni% plati 22 = § (j jednotka grupy)
pro kazdy prvek z, je komutativni. (Uvaite Ze x~! = r plati
pro kaZdy prvek z.)

10. *Dokaite, Zo homogenn{ linedrni transformace dvojice
proménnyoh z, ¢ ve dvojici proménnych z’, ¢’ dané rovnicemi

tvaru
z = k(x — vt) b= 1
-l Ly )
c!

kde ¢ je konstanta, v je parametr, |v| < |¢] tvoFi grupu, tzv.
Lorentzovu grupu specidlnf teorie relativity. [¢ = 3.10°
om/sec je stdld ryohlost svétla ve vakuu, z, ¢ jsou délka a éas
(v om a sec) na relativnd klidné pFimce a; =z, ¢’ jsou délka
a 3as na relativnd pohybované ptimce a’ rychlosti v (stdlou)
8 rovnob&Znou s pfimkou a.]
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