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2. kapitola

GRUPA ZAKRYTOVYCH POHYBU
ROVNOSTRANNEHO TROJUHELNIKA.
AXIOMY GRUPY

Abychom mohli sledovat skladani zikrytovych pohybi
rovnostranného trojihelnfka (obr. 5)!) vyznaéme si pro
jednoduchost jednotlivé zakrytové pohyby takto: Pis-
mena A4, B, C necht znadi po fadé jednotliva preklopeni
kolem osy thlu «, 8, y. Pismena D a E necht znaéi po-
hyby dané oto¢enim roviny trojihelnika o 120° a o 240°
(proti sméru ruéi¢ek hodin), a kone¢né J nechf znaéi
identicky pohyb (dany otodenim o 0°). Tim jsme pojme-

Obr. §

1) Ctendi udini dobfe, kdyZ si vystfihne z papiru rovno-
stranny trojdhelnik (radéji nikoli ten, ktery je na obr. 5 v kni-
ze) a sleduje nédzornd grupu jeho zdkrytovych pohybu podle
daléiho vykladu; pozor na to, Ze po pfeklopeni se méni smysl
kladného otd&eni.
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novali viech 6 zikrytovych pohybd rovnostranného
trojihelnika, jak se ¢&tendf sim snadno piesvédéi.
Smluvme si jesté (jednou providy), Ze zakrytovy pohyb,
feknéme Z, vznikly tim, Ze po jistém zakrytovém pohy-
bu Y provedeme jesté jisty zakrytovy pohyb X, budeme
prosté psit jako XY, tedy Z = XY. Misto XX piSeme
pak X2 Skladani zdkrytovych pohybh rovnostranného
trojihelnika nyni nejlépe uvidime na nasledujfci tabulce.
(tab. I), jejiz spravné sestrojeni nechf si &tenat ovéfi
(viz pozn. 1).

Jeji uzitf je ziejmé: vysledek CD napi. otodeni o 120°,
tj. pohybu D, nasledovaného pieklopenim kolem osy
dhlu 9, tj. pohybem C, najdeme v prisetiku Fadku
uvedeného pismenem D) a sloupce, uvedeného pismenem

A|B|C|D|E|J
A|J|D|E|B|C]|A
B|E|J|D|Cc|A|B
c|{D|E|J|A|B]|C
D|(c|A|B|E|J |D
E|(B|{C|A|J|D|E
J|a|B|Cc|D|E]|J
Tab. I

C, tedy odetteme CD = B vysledek je pfeklopeni kolem
osy uhlu §; podobné AB = E, AA = A% = J atp.
Pomoci tabulky I lze nyni pohodiné uréovat i vy-
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sledné zakrytové pohyby (rovnostranného trojihelnika)
sloené piedepsanym zptisobem?) postupné z vice nez
ze dvou pohybu.

(AB)C = EC = A, A*D = D, (BC)(DE) = DJ =D

(Slovni vyznam téchto rovnosti si ¢tendt laskavé uvédo-
mi sdm.)

Jiz z toho, co bylo dosud feéeno a napsano, &tenife
moZna napadlo, Ze mezi skladanim zikrytovych po-
hybta (v daném piikladé rovnostranného trojihelnika)
a nasobenim disel je jistd podobnost. Vytknéme si,
v ¢em skladéni zakrytovych pohybt (dejme tomu
rovnostranného trojtihelnika) se shoduje s nisobenim
tisel (mysleme pro urditost na kladni lomend — ¢ili
raciondlni — &fsla), tj. formulujme zakony platné pro
oboji. To jsou privé axiomy grupy.

Axiom (1)

Piedevsim nahliZime, Ze libovolné dva zikrytové
pohyby X a Y sloZeny v urlitém pofadi X, Y daji opét
zakrytovy pohyb, feknéme Z = XY (téhoZ rovnostran-
ného trojihelnika), pfi éemZ vysledny zikrytovy pohyb
Z je uréen jednoznadné, tj. nezdavisle na tom, jakym
zpusobem byly provedeny pohyby X, resp. Y.

Podobné libovolna dvé kladnéd lomené. &isla, feknéme
R=2% a §8=L daji jednoznadné urdeny soudin

RS = & = 0,12 nezivisle na tom, zda &islo R je dino

?) Zapisovini po sobé ndsledujicich pohybu zprava doleva
m4 svoje duvody, jez se objasni pfi definici ,,ndsobeni** permu-
taof & transformaci ve 3. kap. Je duleZité si na to zvyknout.
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na pifklad jako 1,2 nebo élslo Sje déno jako __._;’20;3
nebo jakkoli jinak — jen kdyz jsou éisla taz.

Rikdme struéné, e skladani zakrytovych pohybi,
stejné jako nasobeni &isel, spliiuje zdkon neomeze-
nosti a jednoznaénosti.

Axiom (2)

Diéle shleddvame toto:

Skladame-li ]akékoh t¥i zakrytové pohyby Z, Y,}X
(v nadem pifpadé napf. tfi pfeklopeni X = 4, ¥ = B,
Z = (), pak jsou dvé moznosti, jak to provést, aniz
porusime protiabecednd vyznadeny sled kterychkoli
dvou z uvaZovanych pohybu. Jednak lze nejprve utvofit
pohyb YZ provedenim pohybu Y po pohybu Z a nechat
po jiZ znamém pohybu YZ nisledovat pohyb X. Za
druhé moino pohyh Z nechat nasledovat (pfedem jiz
zndmym) vysledkem XY sloZeni pohybu Y nasledova-
ného pohybem X. Pfi prvé moznosti utvoifime tedy
pohyb X(YZ), pii druhé pohyb (XY) Z. V naSem pii-
kladé maime jednou A(BC)= AE =B a podruhé
(AB) C = EC = B, tedy totéi. Snadno si uvédomfime,
Ze tomu tak musi byt pii sklddiani pohybu vidycky,
nebof i pfi druhé moZnosti vlastné nisleduji tii dané
pohyby v daném pofadi privé tak jako pfi moZnosti
prvé

Rikime, Ze je splnén zakon asociativity a pifeme

jej struéné
' (XY)Z = X(YZ)

Tento zakon, jak dobfe vime ze 8koly i z podetni
praxe, je splnén pfi ndsobeni é&isel (nahradime-li zakryto-
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vé pohyby ¢sly). Jeho dileZitost (kterd byva &asto
stirana p¥li§ povrchni formulaci ,,nezalezi na uzavorko-
vani®) tkvi v moZnosti definovat jednoznainé sloZenf
ti (a vice) zdkrytovych pohybi v daném poFidku
rovnostmi

XYZ = (XY)Z = X(YZ)

z toho pak plyne mozZnost definovat
X3 = XXX, X4 = XXXX atd.

Axiom (3)

Mezi &isly je pravé jedno, totiz 1, nadéno vlastnosti, Ze
nechiva jakékoli &islo jim nisobené beze zmény. Tuto
tlohu jednotky v souboru zikrytovych pohybt mé
zminény identicky zakrytovy pohyb J, eoZ zapisujeme

rovnostmi
XJ=JX=X

platnymi pro kaidy pohyb X. Rfkime, %e je splnén
zakon jednotkového prvku, pokud budeme pozdéji
hovofit obecnéji o prveich grupy misto o zékrytovych
pohybech, budeme nazyvat J jednotkovym prvkem.

Axiom (4)

Ke kazdému lomenému &slu L (rozumi se dle pred-
pokladu L > 0) mame jedno jediné (kladné) é&islo
—Il—( , tzv. pfevricenou hodnotu k L, tj. léislo, jez znaso-
beno danym éfslem di. jed1110tku, L. = 1= A .L.
(Piéeme radéji L1 namfsto T']
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Podobné i ke kazdému zikrytovému pohybu (rovno-
stranného trojihelnika) X mame pfesné jeden zpétny
pohyb X 1, totiZ takovy, Ze po pohybu X se timto po-
hybem X! vritime zpét do vychozi polohy, coZ piSe-
me rovnosti

XX =J
Pohyby X a X ! se vzajemné ,rusi’, tj. je téz
XX1=J

Napt. 472 = 4, protoze A4 = A2 = J,nebo D! = E,
protoze DD™' = DD = J = DE. (Viz tabulka.)

Tomu, Ze ke kazdému zékrytovému pohybu existuje
jeden jediny zpétny pohyb, Fikime, Ze je splnén zakort
inversniho prvku; ten dovoluje spolu se zikonem
asociativity provadét u zakrytovych pohyb@ obdobu
dé&leni &fsel, to jest: dovoluje ke dvéma danym pohy-
bim Y a Z uréit pohyb X tak, aby XY = Z; zfejmé
totiZ musi byt X = ZY 7. Podobné pro pohyb X hleda-
ny rovnici YX = Z nalézaime X = Y 1Z. Napi. se
ptejme, jaky pohyb musi pfedchizet pied pieklopenim
B kolem osy Ghlu g nadeho trojihelnika, aby vysledek
bylo ototeni D o 120°? Nahlédnutim do tabulky zjistu-
jeme X = B1D = BD = C jako odpovéd, tj. jako
feSeni rovnosti BX = D. Slovy: hledany pohyb je pfe-
klopeni kolem osy udhlu y.

Tuto dilezitou okolnost, Ze zakrytové pohyby (rovno-
stranného trojthelnika) spliiuji uvedené &tyfi zakony
(axiomy grupy) stru¢né vyjadfujeme réenim, Ze zakry-
tové pohyby tvoff grupu vzhledem k skliadanf
pohybi. %tyi’i axiomy grupy shrnuji pravé ty vlast-
nosti, jeZz spliiuje kaZd4 mnoZina véech zikrytovych
pohybii kteréhokoli geometricky pravidelného itvaru.
Pojem grupy (zikrytovych pohybi) tedy vystihuje
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matematickou podstatu pojmu pravidelnosti tutvart
(prostorovych i rovinnych). Vidéli jsme viak také, Ze
grupové axiomy rovnéZz spliiuje ndsobeni (kladnych
lomenych) éisel, kde tyto axiomy jsou ze &koly nam dob¥e
znamymi zikladnimi podetnimi zdkony, jichZ uZivime
v kaZdodenni podetni praxi, aniZ jsme si toho pro jejich
samoziejmost védomi. MiZeme tedy Fici, Ze kladna
lomen4 é&fsla twort vzhledem k ndsobeni rovnés grupu, tak
zvanou multiplikativnf grupu kladnych lomenych &isel.

Je v8ak jesté jeden (podetnf) zdkon (axiom), ktery je
splnén pro ndsobeni &fsel a nenf splnén nap¥. pro skla-
dani zakrytovych pohyba rovnostranného trojihelnika,
totiZ tzv. zakon zdménnosti éili zdkon komutati-
vity.

Axiom (5)
Nezaleif na pofadi éinitell, struéné ve tvaru rovnosti
XY =YX

platné pro kazdé X a kaidé Y.
Skuteéné totiz vidime, Ze napf. je

DA =C,ale AD =B

slovy: pfeklopeni kolem osy hlu x ndsledované otode-
nim o 120° d4 pFeklopeni kolem osy dhlu y, kdeito
otodeni o 120° nasledované pieklopenim kolem osy thlu
o« da preklopeni kolem osy dhlu §.

Rikédme, %e multiplikativnf grupa kladnych lomenych
tisel je komutativni grupa, také ndkde: Abelova’) grupa,
kdeito grupa zakrytovych pohybt rovnostranného
trojthelnika nenf komutativni.

) Na po—éest predasné zemfelého norského matematika
N. H. Abela (1. pol. XIX. stol.).
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Jsou tu oviem i dalsi rozdily mezi ob&ma grupami.
Tak napiiklad vSech kladnych lomenych &isel je neko-
neéné mnoho, kdeito viech zakrytovych pohybt rovno-
stranného trojtihelnfka je koneéné mnoho, totiZ 6.

Rikame, 7e multiplikativni grupa kladnych lomenych
&isel je nekoneéna, kde#to grupa zédkrytovych pohybi
trojihelnika rovnostranného je koneéna, koneéného
fddu 6. Jiny rozdil, souvisici s pravé uvedenym, je
tento: Libovolny zlomek a rizny od jednotky ma vesmeés
navzajem rizné mocniny s celistvymi kladnymi mocni-
teli a, a?, a®, ... . Naproti tomu libovolny zékrytovy
pohyb X trojihelnika rovnostranného proveden Sest-
krate po sobé d4 identicky pohyb, tj. zde plati bez ome-
zeni rovnost X® = J, takde X7 = X, X8 = X2 ... —
»,mocniny* se ddle periodicky opakuji. (Vime dokonce,
ze kazdy ze zakrytovych — neidentickych — pohybi
rovnostranného trojihelnika, ponévadz je to vidy bud
preklopeni, anebo otodeni o 120°, resp. o 240°, spliiuje
vidy jednu z rovnosti X2 = J nebo X3 = J.)

Za pomoci toho, co jsme pravé uvedli, si tedy uvédo-
mujeme tento souhrnny poznatek: Nékteré zakladni
poletni zdkony, totiZz tzv. zakony grupové (1) aZ (4),
samozfejmé splnéné pii nasobeni (kladnych lomenych,.
piipadné i jinych) &isel nalézdme splnény i pfi skladani
zékrytovych pohybt geometricky pravidelnych idtvari;
tato okolnost, Ze zidkrytové pohyby tvoii grupu, je
spoleénoupodstatoupojmugeometrické pravidel-
nosti. Sklidinim zavadime jakési ,,nidsobeni (ve
zvl. pf. ,mocnéni‘) zdkrytovych pohybd. VSechny
vlastnosti, samozfejmé pro ndsobeni a mocnéni &fsel
viak pro toto ,,nasobeni’ jiZ nejsou samoziejmymi, ze-
jména neplati neomezeny zakon zdménnosti pro skladan{
zakrytovych pohybt.

K doplnéni dodejme: Grupa zikrytovych pohybi ne-
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musf oviem byt koneénd. Co vice, z ,,konednosti‘‘ pra-
videlného dtvaru neplyne koneénost grupy zakrytovych
pohybi, jak to vidime na zfejmé nekonetné grupé
zakrytovych pohybi kruZnice. Rovnéz z ,,nekoneénosti*‘
(tj. neomezenosti) rovinného pravidelného iutvaru ne-
plyne nekoneénost grupy jeho zakrytovych pohybi, jak
to vidime na grupé zakrytovych pohybid oby&ejného
osového kiize (dvou navzijem kolmych piimek); tato
grupa je fidu 8 (obsahuje 8 zakrytovych pohybt: 4 pfe-
klopeni a 4 otocenf).

Uvedenim do obecného pojmu grupy pomocf pojmu
geometrické pravidelnosti sledujeme zhruba cestu,
kterou (dle ndzoru nékterych matematiki) jiz sta¥i
Egyptané dosli k neuvédomélé znalosti a pouZiti tohoto
jednoho ze zikladnich pojmd moderni matematiky.
Zaroven mame tak jiZ na zaditku moZnost naznadit
nékolik odpovédi na otdzku, nal je teorie grup, tato
zakladni disciplina abstraktni algebry. Bez obdirnych
vykladi je pfedné pochopitelné, Ze riizné dlohy z orna-
mentalni geometrické vyzdoby (at jiZ ploiné
nebo prostorové) jsou v podstaté dlohami teorie grup
zdkrytovych pohybid. Pravé nepiedstiZné mistrovstvi
starych Egypfani v ornamentilni geometricky pravi-
delné vyzdobé je diivodem k nézoru, Ze jiZ oni v podstatd
znali pojem konedné i nekoneéné grupy, ktery se v novo-
véké matematice objevuje teprve v XIX. stoleti.

Teorie koneénych grup (zékrytovych pohybi) je déle
podstatnym pomocnikem nauky o tzv. pravidelnych
mnohosténech vepsanych do koule.

Piimou praktickou dilezZitost mé teorie grup zakry-
tovych pohybd v krystalografii, tj. v nauce o geo-
metrické pravidelnosti krystali, at jiz jde o tzv. makro-
krystaly (viditelnych rozméri) nebo o mikrokrystaly
(neviditelné pouhym okem).
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Podobné ma4 teorie grup aplikaci i v chemii, v teorii
stereoisomeri, tj. v nauce o chemickych slouéeninich
tychZ atom@ v témz podtu, ale lisicich se geometrickym
uspofddinim v molekule.

Ve fyzice nalézime aplikace teorie grup zejména
v kvantové mechanice.

Cuvifeni

1. V grupé zdkrytovych pohybt rovnostranného trojihelni-
ka uréete ABCD = ?, ABDE = ?, A*B* = ? Reste rovnice
AX = E; XE = B, XB = X*C.

2. Najdéte dalsi pfiklady dvojie zdkrytovych pohybi rovno-
stranného trojtihelnika, které ukazuji neplatnost komutativ-
niho zdkona.

3. V grupd zdkrytovych pohybi rovnostranného trojihelni-
ka vypo&téte A = ¥, D3 = 1, (AD)'" = ? (Ndvod: napt.
D* = J = D° apod.; u%ijte délen{ mocnitele se zbytkem!)

4. Ptesvédéte se, ze v grupé zédkrytovyeh pohybd rovno-
stranného trojihelnika neplati vidy pouéka: Soudin se umoeni,
umocni-li se jednotlivi &initelé. (Najdéte pohyby X, Y, aby
pro vhodny mocnitel, celistvé n bylo (X Y)» 4= XnYn.)

5. Sklddejme po sobé provddéné zdkrytové pohyby rovno-
stranného trojdhelnike tak, Ze p¥i tom kazdou osu preklapdni
povaZujeme za nehybnou (pevnéd danou v puvodni rovind),
stejnd jako osu otédleni roviny. Takové sklddéni splituje 1., 3.
e 4. axiom teorie grup, nikoli vSak 2. axiom asociativity.
Ptesvédite se o tom.

8. Sestrojte tabulku pro grupu zékrytovych pohybu &tverce.
Ukazte, %e je to komutativni grupa.
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