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5. kapitole

CELOCISELNE INTERVALY
S MINIMALNIM OHODNOCENIM

Necht je didna posloupnost n redlnych &fsel a,, a,, ...,
a,. UvaZujme vSechny mozZné soudty tvaru

a+ a4+ ... +a (6)
kdei=1,2,...,n;7=1,2,...,n;1=7j. (Vyraz (6)
piedstavuje skuteénd soudet j — ¢ + 1 (= 2) ¢isel v pii-
padé § > ¢; v pfipadé ¢ = j je jeho hodnota a;.)

Budeme se zabyvat timto extremalnim problémem:
Mime nalézt nejmensi ze soudta (6), popt. jeden z nej-
mensich, ma-li problém vice nez jedno feSeni.

Vyrazem (6) je definovana funkece, jejimZ definiénim
oborem je mnozina vSech usporadanych dvojic (¢, 9),
kde ¢ =1, 2, ...,n,7_1 2, ..., n; 1 =7, a ktera
kadé takové dvojici pritazuje &slo a; + ... + a;. Tuto
funkci budeme pro struénost nazyvat funkei (6). Nas
extreméalni problém je tedy problémem uréenf minima
funkce (6).

Ve specialnim piipadé¥, Ze v8echna éisla a,, a,, ..., a,
jsou neziporna, je minimalni hodnotou funkce (6)
zfejmé min {a; |j = 1, 2, ..., n}. V obecném pifpadé je
viak problém obtiin&jsf. K jeho FeSeni lze uZit nisledu-
jictho trividlnfho algoritmu (srov. kapitolu 4): Uréi se

n(n+1)
2

vBechny soudty (6) (tj. celkem [Z] + n = &isel)
a z mnoziny téchto &isel se nalezne nejmensi pomoci
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algoritmu z kapitoly 2. Popsany trividlni algoritmus
musi tedy urdit a prozkoumat celkem n(n_;—l_)_ disel.

Vylozime nyni algoritmus dynamického programo-
vani pro feSenf naSeho problému, ktery vystaéi s uréenim
a prozkoumanim pouhych » é¢isel. Oznadme symbolem f*
hodnotu nejmenstho ze viech soudtii (6) a symbolem f;
(j =1, 2, ..., n) hodnotu nejmensfho ze soudtt (6) pfi
pevném § a pro ¢+ =1, 2, ..., j. Algoritmus je zaloZen
na rekurentnim vypoétu éisel f,, fs, ..., fa f*, Vyply-
vajicim z dalsf véty.

Véta 14: Cisla f,, fo, ..., f. a f* sphiuji tyto vztahy
a) h=ua
b) fixa = @4, + min (0, ;)
¢) f*=min{f;|j=12,...,n}

Diikaz: Cést a) je ztejma4.
b)
f,-+1=m.in{a,-+...+a,-+a,~+1|i=1,2,...,j-|— 1}=
= min (min {@; + ... +a; + a4, |1 =5 + 1},
min{a,,-+ e +a7‘+a'i+1|1: = 1521 -’7}) =
= min (@;;,min{a; +... +a; |t = 1,2,...,5} + a;3) =
) = min (@,; + 0, @;4; + f;) = @4, + min (0, ;)
c
f*=min{a; + ... +a;|¢,jceld, 1 £t <j <n} =
=min{min{a; + ... +a; |t =1,..,5}|j=1,..,0} =
=min{f;|j=12,...,n}
Dikaz véty 14 je dokonéen.
Pro dalsi vyklad zavedeme jeitd jinou, nézorné&jsf
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interpretaci soudtd (6). MnozZiny tvaru {i,+ + 1, ..., j},
kde 1 < ¢ < j < n, budeme nazyvat celociselnyms inter-
valy (mnoziny {1, 2, .... n}). KaZdy celodiselny interval
je tedy mnozinou viech celych &isel z, spliujicich ne-
rovnosti ¢ < x < j (vSimnéte si analogie s ,,obydejnym*
intervalem, znamym ze stfedni 3koly). V dalsim textu
budeme pro ,,celodiselny interval® pouzivat zkratky CI.
Soudet a; + a;,, + ... + a; nazveme dale ohodnocenim
CI i, :+ + 1, ..., j}. Kazdému CI je tedy piifazeno
jisté reilné &islo — jeho ohodnoceni. Na§ problém zalez{
v urdeni CI s minimilnim ohodnocenim. Ve vété 14
jsme jiz ukazali metodu pro nalezenf nejmensfho ohod-
noceni; v dalsi v&té je popsan zphsob nalezeni odpovi-
dajictho CI.

Yéta 15: Necht joe {1, 2, ..., n} je plirozené &islo,
pro které plati f;, = f*.
a) Jestlize f* = 0, potom je {j;} CI s minimalnim ohod-
nocenfm,
b) Jestlize f* < 0, zvolme za 7, nejmensf pfirozené &fslo
z mnoziny {1, 2, ..., jo}, pro které platf f;, < 0, f‘,.,_l <
<0, ..., fj4 <0, f, < 0. Potom jo {is, tg + 1, - .-, jo)
CI s nejmeniim ohodnocenim.

Dikaz: a) V piipadd j, = 1 plati f*]= f, = a,. V{pii
padd j, > 1 dostavame f* = f; = a; + min (0, f; ),
kde f;,, = f;, = 0. Odtud vyplyvé

ming(0, f;,_,) = 0.a tedy f* = f;’= a;,
V obou piipadech’je tedy {jo} CI s minimalnim ohodno-
cenim.
b) Podle ptedpokladu®plati f* = f; <0, f;,., <O, ...,
fisr <O, fi, <0, ale f, , =0, nebo 4,"= 1._Odtud do-
stdvime na zdkladé véty 14;;
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fr, = Gy, + fro1s froo1 = Gty + Fromns <o s froor = Gy +
+ fis fio =, .
Z posledntho fetdzce vztahil vyplyva
F=f=a,+ au+ ... +a;

je tedy {ig, %9 + 1, - . ., o} CI 8 minimalnim ohodnocenim
a dikaz véty 15 je dokonden.

Poznimka: Ctend¥ snadno sém ukize, 7e v p¥ipadd
a) platia; =0proj =1, 2, ..., n, zatimco v pfipadé
b) je alesponi jedno z é&fsel a,, a,, ..., a, ziporné.

Pouzitf vyloZzené metody dynamického programovani
ilustrujeme na nésledujicim numerickém ptikladu.

Piiklad 6: Madme nalézt minimum funkce (6) pro n =
= 10 a pro &isla a; uvedend ve druhém fadku nésledu-

jicf tabulky.

] 1 2] 3 4| b 6 7 8 9| 10

a; | —1 0} 1|—2(3|—4 0 1| —2 1

Ly |=-1|—-1{0{—21|—4|—4—3|—5|—4
Tabulka 4

Cisla f; vypodtend podle véty 14 zapisujeme do t¥etiho
Ffadku tabulky 4. Dale dostavame

f*=min{f;|j=1,2,...,100 = f = —5

Dile z ta.bulky vidime, Ze pla,ti fh <0, fs <0, f <0,
fs < 0, ale f; = 0, ta,kze {6,7,8,9jeCls minim4lnim
ohodnocenim. Pro zkoudku spravnostl vypodtu se mi-
Zeme presvéddit, Ze skutednd plati ag + a; 4 a5 + a4 =
= —b.
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Cviteni

Cvileni 1: Popiste a odivodnéte netrividlni metodu pro na-
lezenf maxima funkce (68), analogickou metod$ pro nalezeni
minima.

Cvitenf 2: V podminkédch piikladu 5 feite tlohu na maxi-
mum.

Cvifeni 8: Extreméln{ problém z pifkladu 5 Fedte pomoci
trividlnfho algoritmu.

Cvileni 4: Urdete potet operac{ s¢itdni a srovnéni pro urdeni
minima funkece (5), vyZadovany

a) trividlnim algoritmem

b) algoritmem dynamického programovéni
Do ziskanych vzored dosadte n = 10, 100, 1000.

Cvideni 5: Necht I’ a I”” jsou dva CI mnoziny {1, 2, ..., n}.
I’ a I”” nazveme (navzdjem) styéné, jestlize neobsahuji spo-
le¢ny prvek a I’ (J I’ je rovnd% CI. Necht déle jsou ddna &isla
Gy, B3, ..., G,. Definujme funkei @ na mnoZind vSech CI
mnoziny {1, 2, ..., n} timto pfedpisem:

a(l) =a; + a;4y + ... + aj, jestlize I = {3, ¢ + 1, ..., j}.
Dokaz%te, Ze pro libovolné dva styéné CI I’ a I’ mnoZiny
{1, 2, ..., n} plati

al’ Y I") = a(I’) + a(I”)

Cvitenf 6: DokaZte nésledujici tvrzeni: Necht a* je funkce
definovanéd na mnoziné viech CI mnoZiny (1, 2, ..., n}
a vyhovujici podmince: Pro libovolné dva styéné CI (viz
predchézejici cvideni) I’ a I plati

a*(I’ U I”) = a*(I’) + a%(I")
Potom existuje jedind n-tice redlnych &fsel a%, a%, ..., aF
tak, Ze plati

a*) =af +a%, + ... +af prol = {i,i +1,...,%)
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