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3. kapitola

METODA DYNAMICKEHO
PROGRAMOVANI

Myslenku dynamického programovéini vysvétlime na
jedné extremalni dloze, ktera se jiz tradiéné povazuje za
dosti typicky piiklad pouZiti této metody. Nechf jsou
dény funkce g,, &5, ..., £n, definované na mnoziné
{0, 1, ..., a}*), kde a je dané celé nezdporné &islo. Po-

moci funkef g,, ..., g, utvofime nynf novou funkei
Y = &%) + 8al@2) + ... 1 8ulwn) (1)
definovanou na mnozing

Zy, ..., Ty celd, nezdpornd }

{(a:l,:cz,...,:v,.) 2t ..+ 2 —a

[Jinymi slovy: (2) je mnozina vSech uspofaddanych n-tic
(%1, 25, ..., ®,) celych nezépornych &fsel, spliiujicich
podminku z, + 2, 4+ ... + z, = a.]

V této kapitole se budeme zabyvat ilohou nalezeni
maxima funkce (1) na mnoZiné (2). VE&imné&me si nejprve,
Ze maximum funkee (1) na mnoZing (2) skuteéné existu-
je, jak vyplyva z véty 6. Metoda, kterou chceme pouzit
pro skutedné fefeni zformulované extremalnf ilohy,
bude metoda dynamického programovani.

(2

*) Ve shod& s dfive zavedenym zdpisem kone&nych ne-
prdzdnych mnozin znamend ,,{0, 1, ..., a}* mnoZinu, jejimiz
prvky jsou celd é&isla 0, 1, ..., a; v zdpisu Je zvoleno ,,pfiroze-
né*‘ potadi &isel, podle velikosti.
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Nejprve viak ukiZeme jedno pouZiti zformulované
extremilni tlohy na problém nejefektivnéjstho rozdélent
zdroji, vyskytujici se v ekonomii. P¥edpoklidejme, Ze
v néjakém zivodd pracuje celkem a délniki a vyrobni
proces probfha v = ruznych dilndch. Pfedpokladejme
déle, Ze jednotlivé dilny vyribéji produkei samostatng
od zagitku aZ do konce, tj. Zddna neni zdvisld na ostat-
nich. Dale pfedpokliddme, 7e pruimérny vytézek z mé-
sitn{ produkece j-té dilny, méfeny v penézich, je zndmou
funkef y = g;(z;) poétu z; d&Iniku, kteH v dilné pracuji.
Vedeni zavodu chce rozdélit délnfky do jedmotlivych
dilen takovym zpisobem, aby prumérny mésiéni vyts-
Zek z celé produkce zdvodu byl maximaln{. Je zfejmé, Ze
zformulovany problém vede na extremalni dlohu (1), (2).
V piipadd nadi ekonomické aplikace budou mit grafy
funkei g; pravdépodobné typicky tvar, znazornény
schematicky na obr. 1.

'ﬁ 9;(%)

Q-
&

Obr. 1
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Tvar: kiivky odpovidd¥tomu, Ze p¥ilnedostatedném

podtu pracovnich sil vyroba v dilng prakticky ,,stoji*
a pii jejich nadbytku dochéz{ k jistému efektu nasyceni
a v jeho dusledku k stagnaci dalsiho rastu vyroby (napt.
délnfkd je vice nez techniky, navzijem si prekaZejf
apod.). Poznamenejme viak, Ze algoritmus, ktery nyni
vylozime, nevyzaduje splnénf Zidnych specidlnich pied-
pokladi o funkeich g;.
+ PouZiti metody dynamjckého programovani zilez
v tom, Ze se fedi celd mnoZina extremilnich problémi,
do nfz patri i problém (1), (2). Obecny problém této mno-
Ziny je ptifazen uspora,da,né dvojici (j, =), kde je {1,
2,...,n}aze{0,1,...,a}, a zaleZ{ v urdeni maxima
funkce § proménnjrch

Yy = &%) + Zu(ze) + ... + &)

na mnozind
\ | Z1, %s, ..., @; celd a nezdpornd
{(xllxas"w a:,) $1+x2+ _*_x”_x }
Tyto jednodusi extremdln{ problémy se nyni Fesi postup-
néproy:l z=0,1,...,8,j=2,2=0,1, a;
f=nx=0,1, .. ,a, Phtomprechododyky-}- 1

se provédi pomoci ]lstého rekurentntho vztahu, jak
ukazuje nisledujicf véta.

Vétall:Pro j=1,2,...,2 a 2=0,1,...,a po-
loZme

Z,, ...,x;celda nezé.p.}

fiz) = max{gl(xl)_i_ +g,(m,) T, 4 ...+ =2

Potom plati
a) fi(x) = gi(x) pro z=0,1,...,a

o
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b) f,.11(z) = max {f(z — 2;,1) + £141(2i 1) [T =
=0,1,...,1}
proj=12 ..., n—1;2=0,1,...,a
Dikaz: a) f,(x) = max {g,(z,) |z, = 2} =
= max {g(z)} = g ()
b) Podle definice plati

fin(x) =
_max[g}(xl)—{- +g1(x7)+g1+1(x7+1)|

Ty ooy Ty Ty
celdanezap.;x,+

et T =2
tj. fi1(z) je maximem funkce

y = gi(z) + ... + 8i@) + £i11(Zis1) (3)
na mnoziné
o Zy, o5 Xj, Tjyy celd a nezap. }

{(xlx ""z1:x7+1) x1+ +Zj+1=$ (4)
MnoZinu (4) vyjddfime jako sjednocenf z + 1 mnoZin
takto:

Zy, ..., % celd a nezép.}

{(zl,...,Z;,O) x1+---+xj=z—0 U
. a:l,...,a:;celé,a.nezé,p.}“
U{(‘”‘""’x”l) 24 . tz—z—1f Y

_ Tyy ooes Ty celé.a.nezé,p.}_
U{(zly"wxﬂz) 21+..-+21,'=1=—2= -
z;, ..., z;cela a nezap. }
Zyy ooy Xjy T
U{(l i J+1) x1+---+zj=x—zj+1
I,+1=0,1,...,$
Maximum funkece (3) na mnoZing (4) urdime nynf pomoc{
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véty 8 takto: Urdime maximilni hodnoty funkof defino-
vanych pfedpisem (3) na mnoZindch

Zy, ..., %; celd a nezip. }
T+ ... +E = —2y,
pro z;,, =0, 1, ..., », a z takto ziskanych hodnot
urdime maximélni. Dostdvime tedy

{(171, < Ty, xa’+1)

'1'+1(z) =
= mMmax max {31(‘”1) + ..o+ gi+1(zi+1);
2,6 0..... 3} (5)
%y, ..., %; celd a nezip.; }
z,+ ...t =2—x,

Na druhé strand dostdvime pomoci véty 10

., ..., Z; celd
a nezap.; x, +

max)g(2,)+ . . . + 8i(2;) + gi41(Zis1) + .t =(=

=T — &y

=&mma+m4ym+u.+mm

Zy, ..., Z; celd a nezap. }
B4 .. Fr = —,

= ZinlZin) + filz — 254) .
Dosazenim posledniho vyrazu do (5) dostdvame nakonec

fin(2) = max [fa’(x_xin) + gi+1(-"’1+1)) =

%, € ©...., z}

= max {fi(z — %) + 8isa(@in) | 2142 = 0,1, ..., 2}
Diikaz véty je dokonden.
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Véta 11 umoznuje spotitat maximum funkece (1) na
mnozing (2), nebot toto maximum je pfi naSem oznadeni
rovno f,(a); podrobné ukaZeme za chvili vypodetni
postup na &iselném ptikladu. Oteviend vSak zatim zd-
stdvd otazka, jak nalézt n-tici (x,, z,, - .., z,) z mnoZi-
ny (2), pro kterou nabyva funkce (1) své maximilni
hodnoty (popf. nalézt vSechny takové n-tice). Jinymi
slovy, jde o nalezeni n&jakého feseni (popt. viech feseni)
extremalniho problému (1), (2). Popiseme nyni takovy
postup. Hledana =n-tice se bude konstruovat pomoci

jistych funkei y = Py(z), y = Py(z), ..., y = P,(x)
definovanych na mnozZiné {0, 1, . . ., a} takto:

Polozime Py(x) =« pro x =0, 1, ..., a a déle pro
j=12,...,n—1L;2=0,1, ..., apoloZiime P; ,(z) =

= z}.1, kde z}, je libovolné &islo z mnoziny {0, 1, ...,
x}, spliujici vztah

fin(@) = filx — z¥y) + Gipa(@y)

Existence alespon jednoho takového é&fsla z;,, vyplyva
z faktu, Ze f;,,(x) je maximem mnoziny

{filx — 2i41) + 8ina(®ia) | %isy = 0,1, ..., 2}

Na druhé strand je nutné poznamenat, Ze ani z},, a tedy
ani funkoe P;., nejsou urleny obecné jednoznaéng;
posledni fakt souvisf tzce s tim, Ze funkce (1) muZe
nabyvat svého maxima ve vice nez v jedné n-tici mno-
Ziny (2).

Funkece P; se konstruuji paralelné s vypodtem hodnot
funkef f{5 = 1, 2, ..., n). Z nasledujici véty vyplyva
metoda nalezeni feSeni extremdlniho problému (1), (2)
pomoci funkef P;.

Vita 12: PoloZme z{® = Py(z), =2, = P (z — z!)
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a:;ﬂ =P z—zd —aP), ..., 20 =Pz —2 —
— ... —2z)
Potom pla,ti

Lz, ..., 2! jsou celd a nezdporns

2.2 4 ... +x§°) =z

3. &) + ... + 8i(=) = fi(x)

Dikaz: Tvrzeni 1. a 2. jsou bezprostfednim disled-
kem definice funkei P,, ..., P,. Tvrzeni 3. se lehce
dostane seétenim vztaht

(@) = fralz — 2) + giaP)

fi—l(x - xg‘))) = ff—z(x - x;'O) - x;g)_l) + g?—l(xfﬂl

folz—z—. .. — 2P =fi(x— a2 —...—20) 1 gs(2])
file — &t — ... —al) = gi(z)

vyplyvajicich ze zavedeni funkei P,, P,, ..., P,. Dikaz
véty 12 je dokondéen.

Z dokizané véty je patrné, Ze konstrukce FeSeni
(2, ..., 29) zdvisi na funkefch P;. ProtoZe viak funkce
P; lze obecnd definovat riznym zpisobem, budeme
metodou véty 12 dostivat riznd Fefeni naSeho problé-
mu. Lze vSak ukéazat, Ze zkonstruujeme-li funkce P;
,,viemi moZnymi zpiisoby®, dostaneme vSechna FeSenf
naSeho extremdlniho problému (viz cvidenf 6 na konci
této kapitoly).

Pouziti vyloZené teorie nyni ilustrujeme na ndsledu-
jicim &fselném pifkladu.

Priklad 4: ReSme extremalni problém (1), (2) pro
20
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n="17 a=6 a pro funkce g,, g, ..., g, jejichi
hodnoty jsou uvedeny v levé &asti tabulky 2. Hodnoty
funkei f; a P;, vypodtené na zakladé véty 11 a definice
funkei P;, jsou zapsiny v pravé &isti tabulky. Prava
84st tabulky se zapliiuje po jednotlivych sloupeich,
zleva doprava, pfidem? sloupec pro f, vznikne opsinim
sloupce pro g&,. Pro vypotet hodnot ve sloupci nade-
psaném f;, se pouzivé hodnot lezicich ve sloupcich pro
fi a pro g;,,. UkaZme si podrobn& postup pfi vypodtu
fo(3) a Py(3):

fo(3) = max {f(3 — z,) + Zo(®e) | 24 =0, 1, 2, 3} =

= max (f5(3) + gu(0), f5(2) + gs(l): fs(l) =+ ge(2) fs(o) +
+ 84(3)) = max (—3,—2, 5, —b) = 5; P4(3) = 2, nebot
[s(3—2) + 84(2) =5 = fe(3

Hledand maximdilnf hodnota funkece (1) na mnoZin&
(2) je tedy f-(6) = 12 a chceme je&t& nalézt n&jaké fefent
naseho extremalnfho problému. K tomu pouZijeme vétv
12:

) = P.(a) = P,(6) =0

29 = Py(a — ) = Py(6 — 0) = 2|

zy) = Py(a — 2 — x)) = Ps(4) =0

P = Pya—zP — a0 —a) = Py4) =0

T = Pyla — 0 — ... —z®) = Py(4) =1
20 — Pz(a,—m,‘,") —_—. —a:§,°’) =Py(3) =1
2 =Pa—a— ... —20) =Py(2) =2

(Rekenf lze té% hledat ptmo pomoci tabulky, jak je
ukézéno silnou Sarou.) Dostdvime tedy FeSeni

(0,20, ..., 29) =(2,1,1,0,0,2,0)
MizZeme jestd provést zkousku sprivnosti dosa.zenim,
skutednd plati s

£1(2) + ga(1) + Zs(1) + £4(0) + g5(0) + go(2)] +
31



+80)=5+1+44+1+1+4+0+0=12=
= f7(6) .

Analogicky, jako jsme Fedili problém uréenif maxima
funkce (1) na mnozing (2), lze Yedit i odpovidajicf mi-
nimalizaéni problém. PoloZzme

. Y 71 1’, ezap.
hy@) = minfgy(@) + ... + g |77 T P
proj=1,2 ...,n,2=0,1, ..., a. Plati tvrzeni
analogické véts 11.

Viéta 13: Plati
a) hy(x) = g.(z)

b) hjy(x) = min bz — 2i41) + &ina(@in) | Tinn =
=0,1,...,z}prox=0,1,...,a -

Dikaz posledni v&ty, jakoz i odvozeni metody pro
konstrukei feSenf minimaliza¢ntho problému pienecha-
vame &tenafi.

Cvideni

Cvidenf 1: DokaZte vétu 13 dvéma zplsoby:
a) z véty 11 pomoci véty 9
b) samostatné, analogicky jako vétu 11

Cvideni 2: UkaZte a odivodnéte metodu nalezeni n-tice,
kterd je FeSenim minimalizadnfho problému z véty 13.
CviZeni 8: Reste minimaliza¥ni problém v situaci pifkladu 4.
Cvideni 4: Nalezndte metodu pro uréeni
Ty, ..., %, celd nezdp.
max {gl(zx) + ..+ galza) @ <z 4. 4z < a,,}

kde a’, a’’ jsou danéd celd, nezdpornd &isla, a’ < a’’.
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Cvifeni 5: Naleznéte maximum a minimum funkce

2 s o 3
y=10z, +z; +x,+2 —5:«:3—-158111[39:.] + z; — 14z
na mno#ind vSech pdtic (z,, %, ..., %) celych nezdpornych
disel, spliujicich podminku

a) z; +xg+ ... + 25 =3

b))z, +z3+ ... +35=1T7

e) 2=z, +zy+ ... +z5, 56
(Doporuden{: Nejprve sestavte tabulku vyrazi 10z,, 2} + 2,
2% _ bz,, 15 sin (% z.] , @8 — 14z, pro =, ..., z; = 0,1,
..., 7, analogickou levé &4sti tabulky 2.)

Cvileni 6: Necht (z7, 23, ..., 23) je libovolné felenf maxi-
malizadniho problému (1), (2). Dokazte, Ze funkce P,, P,, ...,
P, lze zvolit tak, abychom metodou v&ty 12 dostali prdvé
Fedeni («f, 3, ..., #p). Jinymi slovy: volime-li funkce P,,

Py, ..., P, ve v8té 12 vS8emi moZnymi zpdsoby, dostaneame
tak vSechna Fefenf{ maximalizaniho problému (1), (2).
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