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1. kapitola

POJEM EXTREMALNIHO
PROBLEMU

Cilem této knfzky je ukézat jednu elementdrnf metodu
pro FeSeni jisté tiidy extremélnich problémi. S pojmem
extremdintho problému (tj. dlohy na uréent maxima nebo
minima) se Stenal asi setkal jiz na st¥ednf kole. Uvedme
nékolik pifkladd extremalnich dloh.

1. Mime nalézt nejmendi hodnotu kvadratického
trojélenu 2® + = 4 1, kde z je libovolné realné &fslo.

2. Z mnoziny vBech obdéinfki dané délky obvodu
méme nalézt obdélniky s nejvétsim obsahem.

3. Z mnoziny viech obdélnikd daného obsahu mame
nalézt obdélniky s nejmensi délkou obvodu.

4. V prostoru jsou dany dvé mimobézky p a ¢. Mame
urdit viechny dvojice bodu P a  takové, ze P lezi na p,
Q lezf na g a vzdalenost mezi P a @ je miniméln{.

5. Na Sachovnici mdme umfistit nejmensi podet kra-
loven tak, aby kazdé pole bylo ,,ohrozeno‘.

Viechny uvedené ptiklady lze zahrnout do obecného
schématu extreméinfho problému. V extremalnim pro-
blému jde o tuto situaci: kazdému prvku néjaké pevné
zvolené mnoZiny je pfifazeno néjaké realné &fslo;
tkolem je nalézt nejmensi (popfip. nejvétsi) z takto
prifazenych ¢&isel a piisluiné prvky, kterym je toto nej-
mensf (poptip. nejvétsf) &islo pfitfazeno.

Pii vysSetfovani extremdlnich problémi budeme pra-
covat 8 pojmem mmoZiny a s pojmem funkce na této
mnozing definované. Mno#inou rozumime soubor (sou-
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hrn) vSech objektl, charakterizovanych néjakou vlast-
nostf, poptip. nékolika vlastnostmi. MnoZiny oznaédu-
jeme obvykle velkymi pismeny, napi. A, A;, B, M
apod. Fakt, Ze A je mnozina vSech objektii mnoZiny B,
majicich vlastnost ¥, budeme symbolicky zapisovat

A = {xe B | x mé vlastnost V}

(V ptipadé, Ze mnozina B bude znidma z kontextu,
budeme pouzivat téZ struén&jiftho zdpisu A = {r|r mi
vlastnost V3}.)

Objekty néleZejici dané mnoZin& se nazyvaji jejimi
prvky, zapis x€ A znamena ,,x je prokem A, zipis
z ¢ A—  x neni prokem A“. Rikime, %e mnoZiny A
a B se sobé rovnaji, coz zapisujeme symbolem A = B,
jestlize kazdy prvek mnoZiny A je prvkem mnoziny B,
a obriceng, kazdy prvek mnozZiny B je prvkem mnoziny
A. Negaci vztahu A = B zapisujeme pomoci A # B
a ¢teme ,,A je razné od B, nebo ,,A se merovnd B,
Rikéme, Ze mnozina A je édsti mnoziny B (t62 A je
podmnoZinou B), jestlize kazdy prvek A je prvkem B.

Mnotzina se nazyva koneénd, jestlize obsahuje koneéng
mnoho prvku. MnoZina, kterd neni konena, se nazyvi
nekoneénd. Piikladem nekonedné mnoZiny je mnoZina
viech pfirozenych ¢isel, nebo mnoZina vSech redlnych
¢isel. Posledni mnozinu budeme oznadovat v celé kniZce
symbolem R. Pfitom mfsto vyrazu ,,redlné é&islo* bude-
me pouzivat vétiinou strudnéjsfho ,,éislo*".

Mezi kone¢né mnoZiny zahrnujeme i prdzdnou mno-
Zinu, definovanou tim, %e neobsahuje Zadny prvek.
Prizdnou mnozZinu oznadujeme symbolem @#. MnoZina
se nazyva neprdzdnd, obsahuje-li alespoii jeden prvek.
Konednou neprizdnou mnozinu obsahujicf prvky z;, z,,
.+, ¥, kde n oznatuje potet jejich prvki, oznadujeme
symbolem {x,, z,, ..., z,}. V poslednim zapisu nezaleZzf
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na pofadi prvku z,, z,, ..., ,. VS&imndme si viak, Ze
v uvazovaném zépisu jsou viechny prvky z,, ..., z, na-
vzajem ruzné.

Pro mnozZiny se definuje fada operaci, jako napt.
sjednoceni, prunik, rozdil, kartézsky soudin aj. Pro né%
vyklad budeme potiebovat pojem sjednoceni mnoZin.
Nejprve si pfipomeneme definici sjednocent dvou mnoZin,
znamou asi uz ze koly. Necht jsou diny mnoziny A, B.
Sjednocentm mnozin A, B budeme rozumét mnozinu
oznadovanou A () B a definovanou takto: ze AU B
pravé tehdy, jestlize je splnéna alespori jedna z podmi-
nek: z € A nebo x € B. Pojem sjednoceni rozifiime déle
na piipad libovolného koneéného poétu mnozin. Necht
jsou dany mnoziny A;, A,, ..., A,. Sjednocentm mnoZin
A, A, ..., A, budeme rozumét mnozinu C defino-
vanou takto: vztah z e Ciplati privé tehdy, jestliZe
existuje j (j =1, 2, ..., n) tak, ze 2z € A,. Sjednoceni
mnozin A,;, A,, ..., A, oznadujeme symbolem A; |J

UA,U... UA, nebo U A;nebo ) A.,.(Specialns
j=1 j=1,....n

1 2
tedy dostdvime Y A; = U A, =A,aJA; = UA; =
i=1 i=1 i=1

=12
= A, U Ay)

Dale se budeme zabyvat pojmem funkce. Ve 8kole
jste se asi setkali s pojmem funkce, jakoZto zobrazeni
z Rdo R*). Pro né% vyklad pojem funkce ponékud rozsf-
fime. Nechf je déna libovolnéd neprizdna mnoZina A.
Funkct definovanow na mnofiné A budeme rozumét
jakykoliv pfedpis, podle kterého je kazdému z e A pfi-
fazeno jediné redlné é&islo. Funkce budeme oznadovat

*) Pripomefime si, 26 R oznaduje mnoZinu vech redlnych
éisel.



malymi tudnymi typy, napf. f, g, h apod. Necht f je
funkce definovand na A a necht x € A. Symbolem f(x)
oznadime ¢&islo pFifazené prvku z funkef f, ve smyslu
vyslovené definice. Cislo f(x) budeme nazyvat hodnotou
funkce fv x, nebo strudnéji hodnotou f(x). Mnozinu A
nazyvame definiénim oborem funkce f. Ve smyslu
naéf definice je tedy kazdé funkce uréena dvéma ,,véc-
mi‘“: 1) svym definidnim oborem A, 2) pfedpisem, podle
kterého je kazdému z e A prifazeno jediné f(z).

Pro funkei f definovanou na mnoziné A, zavedeme
déle toto oznadeni: Symbolem f(A) oznadime mnoZinu
viech hodnot f(z), kde z € A. V souhlasu s diive zave-
denym zapisem mnoZiny pomoci charakteristické vlast-
nosti pro jeji prvky muzeme psit

f(A) = {f(z) |z e A}
Mnozinu f(A) nazyvame oborem hodnot funkce f.

Zminime se dile o jednom specidlnim p¥ipadu, kdy
prvek z defininitho oboru né&jaké funkce f mé sdm
sloZitou strukturu v tom smyslu, Ze je uspofddanou
n-tict néjakych objektd =z,, x,, ..., T, coZ zapisujeme
z= (%, 5 ..., ¥,)*). V tomto pipad® nazyvime
ptislusnou funkei f funkci n proménngch (jestlize n > 1,
mluvime téZ o funkci vice proménnych) a jeji hodnotu
VZ = (T, Xy, ..., Z,) oznadujeme f(z;, Z,, ..., 2,;). V této
souvislosti poznamenejme, Ze budeme mluvit vyhradné
o uspotadanych n-ticich, takZe ptivlastek ,,usporadany*
budeme vétsinou vynechavat.

K oznalovani funkcf se kromé strudného zpisobu f,
g, h apod., pouZiva téz obiirndjstho zipisu y = f(x),

*) Srovnej se zdpisem {z,, Z,, ..., T,} konedné neprézdné
mnoziny, ve kterém na pofadf x,, z,, ..., T, nezdlezi.
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y = g(x), y = h(z), apod. Obdobny zpiisob zdpisu bude-
me pouZivat v piipad®, Ze funkce bude definovéna po-
moci néjakého ,,vzorce*. Napf. symbolem y = z? + = -}
+ 1 budeme v souhlasu s béZnou zvyklosti rozumat
funkei, jejimZz definiénim oborem je R, poptfipadg libo-
volné neprizdnd podmnoZina R, a kterd kazdému &islu x
z definiéntho oboru pfifazuje &islo 2 4 x 4 1. Pfednosti
tohoto zpusobu zapisu konkrétni funkce je jednak jeho
nizornost, jednak to, Ze odpad4d nutnost zavidét novy
symbol. Podobnd zédpisem y =z, 4+ 2, + ... + 2, bu-
deme oznadovat funkeci, kterd uspofidanym n-ticim
(®y, %3, ..., T,) redlnych d&fsel pfifazuje jejich soudet
z, + 2, + ... + z,. (Definiénim oborem takové funkce
je mnoZina viech uspofidanych n-tic &fsel, nebo jeji
libovoln4 neprizdni podmnozina.)

Nyni zavedeme pojmy maxima a minima mnoZiny
&fsel a maxima a minima funkce. Necht je ddna neprazd-
né mnozina &sel M. Cislo a, nazveme minimdinim
prokem (minimem) mnoziny M, jestlize plati

l.a,e M, 2.ay <a pro viechnace M

Cislo a, nazveme maximdinim prokem (maximem ) mno-
ziny M, jestlize plati

l.a,€ M,‘\2.a, = a'pro viechnaae M

Poznamenejme, %e ani minimum ani maximum mno-
ziny &isel nemusi obecné existovat; ndkteré piiklady
ukédZeme v piisti kapitole.

Pojmy minima a maxima funkce se definujf pomocf
pojmi minima a maxima mnoZiny d&isel. Necht f je
funkce definovand na neprizdné mnozing A. Obor
hodnot f(A) je rovn&z neprizdnd mnoZina. Minimum
mnoziny f(A) potom nazyvame minimem (nebo mini-
mdint hodnotou) funkce f na mnoziné A a maximum
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mnozZiny f(A) nazyvame maximem (nebo mazimdini
hodnotou) funkce f na mnozing A. V piipads, Ze definidni
obor A je zndm z kontextu, mluvime struén& pouze
o minimu (minimalnf hodnot&), resp. maximu (maxi-
maln{i hodnot&) funkce f.

Z uvedené definice vyplyvd bezprostfedné, Ze mini-
mum funkce f na A je takové &islo f,, pro které

1. existuje z, € A tak, Ze f, = f(x,)
2. pro viechna xz € A plati f(z) = f(z,)

Analogicky platf, Ze maximum funkece f na A je takové
¢islo f,, pro které

1. existuje z; € A tak, Ze f, = f(z,)
2. pro viechna z e A plati f(z) < f(z,)
Pritom o &fslech z, resp. z, ikime, Ze f nabyvd v z,
(nebo pro z,) svého minima, a f nabyvd v z, (nebo pro z,)
svého maxima.

Podobné jako v pfipadé mnoZin &fsel, nemusi obecné

existovat ani minimum ani maximum funkce. Minimum
funkce f na A budeme oznaéovat symbolem

min f(x)
ceA
a maximum f na A
max f(z)
zEA
V ptipadé, Ze minimum (resp. maximum) funkce f na A
existuje, platf podle nasich definic vztahy
min f(z) = min f(A) = min {f(z) | xe A}
z€EA
resp.
max f(z) = max f(A) = max {f(z) | z € A}
eEA
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Minimum a maximum funkce se souhrnn® nazyvajf
jejimi extrémy.

Nyni, kdyz jsme zavedli pojem extrému funkce a Fadu
pojmu 8 nfm souvisejicich, budeme schopni pFesnéji nez
na zatatku kapitoly zformulovat, co rozumime extre-
méalnim problémem.

Nechf je dédna funkce f definovanid na neprazdné
mnozind A. Ulohou wuréent minima funkce f se obvykle
rozumi problém urdeni min {f(x)[x € A} a dale alesponi
jednoho prvku z, pro ktery nabyvi f svého minima
(popf. viech prvki, pro néz f nabyvi svého minima).
Analogicky #lohou uréent mazima funkce f se rozumi
problém urdeni max {f(z)|x € A}, a dale alespon jednohe
prvku z,, pro ktery nabyvd f svého maxima (popf.
viech prvki, pro néz nabyva f svého maxima). V tomto
ne zcela jednoznaéné vymezeném smyslu budeme chapat
dlohu urdenf minima i dlohu urdenf maxima téZ v nasi
knfZce. Pfitom nidm zpravidla plijde o nalezenf pouze
jednoho prvku (libovolného), pro ktery funkce nabyva
svého extrému, pokud ovSem nebude vyslovné fedeno
néco jiného.

Obé zformulované dGlohy zahrnujeme spolednym na-
zvem — extremdlni problém (extremdini «loha). Piitom
prvek, ve kterém funkce nabyva svého extrému, se na-
zyva fedenim extremdlntho problému.

Pristi kapitola md rovnéz jesté pomocny charakter.
Uvédime v nf nékteré elementarni vlastnosti &éiselnych
mnoZin a funkei, které budeme pfi vykladu metody
dynamického programovéan{ potiebovat.
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