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2. kapitola

OPERACE A GRUPY

Pojem operace a grupy je pro matematiky velmi
ddlezity; umozni nam najit v riznych matematickych
disciplinach spoleéné vlastnosti. Pomtize ndm pochopit
na priklad to, Ze se aritmetika, algebra a geometrie, které
probirame ve $kole, nelisf od sebe tak, jak se nam dosud
zdalo. V &lancich 2,1 a 2,2 se budeme zabyvat prevdZiné
&iselnymi mnoZinami a podetnimi vykony (operacemi)
s &fsly. Nebude nas vSak zajimat numerické poéitani, ale
spole¢né a odlisné vlastnosti riznych podetnich vykoni
(operaci) v riznych &selnych mnoZinich. Clinky 1,3
a 1,4 jsou vénoviny spiSe geometrii. UkdZeme si, Ze price
s mnoZinami bodi v roviné se piili neli§i od prace
s &iselnymi mnoZinami.

V nasledujicich &lancich budeme 8asto pracovat v ruz-
nych &iselnych mnoZindch; dohodneme se predem o jejich
oznadeni.

N ... mnoZina viech pfirozenych &isel bez nuly
N={1,2234..}
N, ... mnoZina vSech prirozenych é&isel s nulou
N,=1{0,1,2,3, ...}
C ... mnoZina vSech eelfch &isel
c={..,—4,—3,—2 —1,0,1,2,3, ...}
Q ... mnoZina vSech racionilnich éisel; patfi do nf

viechna ¢&isla, kterd lze napsat pomocf zlomki
v jejichz ¢itateli i jmenovateli jsou celd &isla
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Q* ... mnoZina viech kladnych raciondlnich &isel (bez
nuly!)

R ... mnoZina viech reflnych &fsel. Redlna &sla jsou
nejen viechna é&fsla raciondlni, ale i dalsi
sla, (fikdme jim &fsla iraciondlni), napf.
z, /2, 13, atd.

MiZeme psit NCN, CCCQCR,
Q*cQ.

2.1. Operace v mnoZing

Budeme definovat zobrazent, které usporfddané dvojici
[a, b) kartézského soubinu M x M pFifadi nejvyde jeden
prvek ¢ € M. Plati: mnoZina vzora V C M x M, mno-
Zina obrazi O C M.

Tento druh zobrazeni nazyvame operace v mnoZiné M
a zapisujeme vzorcem

a(Ob=c.

Pismena a, b se nazyvaji nezivisle proménné, ¢ je
zavisle proménnd; znak O (nékdy %, +,—, A, ., atd.)
je symbol operace a naznaduje nam zpusob, jak k dvojici
a, b vybirame z4dvisle proménnou ¢. S nékterymi druhy
operacf se setkdvame tak ¢asto, Ze jsme pro né vyhradili
zvlastni symboly:

napf. znak -+ je vyhrazen pro operaci séitini (vzorem
je dvojice sditancil, obrazem je jejich
soudet)
— znamené operaci odeditan{
. znamena operaci nasobenf{
: znamena operaci délen{
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Ve gkole se udime’ napﬁklad ,,nasobit*. To znamen4,
Ze se utfme k dvojici &isel [a, b] pfifadit pravé jedno celé
¢islo ¢ (soudin).

Operaci ndsobeni muZeme znézornit tabulkou napf.
takto:

a.ba\b\l|2|3 4 5| . o
1 1 2 | 3 5
2 | ¢ 4 | 6 8 | 10 | .
3 | 3 6 12 T
4 | 4 8
5 | 5| 10

V piislusném polidku, které patii dvojici napf. [3, 4],
zapfSeme obraz dvojice (soudin), tj. 12. .

PRIKLAD 2,1

N je mnoZina v8ech pfirozenych ¢&isel (bez nuly),
a, b € N. Je-li a > b, pak pfifadime usporadané dvojici
[a, b] prvek ¢ € N (rozdil). Je-li @ < b, neptifazujeme
dvojici [a, b] Z4dny prvek ¢. Rozdil je pfifazen jen nékte-
rym dvojicim [a, b] € N X N.

Operace odedftan{ je definovina v mno%iné véech pti-
rozenych disel Na VCN x N, V# N x N.
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Tabulka:
a—blg0] 1] 2[3[4]5[6]7
% |

|| ][OOI O|=
(| [N
O!H-\wl\'J""
A|w1~:—

[ 4]

—

PRIKLAD 2,2

Je ddna mnoZina viech kladnych raciondlnich é&isel Q*
Operace : (délenf) pfifadi kaZzdé uspordadané dvojici
[a, b] e QF x Q7 jediny prvek c € Q* (podil). Operace
déleni je definovana v mnoZiné Q*a V = Q* x Q™.

Operace déleni je definovana pro kaZdou dvojici
[@, b]e QT x Q* [nékdy iikame, %e je definovdna na
mnoZiné Q*].

PRIKLAD 2,3

M je mno#ina vSech bodidt v roviné. Operace O je
definovéna takto: Je-li 4 # B, je dvojici bodu [4, B] pfi-
Fazen bod C, ktery je stfedem tselky AB. Je-li A = B,
je dvojici [4, B] ptifazen bod A. Definovali jsme si
»-operaci stfed‘’ pro kazdou dvojici bodi [X, Y] € Mx M.
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PRIKLAD 2,4

Pri cvideni pouzivame 8tyf povela ,,vlevo v bok* (L),
»vpravo v bok (P), ,delem vzad“ (Z) a tak zvany
neutralni povel (N — ,ztstat ve stejné poloze). Mno-
zina povelt M = {L, P, Z, N}. Operaci x definujeme
takto:

Usporadané dvojici prvki [a, b] € M x M ptitadime
ten prvek c, kterym se daji oba prvky a, b nahradit.
Sestrojime tabulku pro kartézsky soudin M x Mkoned-
né mnoziny M a doplnime obrazem ¢ prislu$né uspofa-
dané dvojice.

Tabulka operace >: Z tabulky pfre&teme:

[axb|a~YL|P|z|N|] P*Z=1L

Povel ,,vpravo v bok a

L |Z|N|(P|L ¢elem vzad‘‘ maZzerme nahra-

P N _Z— ’f _17 dit povelem ,,vlevo v bok*.

|7 Operace > je definovina

Z [P/ LIN|Z[ o6 kasdou dvojici [a, b] €
N |L|P|Z|N EMx M.

Casto slychdme, %e napft. ,stitani je komutativni‘
a rozumime tim, e a + b = b + a (pfi séitani nezaleii
na pofadi stitanci). Tento vyrok neni pfesny a musime
se nad pojmem ,,komutatlvni operace“ zamyslet.

Operace O v mnoZiné M pfifazuje ka%dé dVO]lCl
[z, y] € M X M nejvys jeden prvek z € M.

Mohou nastat tyto moznosti (a, b, ¢, d patéf mnoZiné
M):

De Ob=c¢, bOa=c

2)a Ob=c¢, bOa=d; c+#d

3)a Ob=c¢, b O a nenivmnoziné M definovina

4) a O b neni v mnoZiné M definovana, b QO a = ¢

5)a O b ani b O a neni v mno%iné M definovina
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Rikéme, %e operace O je komutativni v mno%iné M,
prévé kdyZ pro kaZdou dvojici [a, b]] € M x M nastane
piipad 1) nebo 5).

Jestlize najdeme aspoti jednu dvojici [a, b] € M x M,
pro né% nastal pfipad 2), 3) nebo 4), pak operace v mno-
2iné M komutativn{ nenf.

PRIKLAD 2,5

Operace z piikladu 2,1 (od&itdni v mnoZind N) neni
komutativn{: Jestlife a—b =¢{(s € N, b € N, ¢ € N),
pak a > b; dvojici [b, a] neni pfifazen Zadny prvek
z mnoZiny M, protoZe b < a.

Operace z pifkladu 2,2 (déleni v mnoZiné Q*) neni
komutativni, protoze dvojicim [a, b] a [b, a] jsou sice
pfifazeny prvky mnoZiny Q* (podily), ale. je-li @ # b,
paka:b #b:a.

Operace z piikladu 2,3 (stfed dvojice [4, B]) je komu-
tativni, protoZe ka¥dé dvojici [4, B] je pfifazen stred
a pro ka%dou dvojici plati, Ze stfed dvojice [4, B] je tyZ
bod jako stied dvojice [B, 4].

Operace z pifkladu 2,4 je komutativni — ovéiime si
pfimo z tabulky.

Operace z O y = 2z, kde 2z = x2a:y

v mno%iné

viech realnych ¢&isel R je komutativni:

. 2xy
Je-1 , pak = ,
a)Jelliz # —y,pakz Oy z 47
o 2y
yor=vyaz
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a protoZe sditani a nasobeni redlnych é&isel je komuta-
tivni, je
2xy 29z

r 4y Y+

b)Je-li  =—y, pak 2 + y = y + =z = 0 a dvojici
xz Oy ani dvojici ¥y O « neni piifazeno Z4dné redlné
dislo.

Podobné zkoumame, je-li operace O v mnoZiné M
asociativni.

Jsou-li prvky @ € M, b € M, ¢ € M, pak zkoumame
vysledek operace (a Ob) Ocaa O (b Oc).

Operace O je asociativni v mnoZiné M, privé kdyz
plati:

a)Jeli{(a Ob) Oc € Masoudasnda O (b Oc) € M,
pak (@ Ob) Oc=a O (b Oc).

b)(@a Ob) Oc ¢ M pravée kdyz a O (b O¢c) ¢ M.
(Vysledek nenf definovan v mnoziné M pro Zadny z obou
pripadii.)

PRIKLAD 2,6

Operace z piikladu 2,1 (odeéitini v mnoZiné N) nenf
asociativni. MuZe se stat, Ze (@ —b)—c € N a také
6 — (b —c¢) € N, ale vysledky se sobé nerovnajf. Stad&i
najit jeden takovy piipad a uZz nelze o operaci ode&fténi
v mnoZiné N fici, Ze je asociativni:

napi.: @ = 6, b =3, c=1

6—3) —1=3 —1=2
6—3 —1)=6 —2=4

Opeeace z p¥kladu 2,2 (déleni v mnoZiné Q* nenf aso-
57



ciativni. Je sice (a:8):ce Q* i a: (b:c)e QF, ale
stadf dosadit napf. a = 48,6 = 12,¢ = 2:

(48:12):2=4:2=2
48:(12:2)=48:6 =28
Aspon v jednom piipadé tedy je
' ({@a:b0):c#a:(b:¢)

a operace nenf asociativnf.
Operace ,,stied z piikladu 2,3 neni asociativni (viz
obr. 50).

A S, S B C

Obr. 50

Operace z piikladu 2,4 je asociativni. OvéFime si z ta-
bulky vSechny moznosti napt.:

(LkxP)kZ=NxZ=12
Lx(PxZ)y=L*xL=2
Operace s&itani a nasoben{ v mnoziné N jsou asocia-

tivni. Tuto vlastnost obou operaci nebudeme dokazovat.

Existuje-li takovy prvek n € M, Ze pro kazdéa € M
plati aOn = n O a = a, nazyva se » neutrailnim prvkem
operace O vV mnoZind M.
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PRIKLAD 2,7

Operace séitani v mnoZiné N v8ech pfirozenych &fsel
bez nuly nemé neutralni prvek.
Operace sé¢itani v mnoziné N, vSech pfirozenych &isel
s nulou ma neutralni prvek 0 (nulu). Pro kazdé a € N,
plati
at+0=0+a=a

Operace ,,stfed* z pfikladu 2,3 na mnoZiné viech bodu
v roviné nema neutralni prvek. Neexistuje takovy bod N,
aby pro kaidy bod A platilo 4 ON =N QA = 4.
Neutralnim prvkem v mnoZiné poveli z piikladu 2,4

je prvek N (zustat v puvodni poloze), jak si ovéiime
z tabulky.

Existuje-li k prvku a € M takovy prvek @ € M,
Zea Oa =a Qe = n, kde n je neutralni prvek operace
O, nazyva se prvek g inverznim prvkem operace O
v mno¥ind M. MiZeme také Fici, Ze prvky a a @ jsou
navzijem inverzni prvky operace O v mnoZiné M.
JestliZze totiz ¢ O @ =a O a, pak muzeme také psit
a Oa = a O a (vyménili jsme obé strany rovnosti), a to
znamena podle definice, Ze prvek a je inverzni k prvku a,
v operaci Q.

Povrchni pohled na definici inverzniho prvku by nas
mohl svést k dsudku, Ze z komutativnosti operace vy-
plyva existence inverzniho prvku a naopak; jak uvidime
v piikladech, je tento tisudek nespravny.

PRIKLAD 28

Operace séitani v mnoZiné N, (vSech pfirozenych &sel
s nulou) je komutativni a md neutralni prvek. Inverzn{
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prvek existuje pouze k prvku nula. Ostatni pfirozend
¢isla nemaji prvky k sobé inverzni.
Operace séitani v mnoZiné N (pfirozend &isla bez
nuly) je komutativni a nema neutralnianiinverzni prvek.
Operace s¢itani v mnoZiné C (viech celych d&isel) je
komutativni, ma neutridlni prvek (nula) a ke ka%dému
prvku existuje prvek inverznf (t. zv. &islo opaéné). Napt.
k &islu +5 je inverzni é&fslo —5
k ¢islu —2 je inverznf éislo -+2
k ¥slu 0 je inverznf &fslo 0

PRIKLAD 2,9

Operace O, v mnoZiné M = {a, b, ¢, d, e, f} je defino-
vana pomoci tabulky

[+]
[\

la:Oy Y| a

u(w|o|a|le|o]| o
o |lan|—~lo|ale
> e (R | [~ |'S
o |R ||~ &
Q|T|O || |~~~

e || ||
- |&|O |[O]8

Operace O kterd je definovana pro vSechny dvojice
[,y e M X M:
a) neni komutativni: napt. b 0 d = f
' dOb=c¢e
b) je asociativni; presvéd&fme se, prezkousime-li viech-
ny mo#né pfipady napt. (b ©Od) Oec=f0Oc=c¢e
bO@Oc)=b0Of=e
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c¢) ma neutraln{ prvek a:
pro kazdy prvek x € Mplatiz Qa =a Oz =2z

d) ke kazdému prvku z € M existuje prvek inverzni
TeM

|

—~a O Rucy oual
Il
O Q™o Q

I

U této operace jsme si ukdzali, Ze operace nemusi byt
komutativni a pfece ma neutralni prvek a ke kazdému
prvku mé prvek inverzni.

Pamatujte si:

Operace v mnoZiné

Operace komutativni

Operace asociativni

Neutralni prvek operace

Inverzni prvek operace k prvku a

Cuiéent
1. V mno%iné M = {a, b, ¢, d} je ddna operace O taktc:
T Qy=z \x\?/\ a b | c | a
a a a a a
b a b c d
c a c d b
d a d b c

a) Zjistéte, existuje-li ‘takovy prvek n € M, %e pro kazdé
z € Mje
zOn=nQzx==z.
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b) Najdéte vdecky prvky z € M, k nimZ existuje takovy
prvek £ € M, Ze

zQ0Z=FQx=n,
kde n je prvek z tlohy a).

2, V mnozindé R viech redlnych &isel je definovéna operace
takto:

a Ob=a -+ 2b.

Zjistéte, existuje-li takovy prvek n € R, Ze pro kazdé
a € Rje
aOn=n0a=a.

3. V roving g je ddna primka p. Ke kazdé dvojici boda 4, B
roviny ¢ pfifadime bod C = 4 O B tak, aby AC || p, BC 1 p.
VyB8etite, je-li O operace v mnoZiné vSech boda roviny p,
a je-li to operace, rozhodnéte, je-li komutativni nebo asocia-
tivni!

4. Z je neprézdnd mnozZina a M je mnoZine viech podmno-
zin mnoziny Z. Jeli Ae M, Be M (tj. ACZ, BC2),
oznadme A () B = C. Ukaite, Ze () je operace v mnozind M
a Ze tato operace je komutativni a asociativni. VySetite ddle,
mé-li operace () v mnoziné M neutrélni prvek a ktery!

5. Z je neprdzdnd mnozina a M je mnozina vSech podmnozZin
mnoziny Z jako v tloze 4. Je-li A e M, Be M, De M
oznatme A {) B = D. Ukaite, Ze [} je operace v mnozind M
a Ze tato operace je komutativni a asociativni. VySetite,
m4-l operace () v mnozind M neutrdlni prvek a ktery!

6. V mnozind M = {0, 1, 2} je ddna operace @ takto: je-li
a EM, beM, jea®b zbytek, ktery dostaneme, délime-li
soudeta + btlemi(napf. I H1=2,192=0,230 2 = 1).

Sestavte tabulku této operace a ukazte, Ze je to operace
komutativni a asociativni. Ze sestavené tabulky pro operaci @
zjistdte, md-li tato operace neutrdlni prvek a ktery. Z téze
tabulky vyététe, ke kterym prvkam mnoziny M existuje
inverzni prvek operace @ a udejte, ktery je to prvek!

7. V mnozind R vSech redlnych ¢isel je ddna operace A
vzorcem

a Ab=a +b + ab.
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VySetfte, je-li tato operace komutativni a asociativni, na-
jdéte jeji neutrdlni prvek a ke kazdému prvku ¢ € R najdéte
inverzni prvek @ € R operace A (pokud takovy prvek existu-
je). Existuji v mnozZiné R prvky, které jsou samy k sobé inverz-
ni vzhledem k operaci A ? Najdéte je vSechny!

2.2. Grupa

Mnofinu M, v nté je definovina operace O nazgjvdme gru-
pou vzhledem k operaci O (nebo viiéi operaci ), prdvé kdyz:

a) Operace O je definovina pro katdou dvojict
[z, y] e M x M,

b) Operace O je asociativni v mnoZiné M,

¢) Operace O md neutrdlni prvek n € M,

d) Ke kaZdému proku a € M existuje inverzni proek
a € M operace O.

Je-li kromé toho operace O v mnoZiné M komutativni,
nazyva se mnozina Mkomutativni grupou viiéi operaei O.

V éfselnych mnozindch mame 8asto definovdny ope-
race, které spliiuji pouze prvni dvé vlastnosti (napf.
séitdni nebo nasobeni v mnoziné N viech pfirozenych
disel). Takovou mnoZinu nazyvame pak pologrupou
vzhledem k operaci O.

Vysetfujeme na priklad, zda mnoZina N je grupou
vidi operaci déleni. Délime-li dvé nesoudélné piirozena
¢isla, nedostaneme jako podil &islo pFirozené. Vlastnost
a) neni splnéna a mnoZina N neni grupou (ani polo-
grupou) vzhledem k operaci déleni.
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PRIKLAD 2,10

V ¢iselnych mnoZinach je definovina operace + (s&i-
tani). Zjistéme, které &¢iselné mnoziny tvoif grupu vidi

operaci séitani. Ovéfime, zda jsou splnény podminky
z definice grupy pro mnoZinu C (celych &fsel).

1. Soudet kaidych dvou celych é&isel je &fslo celé.

2. S¢itani celych ¢&isel je asociativni.

3. Operace -+ mé neutrilni prvek — nulu.

4. Ke kaZdému celému é&islu existuje v C inverzni
prvek (&islo opadné).

5. Operace s¢itani C je komutativni.

Mnosina vdech celych &isel je komutationt grupou vali
operaci séitdni.

Stejné si miZeme ovéflit, Ze i mnofina vdech raciondl-
nich Eisel Q a mnofina viech redlnych isel R jsou komuta-
tiont grupy vaés séitani.

MnoZina N, neni grupou viaéi séitdni. Podminky
a, b, ¢ jsou splnény, ale k Zddnému ptirozenému é&islu
kromé nuly neexistuje inverzni prvek z mnoZiny Nj.
RovnéZ mnoziny Q* a N nejsou grupami vudi operaci
sedftani.

PRIKLAD 2,11

Vy#gettime, které &iselné mnoziny jsou grupou vzhle-
dem k operaci (nasobenf).

MnoZina Q* je komutativni grupou vali operaci ndso-
bent, nebot:

1. Soudin kazdych dvou kladnych racionélnich &isel je
kladné racionalni &islo.

2. Néasobeni kladnych raciondlnich ¢&isel je asociativni.
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3. Operace nasobeni ma neutralnf prvek. Je jim kladné
racionalni &islo 1.

4. Ke kazdému kladnému racionalnimu é&islu a existuje
. ; I T 1 1
inverzni prvek g (8islo prevracené: a.—=—.0= 1).

5. Operace nasobeni je komutativni.

Mnozina N je pouze pologrupou, ale nikoliv grupou
vuéi operaci nasoben{. Jediné prvek I ma inverzni prvek
vzhledem k nasobeni (I = I).

K Zadnému jinému pfirozenému ¢&¢islu neexistuje v N
prvek inverzni (pfevracend ¢&isla k é&fslim piirozenym
nejsou &isla pfirozena).

Mnoziny N,, Q a R nejsou rovnéz grupami vidi ndso-
beni. Viechny tfi uvedené mnoziny obsahujf nulu a k ni
neexistuje inverzni (pfevraceny) prvek pro operaci né-
sobeni.

Pro nulu by totiZz muselo platit

0.0=1
Neexistuje viak Zidné reilné &islo, které ndsobeno
nulou, by dalo ¢&islo jedna.
Pamatujte si!

Grupa vzhledem k operaci O
Komutativni grupa

Cvient

1, Budiz > operace v mnozind R vBech redlnych &isel defino-
véna vzorcem

akb=a+b+ 1, acR beR.
a) VySetfete, jo-li tato operace komutativni a asociativni.
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b) Zjistéte, existuje-li takovy prvek n € R, aby pro kazdé
a € R bylo
axXn=a, nXa=a.

c) Zvolte libovolny prvek a € R. Zjistéte, existuje-li k ndmu
takovy prvek @ € R, aby

akd=n, daxXa=mn,
kde n je prvek, ktery vyhovuje iloze b.
d) Vypodtéte Z 1—, 0_, —7, -3,

2. M je mnozina {1, 2, 3, 4, §}. V mnozind M je ddna operace
z Jy = 2, kde
= mox (s, ) = ¢ 71 EV

yjeliz <y.
[Napi. max (2, 3) = 3, max (4, I) = 4, max (2, 2) = 2;
max (z, y) ¢teme: nejvétsi (maximum) z éisel z, y.]

Sestavte tabulku pro tuto operaci. VysSetiete, je-li tato
operace komutativni nebo asociativoi a zda je M grupou vudi
této operaci.

Névod: Je tfeba bud vySetfit vSecky mozné uspofddané
dvojice, popf. trojice prvki mnoZiny M, nebo miuzZeme vzit
libovolné prvky z, y, popf. z, ¥, z mnoziny M a odlidit pfipady
x =49,y > z (pli komutetivnosti), popf. piipady z =y = 2,
T2Z22Y,Y2T25L,Y=22522T2Y,22Y 22
(pfi asociativnosti).

3. V mnozind R viech redlnych &isel je ddéna operace [] vzor-

cem
a(Qb=a+4+b—10.

VyS3etite, je-li tato operace komutativni a asociativni, najdéte
jeji neutrdlni prvek a k libovolnému prvku a € R najdéte
inverzni prvek d € R operace [] (pokud takovy prvek exis-
tuje). Existuji v mnozind R prvky, které jsou samy k sobé
inverzni vzhledem k operaci 5? Najdéte je v8echny.

4. V mnoziné R vsech redlnych &isel je ddna operace [] tak
jako ve cvideni 3. Najdéte vSecka redlnd &isla x, kterd splituji
rovnice

a) 10 Qz = 10, b) 10 |jx=0, )z Q0= 10.
5. Zndte ,,cikdnskou ndsobilku‘‘? Mdte-li zndsobit dvé celd
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éisla a, b, pro kterd plati § < a < 10, § < b < 10, natdhnéte
na jedné ruce tolik prsti, o a je vétsi nez § a na druhé ruce
tolik prsti, ol je b vétai nez § a ostatni prsty skréte. Soudet
natazenych prsti uddvéd polet desitek a soudin skréenych
prata podet jednotek vysledku. Odiivodnéte sprdvnost tohoto
postupu. (Ndvod: nataZenych prsti je ¢ — §, popt. b — §
a skréenych 10 — a, popf. 10 —b.)

6. M je mnoZina &tvercovych schemat. (Tato schemata se
nazyvajl obyéejné matice.)

1 0 0 1 —1 1

8§, = §y = S, =
(1} 1 1 0 0 1
0 1 1 —1 1 0

S‘ = S' = S. =
—1 1 0 1 1| —1

Operace O je zavedena vzorcem

a b e f ae + bg | af 4 bh
(o] =
c d g h ce + dg cf + dh

a) Popiste, jak se operace O providi.

b) Sestavte jeji tabulku.

c) Zjistéte, zda operace © je komutativni, zda je asociativni
a zda md neutrdlni prvek.

d) Zjistéte, zda mnozZina G = {8, S,, Sy, S, S, S} jo grupa
vzhledem k operaci O.

7. V modernim sidlisti je 9 kfiZovatek, které jsou spojeny
osmi pfimymi komunikacemi (obr. §1a) a étyfmi okruZnimi
komunikacemi (obr. 51b, ¢). Kfizovatky oznadte pismeny A,
B,C,D,EF,G H,I

. Komunikace tvom kf‘lzovatku jenv krouzkovanych bodech;

a.) Kazdymi dvéma kiiZovatkami proché.zi jedind z 12 komu-
nikaci; dokaZte.

b) Nelezi-li kfizovatka X na komunikaci p, prochdzi k¥izo-
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vatkou jedind komunikace ¢, kterd nemdé s komunikaei p
zddnou spole¢nou kfizovatku; dokazte.

¢) Kolik komunikaci prochdzi kazdou kfiZovatkou? Udejte
komunikace, které prochézeji kiizovatkou 4 (4BC, ...).

d) Cistici podnik umyje bshem noci pravé 3 kiiZovatky.

6 H /
D.
A B

Obr. bla, b, ¢

Umyje-li kiizovatky X, Y, umyje také kfizovatku Z, kteréd
leZi na téZe komunikaci jako X, Y. Tim je v mnozind M viech
kFizovatek zavedena operace Z = X > Y; pfitom X %k X = X;
Sestavte jeji tabulku.

e) Je mnozina M grupou vzhledem k operaci > ?

f) Cistici podnik umyje b&hem noci prévé tii kiizovatky.
Umyje-li k¥izovatky X, ¥, umyje jestd kiiZovatku 7" uréenou
takto: T' je tFeti kiiZovatka lezici na téZe komunikaci jako
AaZ=XxY.Tim je v mnozind M zavedena operace T =
= X A Y. Sestrojte jeji tabulku.
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g) Je mnozina M grupou vzhledem k operaci A?

8. V mnozind R v3ech redlnych d&isel je ddna operace [1:
ab=a + b— 10. Najddte vSechna redlnd ¢&isla, kterd
spliiuji rovnice

100z =10
100z=20
zx[0=10

2.3. Skladanf permutaci

Ve &lanku 2,2 jsme se zabyvali vétdinou operacemi
v mnozinach, jejichz prvky byly é&isla, body, pismena
apod. Nékteré operace jsme znali ze Skoly (seéitdnf,
nisobeni, operace ,stfed tsedky’), u jinych jsme si
celkem jednoduse popsali, jak najdeme k danym dvéma
prvkim (&islim, bodim) prvek tieti jako wvysledek
operace.

V tomto ¢lanku si zavedeme novou operaci ,,sklidani
permutaci‘ a budeme zkoumat jeji vlastnosti v mnoZi-
nach shodnych zobrazeni — tedy na objektech geomet-
rickych. Mo#na, Ze vas zaujmou vysledky, které dosta-
neme pii skladdni riznych druhi pfemisténi — to v3ak
nenf to hlavni. Méli bychom si uvédomit, Ze novou ope-
racf se nam probudily k Zivotu mnoZiny jiného druhu,
slozitéjsi stavby, nez byly ty, které obsahovaly jako
prvky é&isla nebo body. Operace ,,sklddani permutaci
je definovina v mnoZiné permutaci — to znamena, Ze
usporadané dvojici permutaci pfifadime permutaci tieti.

Zavedeme si operaci ,,8kladani permutaef* takto:
Je dana mnoZina M (koneénéd nebo nekoneénd) a dvé
jeji permutace P, a P,. Vzoru z € M je permutac{ P,
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piitazen obraz y € M (x Py y). Vzoru y € M je per-
mutaci P, pfifazen obraz z € M, y Py z. Zobrazeni Py,
které vzoru x € M piifadi obraz z € M, je rovnéz per-
mutace a Fikame, Ze vznikla sloZenim permutace P,
s permutaci P, v tomto pofadi.

V mnoziné viech permutaci G mnoZiny M jsme zavedli
operaci >, kterd je definovana pro kazdou dvojici
[P;; P,Je G X G a kterd_se nazyva ,,sklddani permu-
taci‘.

Pfseme P, x P, = P,

Skladanf permutaci je operace, kterd neni vidy komu-
tativni.

PRIKLAD 2,12

MnoZina M = {a, b, ¢, d}
abc abcd
Pl:{cdag}’ PZ:{bcad}
SloZime permutaci P; s permutaci P,
aPicPha
bPidPd atd.

rn (59

Slozime permutaci P, s permutaci P,
P pP
aPbPid
bPrcPa

P - (5250)

Je tedy P, x P, # P, X P,
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PRIKLAD 2,13

Rozhodnéte, zda mnoZina G vSech permutaci t¥{prv-
kové mnoZiny M = {4, B, C} je grupou viudi operaci
skladani permutaci.

VypiSeme si vSechny permutace mnoziny M == {4, B, C})

4B ABC
H=h38 5=hoﬂ

4B ABC
ﬂ=ﬁA8 EZ&CA

ABC ABC
E=bAA 5=k34

Do tabulky zapiSeme vysledky operace sklddani per-
mutacf

| =%y Y| P | P | P.| P | P | P

P |P | P, |\ P | P | P, | Py

Pz Pz Pl Pq Pa Pﬂ PE

Py, | P, | P, | P, | P | P, | Py

P | P, | P | Py | Py | P P,

Py, | P | P, | Py | P Py | P

p, P | P, | P | P | P, | P,

1. Z tabulky je vidét, Ze sloZenim kaZdych dvou per-
mutaci z G = {P,, P;, P,, P,, P;, P;} vznikne permutace
Pg eG
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2. Skladani permutaci je asociativni — presvédéime
se z tabulky, napr.

(Py & Py) >k Py = P, % Py = Ps
P,k (Pyk Py) = P, > Py = P;
3. Neutralnim prvkem skladani permutaci je P, (iden-
tita). Napt.
Py x P, =P % Py =P,
4. Inverzni prvek ke kaZdé permutaci najdeme rovnéz
z tabulky

FIZP] EZPs
E:PZ E:P«:

P,=P, P =P,
5. Skldddn{ permutaci neni komutativni v G. Napf.
P, x P, = P,
P s K Py, = P,
MuiZeme tedy tici, Ze mnoZina G véech permutact mno-

Ziny M tvoft nekomutativnt grupuw vzhledem k operact
ssSkldddni®.

PRIKLAD 2,14

V roviné jsou dany dvé osové soumérnosti O, a O,
8 osami o, || 0, Vysetiete, jakd permutace P roviny
vznikne sloZenim O, *x O,! (Obr. 52)

Permutace P pfifazuje vzoru X obraz X,.

Piimky, které spojuji kazdy vzor s jeho obrazem jsou
navzajem rovnobéiné a kolmé k osdm o, a 0,. Vzdalenost

osoznadimed. Plati:
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X X = X, X;; XX, = X,X,

XX, =2X,X, + 2X, X, = 2(X, X, + X, X)) = 2d
ZZy = 2247y — 222y = 2(ZyZy — ZoZ,) = 24
YY, = 2Y,Y,—2Y, Y, = Y, Y,— Y,Y)) = 2d

RENL
X %X X X ! g
i i X" box 1 x
AR S A N D S
2,02 % 3 S
2 : ! !
Obr. 52 Obr. 53

Permutace, kterd vznikla, je posunutt (translace) v ro-
ving. Velikost posunuti je rovna dvojndsobku vzdéle-
nosti os a smér je kolmy ke sméru os, orientovany
od o, k o,.

SloZime O, % O, (obr. 53). Vznikne posunuti velikosti
2d, ale opaéného sméru.

PRIKLAD 2,15

Slozte dvé osové soumérnosti O, a O, s osami o,, 0,,
které jsou k sob& kolmé (obr. 54)!

Ve sloZené permutaci prisedik P os o, a 0, je samo-
druZny; spojnice A4, prochézi bodem P a AP = A,P.
(Dokazeme ze shodnosti trojihelniki A PAA4, ==
=~ A PA,A,2= A PA,A,, které jsou pravoihlé a majf
shodné odvésny.)
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Vyslednd permutace je soumérnost podle stfedu P.

Soumérnost podle stfedu P vznikne i tehdy, zvolime-li
jinou dvojici o; | o; tak, aby se o; a o; protinaly v bod$é P.

Sestrojime je$té obraz bodu 4 v permutaci O, % O,
(A% A4'9% A'"). Snadno ovéfime, Ze pro kaZdy bod 4

h Y
S ~

\.
2

\.

plati 4, = A”'. To znamena, %e skladdni osovijch soumér-
nosts, jejiché osy jsou navzdjem kolmé, je komutativni:

01*02=02*o].

Z prikladi 2,14 a 2,15 je vidét, Ze vysledkem operace
skladani dvou osovych soumérnosti bylo jednou posu-
nuti a po druhé stiedovd soumérnost. MnoZina vSech

osovych soumérnosti neni tedy grupou vud&i operaci
skladéni.
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PRIKLAD 2,16

Jaka permutace vznikne, sloZime-li soumérnost S
podle stfedu S se soumérnosti O podle osy o, kter4 nepro-
chézi bodem S (obr. 55)?

Permutace, ktera vznikne, neni ani identita, ani osova
nebo stiedovd soumérnost, ani posunuti nebo otoleni.

z Lo
!

Y !

- |

X 4. T, O X
P w
=V b D 4
Yf \\\\\J‘. _
PR
Obr. 55

Permutace S O je shodné zobrazeni protoZe pro
kaZdou dvojici boda X, Y plati XY = X'Y' a X'Y' =
= X"Y" (ve stfedové i osové soumérnosti se zachovava
velikost tsedek). Musi tedy platit pro kazdou dvojici
bodi, Ze XY = X" Y' a to je charakteristicka vlastnost
shodnych zobrazeni (pfemisténi). Tomuto novému druhu
shodného zobrazeni fikime posunuté zreadleni Z.

Kdybychom chtéli hledat obrazy danych bodii v posu-
nutém zrcadleni pomoci prasvitky, museli bychom prii-
svitku nejprve otodit o 2R kolem daného stfedu S a pak
preklopit podle dané osy o. Nazev tohoto premistén{
nevystihuje dost zfetelnd fakt, %e vzniklo sloZenfm
stfedové a osové soumeérnosti. Spise bychom d&ekali, Ze
posunuté zrcadleni vzniklo sloZenim posunuti a osové
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soumérnosti (zrcadlenf). To je ale rozpor pouze zdénlivy
(viz obr. 56).

UvaZzme toto:

1. Stfedova soumérnost vznikne sloZenim kterychkoliv
dvou osovych soumérnost, jejichZ osy jsou k sobd kolmé
a protinaji se ve stfedu soumeérnosti.

Z ’oz Io
[ | |
V! |

) e R
X \\\,'.l;y'_____;i\(z Y,

/ el I

; :

Y |

S 3

Z, Z,

Obr. 56

2. Posunuti vznikne sloZenim dvou osovych soumér-
nostf, jejichZ osy jsou rizné rovnobézky.

3. Skladani je asociativni operace v mnoZiné vsech
shodnych zobrazeni.

Pro posunuti zrcadleni Z plati:

Z=8Sx0

Osy o, a 0, soumérnosti O, a O, z nichZ vznikla stfedova
soumérnost §, zvolime tak, aby prvnf osa o, byla kolma
k ose 0 soumérnostiO a druhd osa 0, byla s ni rovnobézna:
Z = (0, *x 0,) X 0, = 0,%(0, % 0). Osa o, je rovno-
béZnd s osou o a sloZzenim O, O vznikne posunuti ve
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sméru osy o,. Posunuté zrcadlenf Z vznikne také sloZenim
osové soumérnosti a posunuti ve sméru osy této soumér-
nosti.

Cvident

1. SloZte dvé osové soumérnosti 0, a O, s osami, které jsou
riznobézné, ale nejsou k sobd kolmé. Pokuste se dokdzat, Ze
vyslednd permutace je otoleni (rotace) kolem priisedfku os!

9,

C \
\
\ .
ANY P
\\\' A
PRt N
\
BI
CI
Obr._57 Obr. 58

Jo tato operace komutativni? Jak souvisi tihel otoéeni s od-
chylkou os?

2. Jaké zobrazeni vznikne sloZenim
a) dvou stfedovych soumdrnosti, které maji stejny stfed?
b) dvou osovych soumsdrnosti, které maji totoZné osy?

3. Podle obr. 57 sestrojte obraz Q, &tverce ABCD (Q) v sou-
mérnosti podle osy o, a obraz Q, étverce Q, v soumérnosti podle
o8y 0,. Ovaite, Ze dtverec Q, je obraz ¢tverce Q v soumérnosti
podle stfedu 0, N 0,.

4. Podle obrézku 58 sestrojte trojihelnik A ABC a jeho
obraz AA'B'C’' v soumdrnosti podle stfedu S. Zvolte dvé
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primky o,, 05 navzédjem kolmé a prochdzejici bodem S. Ovéite,
Ze obraz A ABC v soumérnosti podle osy o, splyne s obrazem
A A'B'C' v soumdrnosti podle osy o,.

5. Jsou dény t¥i pfimky o, || 0, || 05. Vzddlenost o, 0,, je
rovna vzdélenosti o,, o, (obr. 59). VySetite shodnost, kterd
vznikne sloZzenim pfFisluSnych osovych soumérnosti 0,, 04, 0;.

2.4, Grupy shodnych zobrazeni

V &linku 2,3 jsme definovali shodné zobrazeni (pfe-
mfsténi) roviny. Konstrukénim predpisem nebo pomoci
prisvitky jsme uréili, jak bodu roviny X (vzoru) pfifa-
dfme bod roviny X’ (obraz).

Poznali jsme tato shodné zobrazeni (pfemisténi):
. identita J

. soumérnost podle osy O

. soumérnost podle stredu §

. otodeni kolem stfedu R

. posunuti T

. posunuté zrcadleni Z (viz pf. 2,16)

SR WY
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Prohlédneme-li si pozorné predchozi piiklady a cvideni
z 8lanku 2,3, uvidite, Ze v8echna premisténi, ktera zndme,
muzZeme dostat sloZenim nejvysSe tii osovych soumér-
nost{.

Identitu dostaneme sloZenfm dvou osovych soumér-
nostf, jejichZ osy splyvaji.

J=0,%0; (0, =0y)

Posunut{ sloZime ze dvou osovych soumsérnostf, jejichz
osy jsou razné rovnobézky.

T =0,%0;, (0, % 050 0)

Stfedova soumérnost vznikne sloZenim dvou osovych
soumsérnosti, jejichZ osy jsou k sobé kolmé

$=0,%0, (o_| 0,)

Otédent slozime ze dvou osovych soumérnostf, jejichZ
osy jsou riznobéiné

R=0,%0; (o, ¥ 0,)

Posunuté zrcadleni jsme sloZili ze stiedové a osové
soumérnosti — to znamend, 7e jsme postupné sklddali
tfi osové soumérnosti; osy prvnich dvou byly k sobd
kolmé, tieti neprochéazela jejich prasedfkem.

Z=Sx0

Shodné zobrazent, kieré vzniklo slofenim sudého pobtu
osovych soumérnostt, se nazyjvd primd shodnost (prasvitku
pfi pfemisténi nemusime otadet na rub) — to je otodeni
a stfedové soumérnost, posunutf a identita.

Slozentm lichého pobtu osovijch soumérnosti dostaneme
nepfimou shodnost (pfi premisténi musime prisvitku
otafet na rub) — to je osovd soumérnost a posunuté
zrcadlenf.
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Napadne nas jisté otdzka, zda existuji je§té jina
shodné zobrazeni kromé téch, ktera jsme dosud poznali—
co se stane, sloZzime-li pét, deset, &i sto osovych soumér-
nosti. Aby byla odpovéd aspon trochu uspokojiva,
musime si Fici je§té néco o rozkladani shodnych zobra-
zeni na o0sové soumeérnosti.

Kazdé z nasich shodnych zobrazenf (pfemisténi) umi-
me rozloZit na 0sové soumérnosti a zvolime-li osy vhodné,
pak identitu, otodeni, stfedovou soumérnost a posunuti
rozloZ{me na dvé osové soumérnosti; posunuté zrcadleni
na t¥i osové soumérnosti. Zpusob rozkladu nam nejlépe
ukézi pifklady.

PRIKLAD 2,17

Je dano posunuti T. RozloZte je na dvé osové sou-
mérnosti!

Jednu z os (napt. o,) muzeme zvolit libovolné, ale tak,
aby byla kolm4 na smér posunuti. Druhd osa o, || o, je
od osy o, vzdalena ve sméru posunuti o vzdalenost rovnou
polovién{ velikosti posunuti (obr. 60).
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Zvolime-li libovolné druhou osu o; (musi byt oviem
kolma na smér posunutf), pak o; || 0; je od osy o0, vzdé-
lend proti sméru posunutf o vzdalenost rovnou poloving
velikosti posunuti.

T = 0,%0, = 0/%0;
PREIKLAD 2,18

Rozloite dané otofeni R = (8; + 90°) na dvé osové
soumdrnosti. Osa 0, ma prochizet danym bodem @ # 8.

Obr. 62

Osu o, zvolime tak, aby prochdzela bodem @ a bodem
8. Osa o, prochazi rovné% bodem S a musi svirat s oson

o, thel ¢ = + 9—20 = + 45° (od osy o, musime pfejit
k ose o, ,,proti otddeni hodinovych rudidek) (obr. 62).
PRIKLAD 2,19

Najdéte shodné zobrazeni P, které vznikne postupnym
sloZenim &tyt osovych soumérnosti O,, O,, O, O,. Osyo, a

0, jsou rovnobd%né, 0sy o0, a 0, riznobéiné (viz obrizek 63).

81



Misto konstrukce provedeme vypodet (pozor! skladéni
osovych soumérnost!{ nenf komutativni, ale je asocia-
tivnf).

P = (0, % 0,) x* (05% O,)
O, % 0,=T; 0,%0, =R
P=TxR

Translaci T rozloZime na osové soumérnosti Q) a O;.
Osu o; druhé soumérnosti volime tak, aby prochézela
prisedfkem os o; a o,

P - 0O %0, xR

Rotaci R rozloZime na dvé osové soumérnostiQya O;.
Osu o, zvolime tak, aby splynula s o;

P = (0;% 03) * (05 Oy)
P = 0% (0;%0y) x O,
0,=0; O0;%0;=J

P = 0; x J %0, = O;x 0,
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(identita je neutrélni prvek operace, miZeme ji vy-
nechat). :

Premfsténi P je sloZeno ze dvou osovych soumérnostf,
kde osy o;, 0, jsou riznobézné.

V nasem piipadé je P otodeni, jak ndm ukd’e kon-
strukce, kterou provedeme podle vypodtu (obr. 63).

Vysledné otodeni ma stfed @ a tGhel otodeni je ¢.

PRIKLAD 2,20

Vy#getiete jaké zobrazeni vznikne sloZenim péti rtz-
nych osovych soumérnosti: o,, 0, a 0, navzdjem rovno-
béiné, o, || 05 jsou k nim kolmé (obr. 64).

Vypodet provedeme jen struéné:
P - (0 k 0,) % Oy Xk (O, % Oy)
P ~ (O] % O}) x O, X O, % O,
0, = 04
P = 0, x (0; % Oy) % O, % O,
P - (O % O)) % O; = S % O

(A o5
24
02
—_———,— ] -
0" S
03= 0,
Obr. 84
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Vysledné zobrazenf je posunuté zrcadlenf, které se
skldd4 ze soumérnosti podle st¥tedu S a z 0sové soumér-
nosti O.

PRIKLAD 2,21

Vy3etiete zobrazeni, které vznikne sloZenfm koneé-
ného sudého podtu osovych soumsérnosti, jejichZ osy
jsou navzijem rizné.

P=0,%0,%0,%0;, % ... ¥ O,
Osové soumérnosti sdruzime do dvojio
P=(0, % 0,) X (0; %k O)) x (O % Q) ¥ ... ¥
% (Opy %k Op)

Osy jsou vesmés riizné a sloZzenim dvou osovych sou-
mérnostf s riznymi osami vznikne bud posunuti nebo
otodeni, podle vzajemné polohy os, napf.

P=R1*R2*T1*T2

Pfi dal§$im postupném sdrufovan{ sklididme tyto
moZné dvojice:

a)R, %k R, = P,
b) Rx T ~ P,
c)T¥ R =P,
d)T, x T, = P,

Vysetiime vysledné zobrazeni v jednotlivych pripa-
dech:

a) Py = R, % R, = (0, X O,) % (0, kx Oy) =
=01*(02*02)*Oa=01*03
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Osu o, soumérnosti O, volime tak, aby prochdzela
stfedy obou otodeni,
Zobrazent P, je otofent mebo posunutt, ve zvldfinim
pFipadé identita, jestliZe osy o, a o, splynou (obr. 65).
b)P, = R.T = (O, %k O,) % (0, x Q) =
=ol*(02*02)*03=01*03

03
9,

Obr. 65 Obr. 66

Osu 0, soumérnosti O ,jsme zvolili kolmo na smér posu-
nut{ tak, aby prochdzecla stiedem otodeni (obr. 66).
Zobrazent P, je otolent kolem stiedu () o thel ¢.

)P, =T % R= (0, x Q) % (O, %k O,) =
201*(02*02)*03201*03

Osu o, volime stejné jako v pfipadé b).

Zobrazent P, je posunutt nebo ofolent.

d) P, =T, % T, = (0, % O) %k (0 Xk O,)

Jsou-li osy o,, 0,, 05, 0, navzijem rovnobéiné, volime

0Pét02503&P4=01*(02*02)*04_—_01*04
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Osy o, a o, jsou rovnobézné a P, je posunuti nebo iden-
tita.

Nemaji-li T, a T, stejny nebo opaény smysl, pak osy
0, a 0, se protnou a sviraji stejny 1hel jako o, a o,.

P4=Ol*(o2*oa)*04=ol*R*04

Rotaci R rozloZime na dvé osové soumérnosti O; a Oy
tak, aby osa o; byla kolmé k ose o,, osa o3 je pak kolma
k o, (obr. 67).

P4:Ol*(Oé*oé)*odz(ol*oé)*
* (O:'x * O)) =S, x S

Stfedové soumérnosti S, a S, maji rizné stredy ota-
&eni. Zvolime osu o, ktera spojuje stfedy soumérnosti S,
a S, a obé stiedové soumérnosti rozlozime

P, =S8, %8,=(0; % 0) % (0O % Oy =
=0, % (0 x0) % O0,=0; %x O, =T.

Osy soumérnosti O; a O; jsou riizné rovnobézky.
Zobrazeni P,, P,, P,, P, jsou opét otodeni, posunuti
nebo identita.
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MiuZeme tedy znovu postupné sklidat a pii sklddani
nenastane Zadna jind moZnost kromé téch, které byly
probrany v piipadech a), b), ¢), d).

Konelény sudy podet osovych soumérnosti tak po-
stupné sniZujeme, aZ zistane jediné shodné zobrazeni,
kterym je bud posunuti nebo otodent nebo identita.

Podobné jako v piikladu 2,21, miZeme postupné
sklddat lichy podet osovych soumérnosti. Vysetieni
viech moznych pfipada by trvalo dlouho a zavér by byl
stejné jednoduchy jako v predchozim pripadé:

SloZenim koneéného lichého poltu osovych soumérnosti
vznikne bud osovd soumérnost mebo posunuté zrcadlent.

Ted uZ miZeme odpovédét na otazku, kterou jsme si
polozili, nez jsme podali fesit priklad 2,17:

Slofenim libovolného koneéného poltu osowjch soumér-
nostt dostaneme pouze tato shodna zobrazeni:

a) Identitu, posunuti nebo rotaci (pripadné jeji zvlastni
piipad — stfedovou soumérnost), je-li podet osovych
soumérnosti sudy,

b) osovou soumérnost nebo posunuté zrcadlent, je-li po-
éet osovych soumeérnosti lichy.

O mnoZindch shodnych zobrazeni v roviné plati tyto
véty:

a) MnoZina G vdech shodnosti v roviné je nekomutationi
grupou vzhledem k operaci skldddni. Neutrdlnim prvkem
operace je identita.

b) Mnofina G, vsech primijch shodnosti v roviné je neko-
mutativni grupou vzhledem k operaci skldddni. Neutrdlnim
prokem operace je identita.

¢) Mno#ina G, vech posunuti a identity je komulativni
grupou vzhledem k operaci skldddni.

vvs

Ovéiime, zda jsou pro vSechny uvedené mnoZiny
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splnény vlastnosti grupy vzhledem k operaci sklad4nf.

1. ad a) SloZenim shodnych zobrazen{ vznikne shodné
zobrazenf, tedy prvek z G.

ad b) SloZenim dvou pfimych shodnostf vznikne pfima
shodnost (prisvitka se neotadi), tedy prvek z G,.

ad c) SloZenim dvou posunuti vznikne posunuti nebo
identita.

2. Skladdni shodnych zobrazen{ je asociativni.

3. Neutrdlnim prvkem vSech tif grup je identita (je to
piimé shodnost).

4. Inverznim zobrazenfm ke kaZdému shodnému zob-
razenfi je zobrazeni stejného typu.

K otodeni kolem stredu je inverznfm prvkem otodeni
kolem téhoZz stfedu o thel stejné velikosti opadného
smyslu.

K translaci je inverznim prvkem translace téhoZ smé-
ru, ale opa¢ného smyslu a stejné velikosti.

Osovi a stfedovd soumérnost a identita jsou inverznf
k sobé:

Sl ) Q)
I
Swo

PRIKLAD 2,22

Najdéte mnoZinu M viech shodnych zobrazeni, které
reprodukuji dany rovnostranny trojihelnik, a dokaZte,
ze M je grupa vzhledem k operaci skladani.

Je celkem Sest shodnych zobrazeni, ktera reprodukuji
rovnostranny trojihelnik — je jich pravé tolik, kolik je
permutaci triprvkové mnoziny M’ = {4, B, C}, kde A,
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B, C jsou vrcholy trojihelnika. KaZdé4 z permutaci urdf
jedno pfemisténi roviny:

1. c=C!
A=A B=8'

2 (=8
-0,

A= A" B=cC!

3 CEAI

KA

A=C'  Bsp

4 |CEC

P. — A B O\ Rovnostranny troj-
1 = \4 B Cf ihelnfk se reprodu-
kuje identitou J

Obr. 68a

A C B) thelnik se reprodu-
kuje osovou soumer-
nosti O,

P. — {A BC { Rovnostranny troj-
, =

QObr. 68b

P, — {A B C\ Rovnostranny froj-
® = \C B A| thelnfk se reprodu-
kuje osovou soumér-
nosti O,

Obr. 68¢

~ \B A Cf thelnfk se reprodu-
kuje osovou soumér-
nosti O,

P {A B 0\ Rovnostranny troj-
=

Obr. 68d
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5. €8 p — {A B C’} Rovnostranny troj-
8 7 \C 4 Df thelnik se reprodu-
kuje oti¢enim R, se
sttedem T o 1hel

+ 120°
A=C' B=A’ Obr. 68e
6. CzA" p — A B O\ Rovnostranny troj-
¢ = |B C 4f dhelnik se reprodu-

kuje otafenim R, se
sttedem v T o 1hel
— 120°

A=p' B? C' Obr. 68f
Mnozina M ma Sest prvka M = {J, O,, O,, O,, R;, R,}.

Sestavime si tabulku sklddani shodnych zobrazenf
v mnoZiné M:

| 2%y |3¥] J ] o] o] 0| R | R,

J J o, 0,| o, | R, | R,

o, o, J R, R, 0, 0,

O, 02 R]_ J Rl Ol OI

O, o, R, R, J o, o,

RR|R | O | O | O | R | J

R| R | O | 0| 0 | J R,

Podle tabulky si ovéiime, zda mnoZina M mé viechny
vlastnosti grupy:
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1. Slozime-li dvé shodnd zobrazenf, ktera reprodukuji
rovnostranny trojtihelnik, dostaneme shodné zobrazeni,
které ho rovnéz reprodukuje.

2. Skladédni shodnych zobrazeni je v mnoZiné M aso-
ciativni.

3. Neutralnim prvkem operace v mnoZiné M je iden-
tita.

4. Ke kazdému shodnému zobrazeni, které reprodu-
kuje rovnostranny trojihelnik, existuje zobrazeni inverz-
ni, které ho rovnéZ reprodukuje.

5. Skliddni shodnych zobrazeni neni v mnoZiné M
komutativni.

MnoZina M vech shodnych zobrazent, které reprodukuji
rovnostranny trojihelnik, je nekomutativni grupou vici
operact skliddni.

PRIKLAD 2,23

Je dan étverec ABCD. Najdéte viechna shodna zobra-
zen{, ktera jej reprodukuji!

A=pB’ B=s(’
Obr. 69
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V mno#iné M = {4, B, C, D} existuje 4! = 24 permu-
taci. Snadno se vSak presvédéite, Ze pouze 8 z nich jsou
pfemisténi. ZapiSeme si je:

A BC D\ Identita
P, = {A BC D} J
P A B C D\ Osové soumérnost podle o
2 ™ \4 DC Bf Jhlopiitky AC 1
p. . [AB C D| Osovéd soumérnost podle o
*~ \C B A Df thlopiitky BD 2
_-P _ |A BC D\ Osové soumérnost podle o
¢ 7 \BADC| osystrany AB (CD) 3
P — A BC DY Osovéd soumérnost podle o
8 = \DC B Af osy strany AD (BC) ¢
p. — |4 BC D) Stfedové soumérnost podle s
¢ = |C D A Bf praseéiku uhlopfitek
p, — [4 BC Dy Otodeni kolem pruseéiku R
? =~ \D A BCf uhloptitek o ¢, = +90° 1
p. — |4 BC D) Ototeni kolem prisetiku R
¢ = \|BC D Af uhloptitek o ¢, = —90° 2

Ostatni permutace vrcholi &tverce nejsou premistd-
ni — snadno se presvédéimo. (Obr. 69).

ABCD
P={OABD}

Kdyby byla tato permutace shodnym zobrazenim
(pfemisténim), které reprodukuje étverec, zobrazila by se
napf. strana ADB &tverce do jeho uhlopiitky 4'B’ = CA
a to nenfi mozné, protoZe Ghlopiitka &étverce je delsf neZ
jeho strana (shodné zobrazeni zachoviwéd velikost Gse-
tek).
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Pifklad 2,22 miZeme jesté doplnit otdzkou, zda mno-
Zina vSech osmi shodnych zobrazeni, kterd reprodukuji
dtverec, je grupou vzhledem k operaci skladani. Sesta-
vime-li si tabulku podobné jako v pifkladé 2,21, uvidime,
Ze vSechny vlastnosti grupy jsou splnény a odpovéd je
kladna:

Mnokina vdech shodnych zobrazeni, kterd reprodukujé
tverec, je grupou vadi operaci skldddni.

Cvibent

1. Ze vdech permutaci mnoZiny M = {4, B, C, D, F, F},
jejiz prvky tvori vrehoTy pravidelného éestluhelmku, vyberte
ty, které dostaneme plemisténim roviny, v niz Sestitthelnik
lezi. Urdete, o které shodné zobrazeni se jednd, a rozhodnéte,
zda mnozina vSech shodnych zobrazeni, kterd reprodukuji
pravidelny Sestitdhelnik, tvofi grupu vzhledem k operaci sklé-
déni.

2, .0, a 0, jsou osové soumdrnosti s raznymi osami. Najd&te
osovou soumdrnost O (pokud existuje), tak, aby platilo:

0, % 0, = O % 0!

3. Je dédno pét osovych soumeérnosti, jejichz osy jsou na-
vzédjem rizné rovnobdzky. Najdéte zobrazeni, které vznikne
jejich postupnym sklddénim!

4.V roviné jsou dény dva rizné body A # B. Viechny
rotace, které zobrazi bod 4 do bodu 4’ = B, zobrazi bod B
do bodu B'. Najdéte geometrické misto viech takovych boda
BI .

Né.vod: Uvaite, Ze viechny takové rotace mizeme rozlozit
na dvé osové soumdrnosti; prvni z nich lze vidy volit tak, Ze
jeji osa splyne s osou usetky AB. Osa druhé soumérnosti musi
pek vidy prochdzet bodem B a bude platit, Zze BB’ = AB.
Nezapomente vyéetnt, zvldstni pfipady, kdy nevznikne rotace

— 0, || ot
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