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2. kapitola

AFINNI GEOMETRIE

Uvahy této kapitoly se budou opirat o euklidovsky
prostor E;, ptipadné o euklidovskou rovinu E,. Obsah
pojmu afinni geometrie jsme si ujasnili uz v 1. kapitole.
Budeme proto ,,ignorovat® tlohy, které se neobejdou
bez metrickych pojmi ,,vzdalenost dvou bodid* a ,,veli-
kost Ghlu“. Pfedmétem nadeho zdjmu bude tedy pouze
vzajemna poloha geometrickych objektd z hlediska
incidence, uspotddani a rovnobéznosti; v této souvislosti
mluvime také o geometrii polohy. Zpisob studia téchto
otdzek muzZe byt samozfejmé rizny, naSe metoda bude
zaloZena na vektorovém podtu; seznamen{ s vektorovym
podtem bude nas prvni tkol.

2.1 Pojem vektoru

Nejdilezitéjsim bodem tohoto odstavce je definice
2.4; pro nafie titely bude viak prospésné néazorn&jsi
hledisko.

Deflnice 2.1. Jsou-li A, B dva libovolné body prostoru
E;, pak uspofddanou dvo_jit_:.i (4, B) nazveme vdzanym
vektorem v E,; a oznadime AB. Bodu A4 tf.kz}me poédteéndt,
bodu B koncovj bod vazaného vektoru A B; je-li A = B,
pak vazany vektor AB = A4 nazveme nulovym véza-
nym vektorem v bodé 4, neni-li A = B, pak 4B je tzv.
nenulovy vazany vektor.
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Pro nizornost budeme nase tivahy doprovazet obriz-
ky. Nenulové vazané vektory znazornime useckou,
opatfenou Sipkou v koncovém bodé.

Definice 2.2. Jestlize 4 = C’, B = D’, pak pifeme
AB = CD a véazané vektory nazyvame totosngmi.

Definice 2.3. Necht 4B a CD jsou dva vézané vek-
tory v Ej; je-li moZno jedinym rovnob&inym posunutim
dosahnout, aby platilo AB = C'D’, kde C', D' jsou v da-
ném posunuti obrazy bodt C, D, pak fikame, Ze vazané
vektory AB a CD jsou ekvipolentni a piSeme AB ~CD
(obr. 10).

Obr. 10. Vézané vektory, ekvipolentni s vdzanym vektorem

Je dobré si hned uvédomit, Ze ve smyslu posledni
definice je kazdy vazany vektor, ktery je ekvipolentn{
s nulovym vazanym vektorem, rovnéz nulovy vazany
vektor.

Zavedené pojmy nam jiz dovoluji piikroédit k definici
vektoru.
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Definice 2.4. Necht 4B je libovolny vézany vektor
v E5; mnoZinu vlech vizanych vektori XY, pro které
plati XY ~ AB, nazyvame vektorem v E,.

Vektory budeme znadit malymi tudnymi pismeny
a, b apod.; oznadime-li vektor, zavedeny definici 2.4,
tteba W, pak vézany vektor AB byvi &asto nazyvin
reprezentantem nebo té% umisténim vektoru W. Rekne-
me-li ,,vektor W je umistén v bodé 4, bude to znamenat,
ze piisludny vazany vektor ma podateéni bod v bodé 4.

Vektor, ktery je reprezentovan vazanym vektorem 44,
budeme piirozené nazyvat nulovym vektorem a znadit
vidy ©. V literatufe byvaji nékdy vektory nazyviny
volnymi vektory. Zavedeni oznaceni budeme disledné
dodrzovat; definici 2.4 miZeme struéné psit ve tvaru

O ——

Vratme se jesté na chvili k obr. 10. Da se ukazat
(a z nazoru je to patrné), Ze reprezentantem vektoru u
miie byt kterykoliv vizany vektor XY ~ AB. Ze
zdkladnich vlastnosti rovnobéziného posunuti v E,
plyne, Ze pro vizané vektory plati:

1. AB~AB (vztah refléxivni),

9. AB~CD = CD ~ 4B (vztah symetrie),

3. (AB ~CD, CD ~ EF) = AB~EF
(vztah tranzitivnf).

To znamend, Ze ekvipolence vektora je ekvivalenci
ve smyslu odstavee 1.3. Mnoziny viech navzijem ekvi-
polentnich vazanych vektora tvoii proto disjunktni
rozklad. Libovolnou t#{du tohoto rozkladu (tj. vektor)
lze reprezentovat podle odst. 1.3 libovolnym prvkem.
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Pojem vektoru si pfiblizime na piipadu racionilniho
¢isla. Kazdy zlomek mnoziny

_ { 2 4 6 2000 }

15710715 75000
vyjadiuje totéZz racionalni é&islo. Protoze kazdy prvek
z M toto raciondlni &¢islo urduje jednoznaéné, da se ¥fci,
ze kazdy prvek z M je reprezentantem daného racional-
niho ¢isla. Je pritom lhostejné, ktery zlomek mnoziny M
za reprezentanta zvolime. Raciondlni é&islo je tedy
v jistém smyslu péknou analogii vektoru (volného),
kazdy zlomek z mnoziny M je pak analogii reprezentanta
vektoru.

Dale bude téelné zavést nékterd samoziejma oznadeni.
Piedpoklidejme, Ze W a V jsou dva nenulové vektory,
AB a CD jejich umf{sténi.

a) Rekneme, Ze vektory W a V jsou si rovny a piSeme
u =V, jestlize AB ~ CD.

b) Prohldsime, Ze nenulové vektory W a V¥ jsou rovno-
béZné a pileme W || Vv, je-li pfimka 4 B rovnobéina s pfim-
kou CD. Mohou zde oviem nastat dva ptipady. Vektory
U, V nazveme souhlasné rovnobdiné, jsou-li souhlasné

D ¢
B 8
D
A Jc A
Obr. 11a. Dva souhlasné Obr. 11b. Dva nesouhlasnd

rovnobdZné vektory. rovnobéiné vektory.
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rovnobézné polopiimky AB a CD (obr. 1la); jestlize
polopiimky AB, CD jsou nesouhlasné rovnobé&iné, pro-
hlasime totéz o vektorech u, ¥ (obr. 11b).

Poznamenejme na zivér, Ze rovnost a rovnob&inost
vektorti je nezavisld na vybéru reprezentanta; to si
&tenadt snadno promysli sim.

2.2. Soufadnice vektoru

Jak napovidd nézev odstavce, pFifadime kazdému
vektoru jistym zpisobem é&fsla, kterd nazveme soufad-
nicemi vektoru. PouzZit{ soufadnic ndm umoziuje pie-
vadét problémy geometrické na algebraické (tj. podetns),
vysledky algebraickych operaci pak interpretujeme geo-
metricky. Tomuto zpisobu studia geometrickych ob-
jekti a vztahi mezi nimi Ffkdme analytickd metoda
v geometrii.

Zavedeni soufadnic by se mohlo zd4it pred&asné, nebot
celou fadu problémut z afinnf geometrie lze Fedit vekto-
rové bez pouziti soufadnic. ReSeni kazdé dlohy bez
soufadnic za kaZdou cenu by oviem bylo prili§ samo-
udelné a ne vidy snadné; dtendt se viak brzy presvédéi,
Ze v n&kterych piipadech je to zpisob velmi elegantni
a efektivni, nebot ma jesté jednu dulezitou piednost —
je totiz pfedem jasné, ze dosaZeny vysledek nezdvisi na
volbé soustavy soufadnic. Odborné Fikame, Ze takova
vlastnost geometrického ttvaru je tnvariantni vidi
transformaci soufadnic. Budeme proto pouzivat obou
zminénych metod, vidy té, kterd se ukiZe v daném pii-
padé vhodné&;jsi.

Aby se ltenai mohl s plnym porozuménim vénovat
dalgfm ¥adktm, doporudujeme mu, aby se znovu vratil
k odstavci 1.5.
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Predpokladejme nyni, Ze v E, je déna libovolna
afinni soustava soufadnic {0, J,, J,, J4}; pro zadatek
stadi pledstava, Ze vychozi soustava soufadnic je
kartézska.

Necht AB je vazany vektor v E;, oznaéme 4 = [a,,
@z, a3], B = [by, b, bs] a vypotitejme tato tii &isla:

by—a,, by—a,, by—a,. (2.1)

Zvolme v E, dal¥i vézany vektor CD ~ A B, ozna¥me

zcela obdobné C' = [c,, ¢,, ¢y], D = [d,, d,, dy] a utvoi-
me o?ét ¢isla

dy— ¢, dy—0Cy, dy—Cy; (2.2)
ukiZeme, Ze plati rovnosti
by—a, =d,—¢,
by —ay, = dy —c,, (2.3)
by —ay = dy —c,.
Vime, Ze pro stted S = [s,, s,, 8;] n&jaké tsetky XY
plati

si=wi_;yis (i=1;2’3)'

Vazané vektory AB a CD jsou ekvipolentni, proto
tisetka AD ma nutné tyz stfed S jako tsedka BC;
mame tedy (obr. 12):

__bi+ci__ a; + d;

> S, (=123). (24

Si

Rovnost \(2.4) pfedstavuje t¥i rovnosti mezi soufadnice-
mi se stejnym indexem, a plyne z ni, Ze

bi—ai=di—ci; (’l« = 1, 2, 3). (2.5)
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Rovnosti (2.5) jsou v8ak jen struéné&jdim zdpisem rov-
nosti (2.3).

A nynf obriacené: Pfedpokladejme, Ze pro dva vazané
vektory AB a CD plati rovnosti (2.3); pak oviem platf
i rovnost (2.4) a tisedky AD, BC maji tyz stfed. Tim je
dokazano:

a) by

Obr. 12. Dva ekvipolentni vdzané vektory.

Véta 2.1. Dva vdzané vektory AB a CD jsou ekvipo-
lentni prdvé tehdy, jestlize plati rovnosti (2.3).

Uvedend v8ta mé pro nas zasadni dulezitost, nebof
nam umoziiuje zavést soufadnice vektoru. Vektor w,
jak vime, je mnoZina vSech navzajem ekvipolentnich
vazanych vektord. Tyto vazané vektory maji vSechny
spole¢nou vlastnost; kazdému z nich lze totiz pfifadit
tfi pevna ¢isla a tato uspofddana trojice je stejna p¥i
kazdém umisténi vektoru u. Ma proto smysl Fei:

Definice 2.5. Je-li vizany vektor 4B umisténim vek-
toru W, pak &isla

uy =b—a;, uy=by—a,, u;="b—a, (2.6)

nazyvame souradnicem: vektoru W a piSeme
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u = (uh uz, '”'a) ’ (27)
nebo také
u=B—4. (2.8)

Soufadnice vektoru budeme psit v oblych zdvorkich,
abychom i formaln& odligili vektory a body, u nichz
pouzivame zavorek hranatych.

Ctenati je jistd zndmo, Ze ka?dému bodu v prostoru
E, lze pfifadit jedinou uspofddanou trojici éisel a kazda
uspofddand trojice ¢&isel ndm urduje jediny bod v E,.
Stejnou otdzku si musime pfirozené polozit i v piipadé
daného vektoru W = (u,, 4y, 43). Ze ka?dému vektoru
lze piifadit jedinou trojici &fsel, bylo jiz feéeno; nyni
tedy obracené: je-li dana trojice &fsel u,, u,, %, v uvede-
ném poradi, pak existuje jediny bod U = [u,, u,, 4,]
a vézany vektor ou je zfejmé umisténim vektoru W =
= U — 0. Vektor u tedy existuje, a to jediny podle
véty 2.1. Ctendf si jist® snadno dokaZe, Ze viechny sou-
fadnice nulového vektoru jsou rovny nule.

Dale si ¢tenaf snadno dokaze, Ze rovnost dvou vektora
nastavé pravé tehdy, jestlize jsou si rovny odpovidajict
soufadnice obou vektori. Tento fakt miZeme téZ zapsat
timto zplisobem:

U=Veuyu=v(¢t=1223).

Viimnéme si jeSté jednou .rozdflu v oznadeni AB,
B — A; prvé znamena vazany vektor, druhé vektor,
jehoZ umisténim je AB. Tedy kaidymi dvdma body
A, B je urten jednoznaénd vektor B—A4. Dohodneme se,
Ze tento vektor budeme nazyvat rozdilem bodid B, 4.
Touto imluvou jsme tedy zavedli operaci, rozdil dvou
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bodu; vysledkem této operace je vektor. Heslovitg,
i kdyZ méné piesné, mazeme téz Fici: ,,Bod minus bod
rovna se vektor.” DilleZité pro praktické vypodty je, Ze
pro vektor B— A plati B— A = (b, —a,, by — a,,
by —a,), o temZ se snadno piesvédéite na zakladé
(2.6) a (2.8).
Rovnost U = B — A4 je tedy ekvivalentni se sousta-
vou rovnosti
% =b —a,
u, = b, — a,, ‘ (2.10)
Uy = by — ay;
rovnice W = B— 4 znamens proto formalni zapis tif

rovnic (v soufadnicich). Podobné mazZeme zapsat ostatné
také stfed usetky AB

A+ B
2

S = - (2.11)

Ctendf se jisté pt4, zda zavedeme obecnd také soudet
dvou bodd. K této otdzce se jesté vratime, fekn&me si
v8ak jiz nyni, Ze pojem soudet dvou bodi nemé pro stu-
dium geometrickych dtvard vyznam, i kdyz (2.11) ku-
podivu smysl mé, o tom v8ak pozdéji.

2.3. Soulet bodu a vektoru

Nic ndm nebrani, abychom rovnosti (2.10) psali ve
tvaru a; + u; = b (¢ = 1,2,3). To je oviem stejné,
jako kdyZz ekvivalentnf rovnost (2.8) pifeme ve forms

A+ u=B; (2.12)

rovnost (2.12) nam ¥fkd: Jestlize k soufadnicim bodu 4
ptiéteme odpovidajici soufadnice vektoru W, obdriime
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soufadnice bodu B. Heslovité také fikime, Ze bod plus
vektor dava bod. Pfipomenme si, Ze AB je umisténim
vektoru W. Jsme tedy vedeni k této definici:

Definice 2.6. Umistéme podateéni bod néjakého vek-
toru W do bodu A4 a koncovy bod takto umisténého vek-
toru oznaéme B; bod B pak nazveme souftem bodu 4

s vektorem W a pifeme (2.12).
I kdyZ nejde o sloZity pojem, ilustrativni piiklad nim
jist®é neublizi.

Piiklad 2.1. Je ddn bod M = [3, 1, 3] a vektor ¥ =
= (1, 5, 2). Sestrojte bod N = M + V¥ a nakreslete

piisludny obrazek.

Refeni. Plati: N =M + v =1[3,1,3]+ (1,5,2) =
= [4, 6, 5]; konstrukce je na obr. 13.

XJ.LS
\\\\
=3 N
\\\
13 \\\ =
=(4,65]
/12
[ L ] -~ V=[152]
M=L34314-17 4!
o7 s lils o
A %
2 /’ yd \\\ //
/// N // ]
3/ _ | o \\\ 7
bl TTTTmmms 7
<

Obr. 13. Graficky soudet [3, 1, 3] + (1, 5, 2).
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2.4. Soudet vektori

Definice 2.7. M&jme dva libovolné vektory w, Vv

a necht 4B je n&jaké umisténi vektoru W; vektor v
umistime do bodu B, koncovy bod ozna&ime C. Déle

ozna¢me W vektor, jehoZ umisténim je AC (obr. 14).

Obr. 14. Souget dvou vektora.

Vektor W nazyvame souctem vektori W, V a pfSeme
W=u-41v, (2.13)
Z uvedené definice pfi zachovan{ zavedenych oznadenf
Plyne, Ze
W=C—A4=(,—a,,c—ayc;—ay),

neboli
W= (c,—b, + b —a,, c;—b, + by—a,,
€3 — by + by —ay) ;

potom viak plati
W = <u1+”1’uz+”z>us+”a)-
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ciativhfho vztahu je moznost vypuSténi zavorek pki
souétu vektorti; budeme proto psat struéné T — uw +
+ v 4+ W atp. (Dikazovou cestou pro v&tsi podet sdi-
tanci by zde byla matematickd indukce.) Na obr. 15 je
znazornén soudet vektori a + b + € + d + e; vysled-
ny vektor (silné vytaZeny) je jednoznaéné stanoven, af
provedeme uzavorkovani jakkoliv.

Obr. 15. Graficky souteta + b 4+ ¢ + d + e.

o 3) Dikaz je zfejmy:
u+ 0= (u,u,u) + (0,0,0) =u.

&) K danému vektoru u hledame takovy vektor X,
aby platilo
U+ X=0;

tato rovnice rozepsana po slozkidch (tj. soufadnicich)
viak plati prdvé tehdy, jestlize X = (—u,, —u,, —u,).
Ozna¢me X = —W a dikaz je ukonden. Dodejme pouze,
Ze vektor —W nazyvame opaénym vektorem k vektoru
u; jestlize AB je umist&nim vektoru W, pak zfejmé BA
je umisténim vektoru —u (obr. 16).

Jotim —
e m———————

Obr. 16. Vektory opaé&né.
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Na zivér uvedme dilezitou rovnost
A+u)y+v=44+(utv),

Iterou si étenaf snadno odvodi sam.

2.5. Soulin vektoru s readlnym &islem

Definice 2.8. Necht je AB umisténim vektoru u a A
redlné ¢islo. Jestlize 4 = 0 nebo w = ©, pak soudinem
AW rozumime nulowy vektor ©; je-li 1 #0 i w0,
sestrojime na pfimce AB bod o, tak, aby pro useéky
AB, AC platil vztah

— |A| 4B, (2.15)

pfitemz pro A > 0 naneseme bod C na polopfimku 4B,
pro A < 0 na polopfimku k ni opaénou, a souéinem At

rozumime pak vektor, ktery ma umisténi AC (obr. 17).

b)
Obr. 17. Vektor Aua)l = 3;b) 1 = —

POZNAMEKA 2.1. Na zadatku kapitoly jsme fekli, Ze
»zapomeneme'‘ na slovo vzdalenost. Rozsah nasf knfzky
nedovoluje zachazet do detaili, konstatujme vSak aspon,
e konstrukee bodu C v definici 2.8 je nezavisla na volbé
vychozi jednotkové tsetky na piimce AB, zistavime
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Dokézali jsme tedy:

Véta 2.2, Jsou-li w, ¥ dva libovolné vektory v E,, pak
plati
W4 V= (u + v, % + Vs, %y + ). (2.14)

Soudtem vektoru je tedy opét vektor, jehoZ soutadnice
uréime podle (2.14). V definici souétu dvou vektori hral
zdanlivé dilezitou roli bod A4, do néhoz jsme umistili
vektor W, z véty 2.2 viak mimo jiné plyne, Ze na volbé
bodu 4 vubec nezalezi; jeho soufadnice se v (2.14) totiz
neobjevuji.

Pro soudet vektort si nynf odvodime &ty¥i dileZité
véty.

Viéta 2.3. Necht w, v, W jsou t¥i libovolné vektory
v Ey. Pak plati

g)yu+v=v+u (vztah komutativni),

o) (W4 V) + W=u-+ (V+ W) (vztah asociativni),

) U+ o0=u.

o) Ke kaZdému vektoru W existuje vektor —W tak, Ze plati
u+t+(—u)=eo.

Dikaz. o,) Komutativn{ vztah plati, jak vime, pro
soulet reilnych d&isel; miZeme tedy psit W+ v =
= (U + V1, Ug+ Vg, Us+ Vy) = (v + Uy, U + Uy,
vy + u;) = V -+ W, Dikaz lze oviem vést také bez sou-
fadnic, podkladem tohoto postupu jsou znamé vlastnosti
rovnob&znika, nevyhoda spodiva v tom, Ze je tfeba uva-
Zit zvlastni pifpady u||v atp.

&;) Asociativni vztah plati pro reilns disla, stadéf
tedy od vektorh prejit k soufadnicim podle (2.14) a mdme
poZzadovanou rovnost &/, pro vektory. Dusledkem aso-
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tedy stdle na pidé afinni geometrie. Ostatné konstrukei
bodu C lze provést také tim zpilisobem, Ze na piimce
AB sestrojime bod C tak, aby pro délici pomér. (C’BA)
platilo (CBA) = A. Snadno se také presvédiite, ze defi-
nice je nezdvisla na umisténi vektoru .

V odstavei 2.1 jsme definovali rovnobéznost vektoru.
Jestlize AB, AC jsou umisténi vektori W, ¥ a body
A, B, C leii na jedné piimce, pak u|V; na obr. 18a je
zakreslen ptipad vektori souhlasné rovnobéZnych, na
obr. 18b pak piipad vektori nesouhlasné rovnobéznych.
Snadno si ov&fime, Ze plati:

.8

Obr. 18a. Obr. 18b.
Vektor v = uu, u > 0. Vektor v = va, v < 0.

Vita 2.4. Dva nenulové vektory W, V jsou souhlasné
rovnobéiné prdvé tehdy, jestlife v = pW a u > 0, nesou-
hlasné rovnobéiné pak prdvé tehdy, jestliZe ¥ =ru
av <0

Véta 2.5, Budif @ = (u,, u,, u;) libovolny vektor a 4
rediné &islo. Pak plati

Al = (Auy, Au,, Au,) . (2.186)

Dikaz véty 2.4 je snadny, na to stadi ¢tenaf sim;
solidni provedeni diikazu véty 2.5 se opird o iadu vét ze
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stereometrie a z hlediska cile této knizky se spokojime
8 tim, Ze uvedend véta plati.

Ptiklad 2.2. Dokazte, ze vektory

a) w = (2,3, —5), ¥ = (6,9, —15) jsou souhlasné rov-
nobd&iné,

b)u = (—1, 0, 5), v = (10, 0, —50) jsou nesouhlasné

rovnobéiné,

c)u=(l,2,3),v=(5 10, —6) nejsou rovnob&zné.

Redeni. Podle vét 2.4 a 2.5 mime:

a) V=_uW u=3;b) v=yu v =—10; ¢) neexistuje
pevné realné ¢islo A tak, aby platilo w = Av.

Zavedme nyni daldi dilezity pojem.

Definice 2.9. Je-li jeden vektor nasobkem jiného vek-
toru, potom ifkame, Ze tyto vektory jsou kolinedrni
nebo také linedrné zdvislé.

Posledni definice — jako ostatné kaida definice —
zavadi novy pojem. VSimnéme si tentokrat pozornéji,
jaky je jeji obsah: Nulovy vektor © je jisté kolinedrnf
s kazdym vektorem, nebot pro libovolny vektor u plati
rovnost 0.u = @; jsou-li vektory W, Vv oba nenulové
a kolinedrni, pak existuje 4 = 0 tak, Ze v = Au, pfi-
padné u = A-'v. Vektory U, v jsou tedy rovnobézné.
Miuizeme proto fici: Dva vektory jsou kolinedrni prdvé
tehdy, lze-li je umistit na jedné primce (linea je latinsky
nazev pro piimku). To nam dovoluje snadné feSeni
ulohy.
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Priklad 2.3. Dokazte, Ze body 4 =[1,0,2], B =
= [3, 2, 4], C = [6, 5, T] lezi na jedné piimce.

Reseni: Body 4, B, C lei na jedné ptimce, lezi-li na
téze piimce vazané vektory 4B, AC, coz znameni, Ze
vektory B— 4 a C — A jsou kolinedrni; to je viak
splnéno, nebot € — A4 = 2,5 (B — 4), jak se lze snadno
presvéddit. Misto vektori B— 4 a C — A jsme mohli
ovSem vzit dvojice vektorit B-— A, C — Bnebo C — A,
C — B.

Pro soudin &sla s vektorem plati étyfi vyznamné
vztahy:

Véta 2.6. Necht «, B jsou dvé Ubovolnd redind Eisla
a W, V dva néjaké vektory. Pak platt :

%,) lLu=u,
4)  «(pw) = («h)w,
%,) (a + flu = alt + fu, } (vztahy
#) a(w 4 V) = all 4 aV . | distributivoni)

Dikaz. #,) 1.4 = 1(u,, u,, uy) = W.

Zy) «(pu8) = alfu,, fus, fus) = («f) W .

Postup pro %,) a %,) je zcela obdobny, pfenechdme
jej proto &tenafi.

POZNAMEA 2.2. Prozradime pfedem, Ze &/, — 7,
%, — B, ném poslouii v posledni kapitole k vybudovani
afinniho prostoru. Za zminku stoji, Ze ve vété 2.6 nenf

uvedena tato snadno dokazatelna vlastnost: —1.u =
= —uW. Z axiomatického hlediska by totiz byla pte-
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byteéné, nebot by predstavovala axiom odvoditelny ze
vztaht o, — o, B, — B,.

2.6. Pfimka

Uvazujme mnoZinu viech bodd X, které vyhovuji
rovnici

X=A4+ au, (2.17)

v niz a probihd mnozinu v8ech redlnych é&fsel. UkazZeme
8i, Ze rovnici (2.17) je popsana piimka, ktera prochazi
bodem A. Vektor u je tzv. smérovy vektor této ptimky
(obr. 19). Prava strana rovnice (2.17) nen{ totiz nic jiné-
ho, nez soudet bodu A s vektorem aM (srv. odst. 2.3).

u _
AT X P
X-A=au

Obr. 19. K vektorové rovnici pfimky.

Mysleme si, Ze viechny vektory aw jsou umistény v bods
A. Jestlize pfi umisténi vektoru @ do bodu A (poditedni
bod) oznadime jeho koncovy bod B, pak pro « =0
probihd bod X polopfimku 4B, pro a < 0 polopfimku
opadnou k polopiimce AB (srv. definici pro nasobent
vektoru s &¢islem v odst. 2.5). Bod X leZi tedy pro libo-
volné a-€ (—oo, oo) na piimce AB; zvolime-li obricend
bod X, ktery lezf na pfimce A.B, pak z vlastnosti realnych
tisel plyne, Ze existuje néjaké a € (—oo, oo) tak, Ze
plati X — 4 = aw ¢ili Ze plati (2.17). Rovnici (2.17)
Fikame vektorova rovnice pfimky. Pfipominidme znovu,
Ze (2.17) jsou vlastné tfi rovnice mezi soutadnicemi.

Pro lepsi pochopeni vyfeSime dva jednoduché p¥i-
klady.
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Piiklad 2.4. Je dana pfimka AB, 4 =[4,3,1], B =
= [17, 4, 2]. Uréete soufadnice priseliku P pfimky AB
8 pudorysnou (tj. se soufadnicovou rovinou uréenou
osami z,, x,).

Reteni. Body 4, B je urfen smérovy vektor nad{
piimky w = B— 4 = (3, 1, 1). Bod P piimky AB vy-
hovuje dle (2.17) rovnici

P=1[4,31]+ «(3,1,1),

coZ rozepsino po slozkich vede na tfi rovnice

py =4+ 3a,
p2=3+a’
0=1+a;

tieti soufadnice bodu P je rovna nule, nebof tuto vlast-
nost mé kazdy bod ptdorysny. Z poslednf rovnice tedy
mame, 7e a = —1 a dosadime-li za « do zbyvajicich
dvou, pak P =[1, 2, 0].

Dalsi piiklad se bude tykat pfimek, které lezi v jedné
roviné. MiZeme si docela dobfe piedstavovat, Ze danou
rovinou je soufadnicové rovina (x,, x,). Pak oviem je
tfeti soufadnice kazdého bodu nula a v disledku toho
m4 stejnou vlastnost talké kaidy vektor. Nic se tedy ne-
stane, budeme-li ji vynechivat, body i vektory budou
popsiny dvéma &isly, coz je piipad euklidovské roviny

20

PozNAMEA 2.3. Jiny, dost nevyhodny postup, by

spotival v tom, Ze bychom v3echny ivahy z E; zopakova-

li pro E;. To by nebylo rozhodné @éelné. Ani nale zamé&-
feni na Ey neni z obecného pohledu nejvhodnéjsi, ma
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viak svij metodicky vyznam. Elegantni pfistup vyché-
zi z tzv. n-rozmérného euklidovského prostoru E, a E,
¢i E; se pak objevi jako specidlni piipady. Vice si o tom
povime v kapitole 4.

Piiklad 2.5. Urdete pruseéik P ptimek AB a OD;
A =1[50],B=[92],C=]I[4, —4] D =12, 2].

Reseni: Podle (2.17) mazeme bod P zapsat ve tvaru
P=A4+4 «(B— A) nebo P =C + 8D —C). Z rov-
nosti levych stran plyne rovnost pravych stran rovnic,
tedy

A+ a(B—A)=C+p(D—0C).

Po tpravé pak dostaneme
a(B—A)y+4+ pC—D)y=C—4

a po prechodu k soufadnicim ziskdme soustavu rovnic

doa + 26 = —
2a — 68 = —4,
A y 1 1 ,
z nichz plyne, Ze a = — 5 B = 5 - Dosazenim za «

do vychozf rovnice zjistime, ze P = [5, 0] —L (4,2) =

= [3, —1]. Kontrolu spravnosti maZeme provést dosa,ze-
nim za g do rovnice P = C + (D — C).

Rovnici (2.17) miZeme zajisté psit ve tvaru -
X =A+ «B—4), (2.18)

kde A B jsou urdujici body pfimky. Jestlize rovnici
(2.18) rozepiseme po soufadnicich, dostaneme
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z, =0, + a(b, —ay),
z, = @y + a(by —a,), (2.19)
Ty = a3 + a(by —ay) .

Soustavé (2.19) fikame parametrické rovnice pf{mky.
-Ze soustavy (2.19) vytéziime jeden zavér, a to, Ze rovnici
(2.18) mizeme psat ve tvaru

X =4+ aB—ad,
neboli
X=(1—a)d + aB; (2.20)

rovnice (2.20) po rozepsani do soufadnic ma smysl.
A nynf pozor! Zminili jsme se ke konci odst. 2.2, Ze
nema vyznam s$ftani bodd (rozuméj po soufadnicich).
Af bychom totiZ vysledek interpretovali jako vektor &i
bod, ukazuje se, Ze tento vysledek zavisi vidy na volb&
soustavy soufadnic. Séitani v rovnici (2.20) viak smysl
.ma, nebot se da ihned pfevést na soudet bodu a vektoru
a tato operace, jak vime, na zvolené soustavé soufadnic
nezdvisi. Pamatujme si tedy: Operace (2.20) nezavisi
na tom, v jaké soustavé soufadnic pracujeme, pokud
soudet koeficienti_u bodi 4, B je roven 1. Jde oviem
o disledek vty daleko obecngjsi.*)

Véta 2.7. Budif k libovolné prirozené Cislo; zvolme
k+1 bodte Ay, Ay, ..., Ap, A3y a k+ 1 &isel a,
Ay, ..., Ax, aryy tak, aby jejich soulet byl roven 1. Potom
bod X, o néms plati

X = a1A1 + azAz + s + apdi 4 ak+1Ak+1 s (2:21)

je stanoven jednoznaciné mezdvisle na volbé soustavy sou-
fadwic.

*) CtendF se k nf miZe vrétit pozddji. -
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Dikaz. Bylo jiz nékolikrat fedeno, Ze operace souétu
bodu s vektorem na soustavé soufadnic nezavisi. Stadf
tedy ukazat, Ze (2.21) miZeme zapsat jako soudet bodu
a vektoru; to je v8ak snadné, nebot je ay,, = 1 — a; —
— @y — ... — ay, COZ po dosazenl do (2.21) a formaln{
upra,vé pi"eva.dl (2.21) na tvar

X = Ak+1 + 0‘1(1‘11 - Ak+1) + “2(1‘12 - Ak+1) +

+ .« e + ak(Ak —Ak+1) .
Tim je véta dokazana.

Jistou analogif véty 2.7 je véta nasledujici:

Véta 2.7a. Budiz k libovolné piirozené &islo; zvolme
k4 1bodes Ay, Ay, ..., Ay, Ay, a k+ 1 Esel B, B,
vy Brs Pryy tak, aby jejich soulet byl roven 0. Potom
vektor W definovany

u=7p54,+ A, + ... + pedi + Prrdrn  (2.21a)
je stanoven jednoznaéné nezdvisle na volbé soustavy sou-
fadwnic.

Dukaz. Rovnost (2.21a) mé po rozepsani do soufad-
nic zajisté smysl. Je tedy touto rovnosti v dané soustavé
soufadnic vektor W stanoven jednoznatné. Abychom
viak ukazali, Ze jeho konstrukce nezivisi na volbs
soustavy soufadnic, stadi ukazat, Ze W je linedrnf kom-
binaci néjakych vektord, a tedy vektor. To je vSak
snadné, nebot plati: g,y = —f, —fPs— ... — B po
dosazeni do (2.21a) a formalni dpravé dostaneme:

u= ﬂl(Al - Ak+1) + .Bz(Az - Ak+1) +
4ot B Ae— Aiyy)

Tim je dikaz uzavien.
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Na zaklad® véty 2.7 a 2.7a budeme zipisi (2.21)
a (2.21a) uzivat pfi FeSeni nékterych tloh v této i nasle-
dujici kapitole. Ctenal si muzZe poloZit otazku, proé¢ se
nedrzime disledné vektorového zipisu. Duvod je viak
nasnadé, nebot zapisy (2.21) a (2.21a) vedou ke znaéné-
mu zjednoduleni [srv. tteba zdpisy (2.22), (2.23) aj.].
Upustime od dalsich podrobnosti. Ctenaf si muze v kaz-
dém piiklads, kde bude téchto zdpisi uzito, vidycky
ovéfit, Ze k témuz vysledku dospéje pomoci zdpisu
striktné vektorového, resp. po soufadnicich.

V odstavei 2.2 jsme se také trochu pozastavili nad
tim, Ze stfed usetky A.B miiZeme psat ve tvaru (2.11).

To je viak v souhlase s vétou 2.7, nebof S = %A +
+ %B, soufet koeficienti je tedy 1. Vzorec (2.11)
snadno uvedemes na tvar S =4 + %(B—A) nebo

S =B+ %(A — B) (obr. 20). Bod § d&li dsetku
AB v poméru 1 : 1.
3(8-A)  F4-8)
A S B
Obr. 20. Stfed dsedky AB.

2.7. Nékteré iilohy o trojihelniku a &tyFstdnn

Véta 2.8. T'éinice trojuhelntka se protinaji v jediném
bodé, ktery nazgvdme teZistém ; 1eZisté déli kaZdou téinici
v poméru 1 : 2 (pobitdno od strany trojihelntka).
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Dikaz. Obsah v&ty zni &tendf velmi dobie, nim
jde pouze o dukaz pomoci vektort. UZijme oznaden{
podle obr. 21 a zvolme na tiseéce AA’ bod T tak, aby bylo

AT : TA = 1:2; to znamend, Ze plati rovnost

1 .
T—A = —3-(A — A’), kterou miZeme psat ve tvaru

T=£+%M—EL

Dosadime-li sem za A’ = 8 ;— ¢ , mame
T=%M+B+®. (2.22)

L
A c
Obr. 21. Té&zist8 trojuhelnika.

Pfejdeme-li k t&znici BB’ a uréime bod U, o némz
plati B’U : BU =1 : 2, dostaneme U ve tvaru (2.22),
tedy T' = U. Tento vypodet je viak zbyteény. Zaméni-
me-li totiz cyklicky pofadi vrchola 4 - B, B —» C,
C — A, neméni se bod (2.22). Dal3i cyklickda permutace
B—C,C—> A4, A - B vede k témuz zivéru, bod T je
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tedy spolednym bodem viech ti t&inic a z jeho kon-
strukce plyne i druhé tvrzeni nasi véty.

Vita 2.9. T'éinice Etyrsténu se protinaji v jediném bodé,
kterému Fikdme tEZidté; toto téZisté delt kaZdow téfnici
v poméru 1 : 3 (politdno od stény Etyfsténu ).

Dukaz. Téinici étyfsténu nazyvime wseéku, ktera
spojuje vrchol ¢&tyisténu s téZistém protéjsi stény.

Obr. 22. Tézisté &tyksténu.

Uvazujme &tyfstén ABCD (obr. 22). Téziité trojihel-
nika ABC oznadme D’ a zvolme na tuseéce DD’ bod T
tak, aby bylo D'T : DT = 1 : 3. Formalné jde o stejny
postup jako v dikazu véty 2.8, muzeme byt proto

strudnéjsi; zfejmé T' = D’ —% (D — D’) a po dosazeni
za D’ podle (2.22) dava kratky vypocet tento vysledek:

T=(4+B+C+D). (2.23)
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Vysledny bod (2.23) se neméni cyklickou permutaci
vrcholi étyfsténu a je proto spoleénym bodem vsech
téznic; volba bodu T potvrzuje i druhou d&ast véty.

Véta 2.10. Téziste Ctyrsténu je stfedem dselky, kierd
spojuje stiedy dvou protilehlyjch hran &tyFsténu.

Dikagz. Protilehlymi nazyvime kazdou dvojici mi-
mobé&znych hran. Zustaneme-li u obr. 22, pak tuto

vlastnost maji hrany 4D, BC, jejich stf‘edy oznadme
po fadé @, R. Vypaditejme stted use(‘,ky QR, ktery do-

tasné oznadime S. Jelikoz @ =?(A + D), R =

—%(B 4+ C), pak nutné s ohledem na (2.23) plati:
S=%M+B+C+M=

Piiklad 2.6. V trojihelnfku 4BC jsou vrcholy 4, B
pevné, bod C probihd né&jakou pi#mku c. Co opisuje
t&zisté T trojuhelnik® ABC'?

Reseni. Je-li w smérovy vektor piimky c, M jejf -
libovolny bod, pak miZeme C vyjadtit takto: C =

— M + au. Jelikoz T — % (4 + B + 0), dosadfme-li
sem za C, miame: T = %(A + B + M + au), neboli
T = %(A + B+ M)+ —%—a u. Poslednf rovnice nam

dava odpoveéd. TéZisté T wuvaZovanych trojihelniki
vyplni pfimku rovnobéinou s pfimkou c. V obecném

50



pipadg jsou pfimky ¢, AB mimob&Zné, tedy také pHm-
ka, kterou vytvoii t8zisté, je mimob&zin4 s pfimkou 4B.
Doporudujeme uvazit vSechny planimetrické piipady
(obr. 23).

Obr. 23. K ptikladu 2.6.

P¥iklad 2.7. Urdete vrcholy trojuhelnfka ABC, jsou-li
dany sttedy 4’, B’, C' jeho stran (obr. 24).

Obr. 24. K piikladu 2.7.

Reseni: Pro sttedy A’, B’ mame
4= (B+0),

B =2 (C+4).
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Odtud ihned plyne, ze B'— A’ =—;—(A—B); jsou
tedy usedky A'B’, AB vzajemn& rovnobézné. Cyklickd
zaména bodu 4’, B’, " ma za nasledek, ze také B'C’ ||
| BC a A'C’" || AC. Mimochodem jsme také dokazali, Ze
stfedni pfiéky v trojihelniku jsou rovnob&zné se stra-
nami. Sami si snadno zdidvodnite, Ze plati

A=0C + (B —4),
B=A 4+ (C'—B),
C =B 4+ (4 —0C).

2.8. Stejnolehlost

Nepochybujeme o tom, 7e znite pojem stejnolehlosti
v roviné E,. Nam zde ptjde o stejnolehlost v prostoru
E,. Jak dinnym se zde ukizZe pouziti vektort, posoudite
sami.

Definice 2.10. Budiz a nenulové reilné ¢islo a S,
néjaky bod v prostoru E,. Pfedpis, ktery kazdému
X, ek, plitazuje bod X, eE, tak, Ze plati

Xz—Sm = “(Xl_Slz) ’ (2.24)

se nazyva stejnolehlost nebo také homotetie; bod S, se
nazyva stied, &islo a koeficient stejnolehlosti. Definovanou
stejnolehlost budeme oznadovat H,,(S;;, a). Rovnici
(2.24) tikame vektorovd rovnice stejnolehlosti.

Zkoumejme, co vznikne sloZenim dvou stejnolehlosti
H,5(812, a), Hyy(Sss, f). Reknéme to trochu podrobnéji.
Stejnolehlost H,, pfifazuje bodu X, bod X,, ve stejno-
lehlosti H,, odpovidad pak bodu X, bod X,. SloZenim
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obou stejnolehlost{ H,,, H,; rozumime zobrazeni G,
v ném?% kazdému bodu X, odpovidd bod X ;. Vnucuje se
jisté otazka: Je Gy, také stejnolehlost ¢ Pokusme se na ni
odpovédét.

ZapiSme vektorové rovnice obou stejnolehlosti:

Hy: (X, —85) = o(X, — 841, (2.24)
Hy: (X3 — 8y3) = (X, — 8,) - (2.25)

Rovnici (2.25) miZeme psat ve tvaru

(Xa - Sza) = ﬂ(Xz - Sn) + 13(812 - Sza) s
a dosadime-li sem z (2.24), mdme
(Xa — 8a) = “ﬂ(Xl — S5) + ﬂ(Sm — S,5) - (2.26)

Rovnice (2.26) je vektorova rovnice zobrazeni G,,:
jaké je to zobrazeni, o tom ndm vice feknou samodruzné
body. Takovy samodruzny bod S = 8, = §; by musel
vyhovovat rovnici (2.26), muselo by tedy byt

(8 — 843) = af(S — 8y2) + A(S12 — Sea) , (2.27)
coZz mizeme psat takto:
(8 — 819) + (812 — 825) = aB(S — 8y) + B(S12— Sas)-
Odtud koneéné plyne, zZe
(1 —ap) (8§ —8s5) = (B—1) (S — Sys) - (2-28)

Provedme diskusi rovnice (2.28).
A. Je-li af # 1, miZeme z (2.28) bod S jednozna&nd
urdit. Plati

§ =St Gu—8w.  (229)
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Vratme se nynf k rovnici (2.26), kterou lze psat ve
" tvaru

(Xs _‘S) + (S‘— Sza) =
= aff(X; — 8) + af(S — Sy2) + B(S12 — S2s) -
Dosadime-li sem z (2.27), pak
X,—8 = aﬁ(Xl—S)_ (2.30)

a zobrazeni G,; je stejnolehlosti H,4(S, af); to ndm tka
vektorové rovnice (2.30) (obr. 25).

Obr. 25. SloZzeni dvou stejnolehlosti v obecném pi{pads.

B. JestliZe aff = 1 a soudasné S,, = S,4, pak rovnice
(2.28) je identicky splnéna pro kazdé S eE,. SloZzenim
stejnolehlosti H,;, H,; vznikne tedy identita (obr. 26).

S12%55 X% X
Obr. 26. S8loZenf{ dvou stejnolehlosti, které je identitou.

C. Necht «ff =1, ale §; # 8,; pak jsou moiné dva
ptipady. . -

1. Jestlize « = f = 1, jde opét o identitu, dokonce
ob& vychozi stejnolehlosti jsou identitami. To je piipad
jist® nezajimavy.
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2. Jestlize « #= 1, pak také B # 1, rovnice (2.28)
"nema FeSenf a samodruzny bod tedy neexistuje. Dosadi-
me-li aff =1 do rovnice (2.26), snadno zjistime, Ze
X, =X, 4+ (B— 1) (8,2 — 8S,3); to je vBak vektorova
rovnice rovnobé&Zného posunuti o konstantni vektor
(B — 1) (8y2 — 8ys) (obr. 27).

XZ
X X,
s/(p-1xs -S,,) 2 \\SZ"
12 12 Y23

Obr. 27. SloZeni stejnolehlosti H,; (S)s, 3), Hy, (S,,, _:13_] ;

vysledkem je posunuti o vektor % (S25—S12).

Z4véry shrneme v nasledujicfm tvrzeni:

Véta 2.11. SloZeni dvou mneidentickych stejnolehlosti
H,y(8y, a), Haa(Se, f) je _‘
A, stejnolehlost H, (S, aff) se stiedem (2.29), jestliZe
a 1,
ﬂB;.éidentita, pokud aff =1 a 8S,;, = S,,,
C. rovnobéiné posunuti o nenulovy vektor (f — 1) (Sy,—
— 833), pokud aff =1 a 8y, # Sys.

Ulohy na stejnolehlost najde ¥tenat ve cvideni a té%
v ttetf kapitole.
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2.9. Vzajemna poloha dvou primek ‘

Dvé ptimky v E, mohou byt rovnobézné (pfipadné
totoZné), riznobézné nebo mimobéziné. Necht pfimka p
ma podateéni bod P a smérovy vektor W, piimka g pak
at méa poditedni bod @ a smérovy vektor V. Vektorové
rovnice téchto ptimek maji tedy tvar

p: X =P+ au,
g0 X =@+ fv.

a) Rovnobézné nebo totozné jsou piimky p, ¢ prave
tehdy, jestlize u|| v, cozZ znamena, Ze existuje realné é&islo
A # 0 tak, Ze w = Av; pozadavek 4 = 0 plyne z toho,
Ze smérové vektory W, ¥ musf byt nenulové, vektorem ©
neni urdena zadnd pfimka. Skutednost, Ze W = AV
sama o sob& nestali, abychom rozhodli, zda p, ¢ jsou
rtizné nebo splyvajici rovnobézky. Kterykoliv bod pfim-
ky muze byt zvolen za poéatedni, neni proto vylouéeno,
ze bod @ je bodem piimky p, coZ ze zipisu nepoznime;
pokud to v3ak nastane, pak mezi ¢&isly a €(—o0, o)
musi existovat takové, Ze plati @ = P 4+ auw (nebo
existuje takové f€(—oo, x), Ze P = @ 4 fV). Neexis-
tuje-li takové «, pak p, ¢ jsou dvé rizné rovnobézky.

b) Pfimky p, ¢ jsou riznobéiné nebo mimobézné
pravé tehdy, jestlize vektory W, ¥ nejsou nisobkem;
neexistuje tedy ¢&islo 4 = 0 tak, aby platilo W = Av.
Jde-li o riznobézky, musi existovat spoledny bod, musf
mit proto feSeni vektorova rovnice P + alt = @ + Bv.
Jsou-li p, ¢ mimobéiky, nema vektorovd rovnice
P 4+ aw = @ + BV fedeni.

Pfiklad 2.8. Jakou vzijemnou polohu maji pHmky
P, q, jestlize
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1. P=[—1,02], u=(l]1,?2);
Q=11,2,6], Vv=(24),

2. P=11,2 —1], w=(—1,1,3);
Q =[—10, 4, 9], V= (3, —3, —9),

3. P=10(3,57"7, w=(l,2,3);
Q=1[—2 —1,0],v=(321),

4 P=101,0,0], w=(01,2);

@ =13,0,0], v=(1,1,1).

Refeni. 1. Jelikoz v = 2u, je p|q. Zda nejde
o splyvajici rovnobézky, o tom rozhodne rovnice @ =
= P+ au, neboli [i,2,6]=[—1,0,2]+ a1, 1, 2).
Odtud mame t¥i rovnice mezi soufadnicemi: « — 1 = 1,
a = 2, 2a + 2 = 6, které jsou splnény pro a = 2. Tedy

=q. .

2. Jde opét o pripad rovnob&inych piimek, nebot
v = —3u. Refeni vektorové rovnice @ = P + «u vede
v8ak ke sporné soustavé rovnic: 1 — a = —10,2 + a =
=4, 3a— 1 =29; z prvé totiZz mame a =1 a ¢&islo 1
nenf FeSenim druhé rovnice, nebot 3 # 4. Jedna se tedy
o dvé razné rovnobézky.

3. V tomto ptipadé neni vektor ¥ nisobkem vektoru
U; zda jde o riznobézky nebo mimobézky zjistime Fese-
nim vektorové rovnice all — ¥ = @ — P, ktera roze-
psina po slozkach ddva soustavu linedrnich rovnic

a—3f=—5,
2a — 2 = —6,
3a — f=-—T7.
Soustava ma jediné feSeni « = —2, § = 1, piimka p je

riznobézna s piimkou g. Chceme-li znat priseéik R,
dosadime a = —2 do rovnice X = P + anebo § =1
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do rovnice X = @ 4 fVv; mame tak R =1[1,1,1].

4. Piimky p, ¢ nejsou rovnobé&ziné, fesime tedy stejné
jako v pfedchozim pfipadé vektorovou rovnici aWl —
— Bv = @ — P, neboli soustavu rovnic

—p =2,
a—f =0,
20 — f =
Tato soustava feSenf nemd, z prvych dvou rovnic totiz
mame a = f§ = —2 a dosazeni téchto hodnot do tieti

vede ke sporu 2 = 0. Piimky p, ¢ jsou mimobé&zné.

2.10. Pfi€ka dvou pFimek

Ptitkou dvou danych ptimek nazyvime kazdou pim-
ku, které je s obéma riznobézna.

Vénujme se v tomto odstavci dvéma klasickym 1lo-
ham.

Pfiklad 2.9. Je dan bod M a piimky AB, CD; na-
piste vektorovou rovnici pficky danych pfimek, ktera
prochéz{ bodem M, a uréete spoleéné body hledané
piitky s danymi pi{mkami. Re$te pro pifpad: M =
=[1,1,1], A =[5,3,5], B=1[283,2], C =[4,6,8],
D = [3, 4, 5].

Re¥eni. Klasicky synteticky postup spodivd v tom,
ze bodem M a pfimkami prolozime roviny, priseénice
t&chto rovin je pak hledana pf{tka. Vektory ndm nabi-
zeji elegantnéjsi postup: Hledanad pfi¢ka (pokud exis-
tuje) protina piimky AB, CD po Fadé v bodech K, L
(obr. 28), které lze vyjadiit takto: K = A 4 «(B — 4),
L = 0 + (D — 0). Body M, L, K maji lezet na jedné
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piimce, proto K — M = y(L — M). Dosadime-li sem
za K a L podle vySe uvedenych rovnic, dostaneme po
malé tpravé

a(B— A) + py(C — D) + (M —C) == M — A.
(2.31)

Obr. 28. Pritka dvou piimek vedend danym bodem M.

Po rozepsini do sloZzek mame soustavu pro neznimé a,
By, v: .
—3a + fy — 3y = —4,
2fy — By = —2,
—3a+ 3y — Ty =—4.

Ctena¥ snadno zjisti, Ze soustava mé pravé jedno FeSeni
a=—§-,ﬂy=4, y = 2; odtud a=%,ﬁ=2, y = 2.
Dosadime-li do rovnic pro K a L (viz dfive), zjistime, Ze
K =1[8,8,3], L =[2,2, 2], a vektorova rovnice pfitky
jeX =M 4+ A(K— M),neboli X =[1,1,1] 4+ 1(2, 2, 2).

V nadem piipadé existuje tedy jedind piitka pfimek
AB, CD, ktera prochdzi bodem M. To nemusi platit
obecnd. Co kdyz body 4, B, C, D, M leii v jedné roving
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nebo AB || OD, bod M vSak nelezi v roviné téchto rovno-
bézek ? Nadhozené otdzky ptirozend tizce souvisi s rov-
nicf (2.31), kter4 mize mit nekoneéné mnoho Feseni nebo
také zadné.

Piiklad 2.9. Napiste vektorovou rowvnici pti¢ky pfimek
AB, CD, je-li tato p¥i¢ka rovnobéina s piimkou EF;
A=1[5273],B=[41,2],C=1]1,3,3,D =12, 2],
E=1[3,22],F =52, 3].

Reseni. Hledanou ptitku oznaéme p, jeji prisediky
s piimkami AB, CD po fadé K, L (obr. 29). Jde jen

Obr. 29. Pti¢ka dvou piimek rovnobéZnéd s danym smérem.

o jistou modifikaci piikladu 2.8, miZeme byt proto strué-
ndjsf. Zrejmé K = A + a(B— A), L=C + (D —C)
a L — K = y(F — E); odtud

«o(A—B)+pD—C)+yE—F)=4—0C,
(2.32)
coZ vede na soustavu linedrnich rovnic
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a —2y =4,

“_ﬁ =_1’
0‘—/3_)’ = O’
ktera m4a jediné feSeni « = 2, § =3, y = —1.

Je tedy K = [3,0, 1], L = [1, 0, 0] a vektorova rov-
nice pii¢ky je X = K 4+ ML — K), &ili X =[3,0, 1] 4
+ A—2, 0, —1).

I zde upustime od obecné diskuse, kterd souvisi s rov-
nicf (2.32).

2.11. Rovina

Necht M je néjaky bod prostoru E; a @w, v dva
vektory linedrné nezavislé. Zkoumejme mnozinu vSech
bodi X, které vyhovuji vektorové rovnici

X =M+ au + Bv, (2.33)

M /T ' M=M+au
auy

Obr. 30. K vektorové rovnici roviny.

v niZ «, B probihaji nezdvisle na sobé viechna reilns
¢isla. UkaZeme si, Ze touto mnoZinou je rovina procha-
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zejicf bodem M. Vektory W, V jsou tzv. smérové vekiory
této roviny.

UvaZujme nasledovné: Dva linearné nezavislé vektory
u, v umisténé do pevného bodu M uréuji dvé rizno-
bézky a, b (obr. 30). Zvolme v roviné téchto riznobézek
libovolny bod X a vedme jim p¥{mku b’ | b (obr. 30).
Priseéik pfimek b, b’ oznaéme M’. Zfejmé existuji &isla
a, B takova, Ze

X—M=(X—M)+ (M — M) = aut +pv,

tili X =M 4+ au + BV, coz je (2.33). Kazdy bod Xté
roviny, ktera odpovid4 nasf pfedstavé, vyhovuje tedy rov-
nici (2.33). Vznika pfirozené otdzka, zda né&jaky bod,
ktery vyhovuje rovnmici (2.33), nelezi mimo rovinu
riiznobézek a, b. Odpovéd je negativni. Jsou-li totiZ a, f
jakdkoliv realnd ¢&isla, pak vektor au je kolinearni
s vektorem uW, vektor SV je kolinearni s v a vektor
W = aU + fV, umistény do bodu M, lezi v roviné raz-
nobd%ek a, b (to se snadno nahlédne). V roviné razno-
béZek a, b lezi pak také koncovy bod vektoru X — M.

Rovnice (2.33) se nazyva vektorova rovnice roviny;
Pt pevné zvoleném M, W, V¥ je toto vyjadfenf jednoznad-
né, jak si jesté ukdzeme. Piedpoklidejme opak. Potom
pro dany bod X plati jednak (2.33), jednak (2.34)

X=M+au+pv, (2.34)

a je splnéna aspon jedna z nerovnosti o' #* a, ' # §.
Odeéteme li rovnice (2.33) a (2.34), dosta,neme 0 =

= (a —a')B8 + (B — p')V. Jestlize napifklad o # a,
uvedeme posledni rovnici na tvar

u-L=F (2.35)

a—a
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Vektory (2.35) jsou nutné kolinedrnf, coz je ve sporu
s pozadavky definice roviny.

O vektoru W = aud | Sv fikame, Ze je linearni
kombinaci vektord W, v. MuZeme tedy ¥ici, Ze rovina,
definovana rovnici (2.33), je mnozina vSech bodu X,
které jsou souétem bodu M s kazdou linedrnf kombinact
vektord W, V.

Pfiklad 2.10a. Mame napsat vektorovou rovnici ro-
viny, ktera je uréena body 4, B, C; A =[—2,0,1],
B =1[1,21],C =[—1,2,3].

Reseni. Zi'ejmé Uu=8B—A4, v =0C—A4 jsou dva
smérové vektory dané roviny a podle (2.33) X = 4 +
+ «(B — A) + B(C — A), neboli

X =[-2,0, 1] 4+ «(3, 2, 0) + ﬂ(l’ 2,2),

a tkol je splnén. Pokud posledni rovnici zapiSeme po
slozkach, ziskime soustavu linedrnich rovnic, kterym
fikdme parametrické rovnice roviny:

2, =—2+4+3x+ B,
x, = 2a 4 28, (2.36)
3= 1 + 28.

Priklad 2.10b. LeZzi body P =[—1,—2,—3], @ =
= [4, 4, 2] v roviné ABC z ptikladu 2.10a?

Redeni. Rovina ABC z piikladu 2.10 mé paramet-
rické rovnice (2.36). Je-li néjaky bod bodem roviny
ABC, musi mit feSeni soustava (2.36), do niz dosadime
za ,, ¥, T, soufadnice daného bodu. Snadno se pfesvéd-
&ite, Ze bod P je bodem roviny ABC proa =1, = —2,
bod @ v roviné ABC nelezi.



POZNAMEA 2.4. Jsou-li diny né&jaké tfi vektory u, v,
W a jeden z nich mtuzZeme vyjadtit jako linedrni kombi-
naci zbyvajicich, fikdme, Ze vektory W, Vv, W jsou
komplandrnt nebo také linedrné zdvislé. Vektory u, v, W
lze pak umistit do jedné roviny (latinsky ,,planum‘ =
= rovina). T¥i vektory, které nejsou komplanirni,
nazyvame linedrné nezdvislé. VSimnéme si jedné jem-
nosti: jestlize kupf. W = a¥ 4 W, nikterak z toho
neplyne, Ze Vv muiZeme psit ve tvaru v = pu + W
(srovnejte s obr. 31, kde « = 0, § = 3). Vektor yu 4 oW

Obr. 31. Zvléstni piipad komplandrnich vektort.

je v naBem piipadé vidy kolinearni jak s vektorem w,
tak s vektorem W a vektor a (obr. 31) mizeme psat ve
tvaru a = u + 3w, ale téz a = 2u. Je-li tedy vektor
vyjadien jako linedrni kombinace linedrné zavislych
vektor, pak toto vyjadfeni neni uréeno jednoznaéné.

2.12. Vzijemn4i poloha pfimky a roviny a vzdjemné
poloha dvou rovin

ZapiSme znovu vektorové rovnice pfimky a roviny:

X=4+ au,
X =M+ v+ yw.

" Ma-li mit pfimka s rovinou spoleény bod, musi existovat
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¢isla ~. B, y tak, Ze plati vektorova rovnice 4 4+ all =
= M 4 Bv -+ yW, kterd rozepsina po soufadnicich
vede (tuto operaci jsme zopakovali jiz né&kolikrdt) na
svstém tif linedrnich rovnic o neznamych «, 8, y. Tato
soustava — jak znamo — miize mit Fesenf jedno, Z2adné
nebo nekoneéné mnoho; v prvém pifpadé jde o pfimku
riznobéznou s rovinou, v druhém o rovnobéiku, tfetf
moznost znamend, ze piimka v roviné lezi.
Ukazme si to na piikladech.

Pfiklad 2.11. Je dan rovnobé&znostén ABCDA'B'C’D’.
Ozna¢me postupné E, F, G, E', F',  sttedy hran,
které neprochézeji body A, C' (obr. 32), a dokazme, Ze
uvedenych Sest stfedl lezf v jedné roviné.

Obr. 32. K pifkladu 2.11.

Reseni. Ukaime, 7e vektor B’ — E, ktery je umistén
v bod& E, lezi v roviné EFQ@; pti oznadeni @ — F = a,
F — E = b stadi ukazat, Ze vektor £’ — E je linedrn{
kombinaci vektord a, B. Polozme A'— A =W,
D— 4 =vV,B— A = u; pak jsou ziejmé tyto vztahy:

B =A4wigv,
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E=A+u-|-%v,
G=A+u+—;—w,

F\=A+v+%u.

Z nich pak dostaneme, ze B' —F =W —u, a =
1 1 1 1

, 1 1 1 1
Atedy E'—E=W—u= 2[5\”—? v)+ 2[5 V—5 u]=
= 2a + 2B, c.b.d. Zcela obdobné bychom postupovali
v pifpadé bodu F' i G'.

Prfklad 2.12. Uréete prisetik piimky AB s rovinou
MNP; A =[2,1,2,B=1[3,1,3, M =[1,2,2], N =
=1[2,2,1], P =[3,5, 3]

Reseni. Z toho, co bylo fedeno na zaditku tohoto
odstavce, plyne A + «(B— A) =P + (M — P) +
+ y(N — P). (Zamérné jsme v posledni rovnici vybrali
za podatedni bod roviny bod P, aby si étenaf uvédomil,
ze je lhostejné, ktery bod roviny zvolime za podateéni.)

&8
B-A
P
’y\/\i—n }\9
M N ©

Obr. 33. K piikladu 2.12.
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Uvedena vektorova rovnice vede na soustavu

at+ 264+ y=1,
36 + 3y =4,
a_l_ ﬂ+27=1,

z niz plyne a = —1I, ﬂ=%, y=%. Prisetik @

ziskame nejlépe z rovnice pfimky, tj. @ = 4 + «(B —
—A4)=1[2,1,2]—1(,0,1) =[1,1,1]; v rovnici ro-
viny bychom museli dosadit za §, ¥ a znamena to jistou
Ppraci navic (obr. 33).

Pfiklad 2.13. Rozhodnéte o vzijemné poloze piimky
AB a roviny MNP, jestlize A =[1,2,0], B =13,1, 2],
M =101,00], N =[20,1], P =I1,1,0].

Reseni. Postupujme zcela obdobné jako v pred-
chozim prikladé a napidme proto hned soustavu piislus-
nych linedrnich rovnic

2a —y =0,
_a+ﬂ+7=_la
2a —y =0.

Posledni rovnice fiks totéZ co prvni, mizZeme ji tedy
vynechat; zbyvajicf dvé rovnice maji pak nekoneéné
mnoho feSeni tvaru f = —1—«, y = 2a, kde a je
libovolné realné ¢&islo. Z dvah na zadatku odstavce
plyne, Ze pfimka lezi v roving.

Priklad 2.14. Urdete priseénici rovin, z nichz prvni je
uréena bodem 4 a vektory a, b, druhd bodem C a vek-
tory €, d; 4 =[0,0,1], a=(1,1,0), b=(2,2,1),
C=1[7,55],€=(3,22),d=(211).
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Refeni. Zapi¥me vektorové: rovnice danych rovin
a hledejme jejich spoleéné body. Rovnice prvni roviny je
X=A4A+a«a+ b, druhd X =C + y€ + 4d, pro
spolené body pak mime «a + fb—y€—dd =
= C — A. Rozpis po soufadnicich vede na systém t¥
rovnic pro étyTi nezndmé

a2 —3y—20=1,
a+28—2y— 6=5, (2.37)
B—2y— 6=4.

Ctenaf nenf asi obeznimen s FeSenfm systémi linearnich
rovnic o » nezndmych, je-lin > 3, a rozsah této publikace
nedovoluje, abychom tomuto problému vénovali vice
mista. Rekn&me si viak aspon tolik, Ze vhodnym séitd-
nim rovnic lze pievést danou soustavu na tzv. trojihel-
nikovy tvar, pfilem? tato nova soustava je ekvivalentni
(tj. kazdé fesenf jedné soustavy je Felfenfm soustavy
druhé a obricend) s danou soustavou. Pro naSe potfeby
postadf, ukiZeme-li cely postup na soustavé (2.37).
Prvnf a tFeti rovnici opiSeme, od druhé rovnice odeéteme
prvni a mame

«a+20—3y—20=1,
Y + é=—2 ’
B—2y— 6=4
a vyménou druhé a tietf rovnice ziskdme zminény troj-
tihelnfkovy tvar soustavy:
«a+28—3y—20=1,
Bf—2% — 6=4, (2.38)
y+ 6=-—2,
POZNAMEA 2.5. Ndazev trojihelnikovy tvar vznikl
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takto: Je-li déna soustava n rovnic o m neznamych
a soustava ma jediné feeni, pak leva strana soustavy
mé po upravich skutedn& tvar trojihelnika. V naSem
piipadd, jak vidno z (2.38), jsme dostali tvar lichob&z-
nika, avSak i v takovych pifpadech hovofime b&zné
0 ,,trojdhelnikovém tvaru. .

Pro nade potfeby uvedme bez ditkazu tvrzeni: Budiz
n podet nezndmych a A podet rovnic po uvedeni na troj-
thelnfkovy tvar. Potom plati: a) je-li » = n a Zidnd
rovnice nenf ,spornd‘, ma soustava jediné Feleni;
b) je-li b < n a Zadn4 rovnice neni ,,spornd‘‘, mé sousta-
va nekoneé&né& mnoho FeSen{ a n — h neznamych mizeme
volit libovolng; c) je-li v systému aspoil jedna rovnice
»,8porna‘‘, nem4 soustava Fedeni.

K naSemu tvrzeni dodejme jet& toto: Ke ,,Sporné‘‘
rovnici miiZze dojit jen tak, Ze na levé stran® dostaneme
pfi dpravich nulu, ale prav4 strana je riiznd od nuly.

V systému rovnic (2.38) jen = 4, h = 3. Podle tvrzeni
z pozndmky 2.5 ma tedy soustava (2.38) nekone&nd
mnoho FeSeni, pfidemz jedna z nich je libovolné volitelna;
tato volitelnd v nafem systému budiz é. Pak je y =
=—2—9,8 =—6,a =1 -+ 4. Po dosazeni do rovnice
X =A4 + aa + b mime ihned X = 4 + (1 —d)a —
—0b, neboli X = 4 4 a 4+ §(a— b). Posledni rov-
nice je v3ak vektorovd rovmice piimky; roviny maji
tedy spoleénou pfimku a jsou proto riznobdiné. Kon-
krétn® mé nale prisednice rovnici X =[1,1,1] +
+ 6(—1, —1, —1).

Piiklad 2.15. Uréete vzdjemnou polohu rovin ABC
a PQR, jestlize
a) A =[1,2,3, B=]
P =230, Q=]
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b)4 =[1,2,3], B=I32 —1], C =[5, —1,0],
P =[5,2, —5], @ =[6, 3, —2], R =[8, 3, —6].
Reseni. a) Postupujeme stejnd jako pfi fedeni pki-

kladu 2.14. Dospéjeme tak k soustavé rovnie

a—28+ y+306=—1,
B— y— =1,
20 + f—3y+ 6=-3,
kterd po tpravé na trojihelnikovy tvar dava

Poslednf ,,rovnost neplati, soustava obsahuje tedy
»Spornou’’ rovnici (vzhledem k ostatnim rovnicim)
a nema proto feSeni. Neexistuje tedy Zddny spoleény bod
danych rovin, coz znamena, Ze jsou rovnobézné.

b) V tomto pifpadé systém rovnic analogicky se
systémem (2.37) m4 tvar

2a — 68— y—36 =4,
384+ y+ 6=0,
40 + 38+ 3y— =28,
systém, odpovidajici systému (2.38), pak je
2a — 68—y —30 =4,
38+y+ 6=0.

Podle tvrzenf z poznidmky 2.5 ma poslednf soustava
nekoneénd mnoho feseni, pfitemz dvé nezndmé muzZeme
volit zcela libovolng, zbyvajici vypoditime. MaZeme-li
v8ak volit libovolné tteba y, § (a to miZeme), uréuje
kazdé zvolena dvojice po dosazeni do vektorové rovnice
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X =P+ 9(Q — P) 4+ 6(R— P) bod roviny PQR. To
viak znamena, Ze kazdy bod roviny PQR je také bodem
roviny 4A.BC, obé roviny tedy splyvaji.

POZNAMEA 2.6. Radi bychom na tomto misté upozor-
nili &tenafe na jednu dulezitou véc. Sami vidite, Ze
8 velkou lehkosti FeSime pomoci vektorového podtu
i dosti komplikované konkrétni problémy; nékdy viak
couvame pied obecnym pohledem. V tomto odstaveci
jsme se kupf. vyhnuli odpovédi na otdzku, jaké pod-
minky musi obecné platit pro body 4, B, Ca P, Q, R
(ptipadné pro odpovidajici vektory), aby dané roviny
mély jednu ze tii znidmych poloh. Divod je ovSem
jasny; nemame totiz k dispozici dost obsihly algebraicky
aparat. Je jisté pravda, Ze nam jde pfedeviim o geomet-
rii, ale potfeba jistého okruhu znalosti z algebry je
naprosto zftejma. Tém, které geometrie opravdu hloubéji
zajima, doporudujeme, aby soubéiné vénovali svou
pozornost také algebfe. Pii vybéru literatury vam jisté
poradi kazdy dobry uéitel matematiky.

2.13. Obecny tvar rovnice piimky a roviny
Vime, %Ze v E, miZeme kaidou piimku zapsat také
jedinou rovnici
ay%) + a2 + a9 =0, (2.39)
v ni% aspon jedno z &isel a,, a, je nenulové. Reknéme si
rovnou, Ze v E; nelze ptimku zapsat ve tvaru (2.39).
Ptipomenme si pfevod vektorové rovnice piimky v E,

na tvar (2.39), kterému fikdme obecny tvar rovnice
piimky.

Priklad 2.16. Napiste vektorovou rovnici ptimky 4B
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a pfevedte ji na obecny tvar, jestlize 4 = [1,4], B =
= [—2, 3].

Refen{. Vektorovd rovnice nadi p¥imky jo X =
=A + a(B— A), tedy X = [1, 4] + a(—3, —1); od-
tud méme tzv. parametrické rovnice

2 =1—3a,
$2=4— a,

z nichZ vyloudime parametr « tfeba tak, Ze druhou
rovnici nasobfme ¢&fslem —3, seéteme s prvni a mame
ihned tvar obecny: z, — 3z, 4 11 = 0. Podobné to
miizeme udélat s vektorovou rovnicf roviny X = M +
+ «a 4 fb; piejdeme-li k parametrickym rovnicim
a vylou¢fme z nich parametry a, 8, dostaneme obecné
linedrni rovnici o tfech neznamych z,, z,, =;, kterou
muZeme psit ve tvaru

., + ax; + a3z, + ag = 0. (2.40)

Rovnici (2.40), v niZ asponi jeden z koeficienti a,, a,, a,
je nenulovy, fikame obecny tvar rovnice roviny. Bod X
je bodem dané roviny pravé tehdy, jestlize jeho soufad-
nice, dosazeny do (2.40), pfevddéji tuto rovnici v rov-
nost.

Jsou-li vektory W, ¥ linearné nezavislé (nekolinearni),
da se ukédzat, Ze pfevod je vidy moiny a kazdy bod X,
ktery vyhovuje vektorové rovnici, vyhovuje také rov-
nici (2.40) a obricen8. Rovnice (2.39) a (2.40) jsou
objekty afinni geometrie, od dikazu vi#ak na tomto
mistd upoustime, nebot nemame dostatek algebraickych
prostiedki, které by byly k dispozici ze stfedni Skoly.
Diikaz rovnice (2.40) podame ve 3. kapitole, pouZijeme
vSak metrickych pojmu.

72



Piiklad 2.16. Napiste obecny tvar rovnice roviny,
ktera prochazi body 4 =[—1,0,—1], B =[—9, 1, 1],
C = (6, —2,—2].

Re¥enf. Postupujme cestou, kterou jsme nastinili
v uvodu; parametrické rovnice roviny ABC jsou

z, = —1—8a+ 18,

Z, = ' a— 26,

Tg=—142a— f.

¥

Posledn{ rovnici nasobime nejprve é&fslem —2 a seéteme
s druhou, potom ¢islem 7 a seéteme s prvni; ziskdme tak
dvé rovnice, v nichZ se parametr f jiZ nevyskytuje:

Ty — 22y = 2—3a,

z, + Tz, = —8 + 6a.

Nisobme nyni prvou rovnici dvéma a seétéme s druhou;
tim se zbavime i parametru a a po anulovani mame

z, + 22, + 32, + 4 =0, (2.41)

coZ je rovnice (2.40).

MizZeme viak zvolit jiny postup. Z toho, co bylo
feteno, plyne, Zze body 4, B, C musi spliiovat rovnici
(2.40); proto plati

— + a3+ a,=0,

—%a;+ a;+ a3+ a =0,

6a, — 2a, — 2a; + ayp = 0.
O soustavach linedrnich rovnic jsme se zminili v po-
znamece 2.5. Stali pfejit na trojihelnfkovy tvar a zjistite,
Ze jedno z ¢isel a; (¢ = 0, 1, 2, 3) miZeme volit libo-
volng, zbyld jsou pfi dané volbé jednoznaéné uréena;
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nemusime oviem ziskat rovnici forméiné shodnou s rov-
nici (2.41), nutné v8ak bude s rovnici (2.41) ekvivalentni,
Bylo feteno, Ze za volitelnou neznamou mizeme dosadit
libovolné éislo. Obecné ano, v naSem piipadé vSak
nesmime dosadit nulu; divod, ktery snadno odhalite,
jo oviem v geometrii, nikoli v algebfe.

Piiklad 2.17. Rozhodnéte o vzijemné poloze piimky
EF s rovinou z, 4 2z, 4 3z, + 4 = 0, jestlize

a) E = [—2, 4, 6], F =1-32, 3],
b) £ = [0, —2, 0], F =112, 3],
0) E = [3’ 1, 3]’ F = [4’ 5, O]:

je-li pfimka riiznobéznd s rovinou, uréete priseéik.
Reseni. a) Z vektorové rovnice pimky X =

= [—2, 4,6] + a(—1, —2, —3) pfejdeme k rovnicim
parametrickym

2, =—2— a,
Z, = 4—2a,
Zy= 6—3«a.

Ma4-li pfimka s rovinou spoledny bod, pak jeho soufad-
nice prevad&ji rovnici roviny v rovnost. Dosadime-li
parametrické rovnice piimky do rovnice roviny, dosta-
neme linedrni rovnici pro nezndmou «. Vime ovSem, Ze
takova rovnice muzZe mit také nekoneéné mnoho FeSeni
nebo zidné. V naSem ptipadé plati (—2 — ) +
+ 2(4 — 2a) + 3(6 — 3a) + 4 = 0; odtud « = 2, exis-
tuje jediny spoleény bod obou utvari, pfimka je rizno-
béZna s danou rovinou. Prisedfk R urdime dosazenim
a = 2 do vektorové rovnice pfimky: R =[—4,0, 0].
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b) Zcela obdobné zjistime v tomto pripadé, Ze prfi-
sludné linedrni rovnice pro « je splnéna identicky, kazdy
bod piimky (nam by stadily dva) je také bodem dané
roviny, piimka tedy v roviné lezi.

¢) Da se odekavat, ze iloha je volena tak, aby byla
vyderpina kazda ze tii moZnych poloh. Jde vskutku
o polohu rovnobéinou a piimka EF nenf piimkou dané
roviny; pfisludnd linedrni rovnice pro a nemé fedeni,
doporufujeme proto étenatfi, aby se o tom presvéddil.
V prostoru E; pouZivame &asto misto symboliky X =
= [#;, %,, %4] zdpisu X = [z, y, z]; pouZijme tohoto
oznadenf v nasledujici vloze.

Pfiklad 2.18. Urtete prisenici rovin danych rovni-
cemi

z+ y+22+2=0,
z+2y+32+4=0.
Reseni. Soufadnice spolednych bodi musi spliovat
ob& rovnice, jsou tedy uréeny fefenim dané soustavy

dvou rovnic o tfech neznamych, kterou pfevedeme opét
na trojihelnikovy tvar

r+y+22=—2,
y+ z=—2;
podle poznimky 2.5 muZeme jednu neznamou volit

zcela libovolné, zbyvajici dvé jsou pak jiz na této volbd
zavislé. Zvolme tedy obecné z = «; pak y = —2 — a,

& = —a. Vysledné FeSeni zapiSeme prehlednéji
x = —a,
y=—2—aua,

z = a.
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Obé roviny maji tedy nekoneén& mnoho spole¢nych
bodd, které muzeme psat ve tvaru X = [0, —2, 0] +
+ «(—1,—1,1), coz je vektorova rovnice pifmky.
‘Dané roviny jsou proto rtiznob&zné a feSenim je popsina
jejich priseénice.

Priklad 2.19. Rovina je dana rovnici a,z, + a.x, +
+ agxy + a9 = 0. Dokazte, Ze nenulovy vektor W =
= (U,, Uz, U3) je rovnobdiny s danou rovinou pravé
tehdy, jestlize plati

1%, + @ty 4 GaUy = 0. (2.42)

Reseni. V dané roviné zvolime bod Q a umistime do
né&j vektor W; koncovy bod vektoru u pfi tomto umfsténi
oznadme R. Je-li vektor W s danou rovinou rovnobéiny,
pak pii zvoleném umisténi plati rovnice

@191 + Ay + A3gs + G0 = 0, (2.43)
ayry + agry + agry + a5 = 0; (2.44)
odeétenim obou rovn.ic dostaneme

ay(r1—qy) + 8x(rs — q1) + a3(r; — ¢g5) = 0, (2.45)
neboli a,u, + a,u, + a,uy = 0.

Obracené — plati-li (2.42) neboli (2.45), pak pti da-
ném umisténi plati také (2.43) a soudet obou rovnic vede
na rovnici (2.44); bod R tedy lezi rovnéz v dané roving
a lezi tam proto i vektor 4 = R —@ s umisténim
v bodé Q.

2.14. Svazek rovin

Uvahy v tomto odstavei budou vychézet z nasledujici
definice:
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Definice 2.11. MnoZina v8ech rovin, které prochazeji
spoletnou piimkou o, se nazyvad svazek rovin (piesnéji
svazek rovin 1. drubu). Piimka o je tzv. osa svazku.

Svazek rovin je uréen, zname-li dvé jeho rtzné roviny.
Ptedpokladejme, Ze uréujici roviny svazku jsou dany
rovnicemi

a,x; + axx, -+ azzy +a =0, (2.46)
blzl + bzxz + bsz:’ + b = O . (2.47)

UkézZeme si, Ze kazda rovina, uréena rovnief

a(@,@ + a,x; + axs + a) +
+ Bbsy + be, + byzy + b) = 0, (2.48)

kde a, § jsou realnd &isla, z nichZ aspoi jedno je nenulo-
vé, nalez{ do uvafovaného svazku. Skuteéné, jestlize
[2), Z,, Z,] je libovolny bod leZicf na priaseénici o, pak
jeho soufadnice musf vyhovovat rovnicim (2.46) a (2.47).
Potom oviem soufadnice tohoto bodu vyhovuji rovnici
(2.48); ¢ili v roviné uréené rovnici (2.48) lezi kazdy bod
pruseénice o a zkoumand rovina naleii danému svazku
rovin.

Vznikd jisté otdzka, jestli kazdd rovina svazku mé

. rovnici tvaru (2.48). Odpovéd je kladna. Necht libovolna
rovina svazku prochdzi bodem [z,, z,, ;] ¢ o. UkéZe-
me, Ze jeji rovnici lze psat ve tvaru (2.48). Dosadme
soufadnice tohoto bodu do rovnice (2.48). Ziskame tak
rovnici pro neznamé koeficienty «, f.

Tyto koeficienty jsou aZ nasobek libovolnym &fslem
uréeny jednoznadné a dosadime-li je do (2.48), mime
rovnici roviny v hledaném tvaru. Dodejme, Ze (2.48) se
¢asto nazyva rovnici svazku rovin.
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Priklad 2.20. Napidte rovnici roviny, kterd prochdzi
bodem M = [3, 1, 3] a obsahuje priseénici rovin

2+ 2y—32—1=0,
z+3y— z—2=0.

Reseni. Rovnici hledané roviny lze psat podle (2.48)
ve tvaru

a2z + 2y — 32— 1)+ fx + 3y—=2—2) =0,
(2.49)

Dosadime-li sem soufadnice bodu M, dostiviame

—2a+ =0
atedy a:f =1:2. Zvolime-li « = 1, § = 2, dostava-
me z (2.49)
4r 4+ 8y—52—5 =0,

coZ je rovnice hledané roviny.

S dal$imi ptiklady na svazek rovin se setkime jesté
ve treti kapitole. Dodejme, Ze byv4 zvykem i mnozZinu
vSech rovin navzdjem rovnobé&inych nazyvat svazkem
(pFesnéji svazkem rovin 2. druhu). Jsou-li (2.46) a (2.47)
rovnice dvou riznych rovin svazku druhého druhu, po-
tom (2.48) je tzv. rovnici svazku. Lze totiz ukazat, Ze
plati zcela analogickd véta jako pro svazek prvniho
druhu. Rovnici roviny, ktera nalezi privé do svazku
rovnic druhého druhu, lze psit ve tvaru (2.48).

Cvideni

2.1. Co je to vektor a jak jsou definovény zdkladni vektorové
operace: soudet dvou vektord; soudin vektoru s redlnym
éislem ? Kdy jsou dva vektory kolinedrni, kdy jsou tii
vektory komplandrni ?
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2.2,

2.3.

2.4,

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9,

2.10.

212,

V rovnobéiniku ABCD, ktery mé stied S, oznalme
u=B-—-A4, v=D— A. Vyjddifete pomoci vektori
u, v vektory S — 4, B— S, D—S8.

Rozhodnéte, zda vektory a, b, —a jsou linedrnd z4-
vislé.

Je dén trojuhelnik ABC a libovolny bod T'. Sestrojte
vektorya=A —T,b=B— 1T, e = C —T. Ukaite,
%e rovnice

at+bt+c=0

je splnéna pravé tehdy, jestlize T je téziStdm trojiuhel-
nika.

Je ddn lichobéznik ABCD. Jeho zékladna AB je tfikrét
vét8i nez zdkladna CD. Pomoci vektora w = B—A4,
v = C—B, vyjéddfete vektory D—C, A—D,

Rozhodnéte, zda vektory =(1,2,0), b=(1,1,1),
€ = (3, 4, 2) jsou komplandrni.

DokaZte, Zze body 4 =1[1,1,1], B=[1,1,2], C =
=1[3,1,2], D=1[3,1,1] jsou vrcholy rovnobéinika,.
Ukaite,zebody A =[3,3,0], B=[5,4,3],C =[1,2,—3],
D = {7, 5, 6] lezi na jedné pfimce.

Napiste obecny tvar rovnice roviny, kterd prochdzi bo-
dem A4 = [4,3,—5]) rovnobéziné s vektory u = (1,3,—1),
v = (2,—1,—1).

Napiste obecny tvar rovnice roviny, kterd prochdzi
bOdy A= [2a _l’ 3]: B = [4’ 1, 3]’ C = ['—11 -2, 4]‘

. Dokazte, Ze dvé roviny o rovnicich

ax +by +cz +d =0,
Az + By + Cz+ D=0

jsou rovnobéiné prdavd tehdy, jestlize existuje &islo
k. # 0 tak, Ze platf

A=ka, B=kb, C=ke.

Napiste rovnici roviny, kterd prochézi bodem M =
= [1, 2, 3] a je rovnobéind s rovinou 2z + y — 2z = 0.

79



2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

2.19.

2.20.

2.21.

2.22.

2.23.

80

Urdete vzdjemnou polohu rovin
2z 4+ y+ z2—4 =0,
3z+2y+ z—6=0,
z+ y—2 =0.
Urtete prusedik P piimky AB srovinouz — 2y + 3z —
— 2 =0, jestlize A =[2,1,4], B=(3,1,7].
Prusednicf rovin
2¢+3y+324+1=0,
r—2y—22-4+2=0
prolofte rovinu, kterd prochédzi bodem M = [0, 1, —2];
zvolte rizné zpusoby Fefeni.

Prisednici rovin z pfedchdzejictho p¥ikladu proloZte
rovinu rovnob&Znou s pfimkou AB; A ={[1,1,1],
B =[2,3,3] a napiSte jeji rovnice (parametrické
i obecnou).

Bodem M vedeme pf¥itku pfimek AB, CD. Napiste jeji
rovnici, jestlize M = [3, 4,1]; 4 = {0, 0, 2], B = [2, 4,0],
C = [4,0, 0], D = [0, 6, 2. :

Uréete rovnici ptitky pfimek AB, CD z piedchdzejictho
ptikladu, vite-li, Ze je rovnob&ind s ‘tvektorem u =
= (2, 3, —1).

Rozhodnéte o vzdjemné poloze pfimky AB s rovinou
PQR; P =[2,4,2), @ =1[2,2,2], R =[8,—2,4],

a) A =[3,4,3], B=1[4,5,4],

b) A = [2, 4, 2], B = [5, 0, 3].

Dokaite, Ze stfedy hran AB, B0, CD, DA daného &tyi-
stdnu leZi v jedné roving.

Oznatme T4, T, T¢, Tp t&2i8td stén &tyfsténu ABCD.
Dokaite, ze &tyistény ABCD a T 4TpT:Tp maji spo-
ledné t&zidtd.

Dokaite, Ze ve stejnolehlosti t&Zidti daného &tyfsténu
odpovidd t8zi8t& odpovidajiciho &tyfsténu.

Co vznikne sloZenim stejnolehlosti H;; (S;3, a) a H,, .
(S1e, B), jestliZe



a') SH = [3’ 4’ l]a a = —';—’ S!l = [5s 29 '—'l]v ﬂ = 5:

b) S;. =[7,0,2], a = 3, S,y = [8, 2, 1],,9:_;_7

2.24. Je ddn trojuhelnik 4,4,4,. Necht %; (¢ = 1, 2, 3) jsou
redlnd &isla vesmés riznéd od nuly a od jedné. Na kazdé
strand A;A;,, (4, = 4,) sestrojme body B; tak, Ze
délici pomér (4;4;,,B;) = k;. Pak plati

1. viechny body B; leif na jedné pfimce pravé tehdy,
kdyz k,k.k; = 1 (véta Menelaova);

2. piimky B,A4,, B,4,, By;A, maji{ spoleény bod nebo
spoleény smér prdvé tehdy, kdyz k,kyks = —1 (v8ta
Cevova).

Pokuste se uvedené véty dokdzat; obd lze zobecnit pro

(n + 1)-uhelnik z n-rozmérného prostoru.
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