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1. kapitola

UVOD

1.1. Z4kladnf pojmy z logiky

Metodou matematiky je formdint logika a zidkladnim
stavebnim prvkem formalni logiky je wvyrok. Obsah
tohoto pojmu je pro studenta stfedni 8koly dnes jiZ
zcela béiny. Pripomenime proto pouze, Ze dva vyroky
A, B ndm dovoluji tvofit vyroky nové, kterym Fikdme
logické operace s vyroky. Mezi hlavni logické operace
s vyroky fadime konjunkei (zmak A A B), alternativu
(znak 4 V B), implikaci (znak A = B), a dvojstrannou
tmplikact (znak 4 < B).

Z hlediska formalnf logiky nas zajimé pouze pravdi-
vost vyrokt. Pii konjunkei poZzadujeme soudasnou plat-
nost obou vyrokid A, B, pfi disjunkei pak platnost
aspon jednoho z nich.

Implikace A = B je takové spojeni dvou vyrokil 4, B,
pii kterém platnost vyroku A ma za nasledek platnost
vyroku B. Vyroku A fikdme obvykle piedpoklad
(premisa), vyroku B disledek (konkluze). Béiné se
uziva také téchto réeni: 4 je postabujict podminkou pro B
nebo B je nutnou podminkou pro A. Implikaci 4 = B
muiZeme charakterizovat gramatickou vé&tou: ,,Kdy?
plati A, pak platt ¢ B.*

Jsou-li dény vyroky A4, B, jsou formélné myslitelny
vidy dvé implikace: 4 = B, B => A. Zadame-li, aby
platila konjunkce (4 = B) A (B = A), nazyvame ta-
kovy vyrok dvojstrannou tmplikact vzhledem k A, B
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a piSeme strudné 4 <« B. Obsah dvojstranné implikace
vystizné vyjadiuje gramaticka véta: ,, 4 plati prdvé
tehdy, kdyz plati B.

Pii vystavbé matematickych disciplin vychazime
z jistého souboru vyroku, tzv. axiomd, jejichz pravdi-
vost pfedpoklddame. Ostatni pravdivé vyroky nazyvime
vétams. Dukaz je jistou formou verifikace (ovéfeni,
zjisténi pravdivosti) néjakého vyroku. Gramatické véty,
které nam mély ptibliZit obsah implikace a dvojstranné
implikace, maji povahu pfi¢inné souvislosti; z hlediska
formaln{ logiky nejde v8ak o pfi¢innou souvislost v pra-
vém slova smyslu.

Jestlize pravdivému vyroku ptifadime éfslo 1, neprav-
divému 0, potom pravdivost uvedenych &tyf logickych
souvéti v zavislosti na vstupnich vyrocich 4, B je dina
nésledujici tabulkou:

y:| B ANB|AVB|A=>B|AsB
1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0

Uvedené tabulce itkime pravdivostnt schéma. Pro
lepsi orientaci zapiSme slovn& tieba posledni Fadek:
Je-li vyrok A nepravdivy a ziroveii B pravdivy, pak
konjunkce A A B a dvojstrannd implikace A « B jsou
vyroky nepravdivé, alternativa A V B a implikace
A = B jsou vyroky pravdivé.

Pro zkriceni zapisu pouZijeme obdas zavedenych
symboli.
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1.2. N&které pojmy z teorie mno%in

Znalost zakladnich pojmi predpokladame. Dohodne-
me se na tomto misté pouze na symbolice, které budeme
prilezitostné pouzivat, a sezndmfime étenafe s nezbytnym
minimem novych pojmi tak, aby sledovani dalsiho textu
mohlo probihat bez nejmensich potizi.

Je-li a prvkem mnoZiny M, piSseme a€M; plati-li
opak, pifeme a ¢ M. Prdzdnow mnozinu oznaéime ©.

Mnozinu, ktera se sklada ze vSech takovych prvki z,
které maji vlasinost ¥, piseme ve tvaru

{x|z ma vlastnost 77} .

Tak tfeba kruZnice o stiedu S a polomé&ru 7, ktera lezi
v dané roviné w, je mnozina

{(Y|Yew, Y8 =1},

tj. mnoZina vSech boda Y, které lezi v w a maji od da-
ného bodu § vzdalenost 7.

Jestlize dvé mnoziny M, N maji tu vlastnost, Ze kazdy
prvek jedné je soudasné prvkem druhé mnozZiny a obra-
cené, potom pifeme M = N a fikame, Ze obé mnoziny
se sobé rovnaji. Symbolicky zapiSeme definici rovnosti
dvou mnozin takto:

M=NeoezeM=zeN; yeN=yeM]. (L1)
Predtéme si (1.1) jesté jednou; ¥ika se zde: Mnofina M
je rovna mnoziné N pravé tehdy, jestliZe plati: a) kdyZ
proek x le£i v M, pak leZi také v N; b) kdy% proek y lei
v N, pak lezi téZ v M.

Jestlize mnozina E je édstt mnoziny F, piSeme E C F
(obr. 1a). Definice uvedené vlastnosti mnoziny E vzhle-
dem k F je dina zapisem

ECFe[zeE=>zef].



Skute¢nost, Ze E C F, nevyluduje moznost E = F.
Sjednocent mnozin M, N oznadujeme M i) N, prantk
téchto mnozin M (~ N (obr. 1b, 1c). Zfejmé plati:

M )N ={z|lxsM vy zeN},
M(MN ={z|lzxeM A zeN}.

Obr. la. Mnozina E je 34sti mnozZiny F.
Obr. 1b. Sjednoceni{ mnozin M, N.
Obr. le. Pranik mnozin M, N.

Pamatujme, Ze spojku nebo nechipeme v matematice
nikdy ve smyslu vylufovacim; to ostatné plyne z definice
alternativy. Do sjednoceni mnoZin M ) N pat#{ proto
kazdy prvek priiniku M (V N. Je snadné rozsifit prinik
a sjednoceni na vice mnoZin.

Predpokliadejme, Ze M, N jsou dvé& neprazdné mnoziny.
Pomoci téchto mnoZin maZeme vytvotit dalii mnoZinu,
kterou budeme oznatovat M x N a nazyvat kartézskym
soubinem mnozin M, N. MnoZinu M x N definujeme jako
mnozinu v8ech uspofddanych dvojic [z, y], v nichZ z je
prvek z mnoziny M a y je prvek z mnoZiny N. MnozZina
M x N je tedy definovana zdpisem

M XxN={zyl|lreM, yeN}.

DiileZitou mnoZinou, s niz budeme &¢asto pracovat, je



mnozina véech redlnijch &isel. Budeme ji oznadovat R,.
Pomocf mnoziny R, miZeme vytvofit jinou dileZitou
mnozZinu, kterou nazyvame aritmetickym prostorem di-
menze 2 a oznadujeme R,. MnoZinu R, definujeme jako
kartézsky soudin mnoZiny R, se sebou samou, tj.
R, = R; x R;. Prvky mnoziny R, jsou tedy uspoiadané
dvojice realnych &isel. V tom smyslu tieba [2, 5] je jind
uspofdadand dvojice nez [5, 2].

Mnozina R, =R; X R; x ... X R, (celkem 7 &ini-
tela) je tzv. aritmeticky prostor R, dimenze n. MuZeme
jej téz definovat zdpisem

Re = {[x), @2, ..., %a] | zs€R; (1 =1,2,...,m)}.

1.3. Rozklad mnoZiny

Tento odstavec je pon¥kud obtizn&jdi. Ctenat jej
miZe pfi prvnim &ten{ textu bez vétitho rizika vynechat,
doporuéujeme viak, aby se k n&mu pfece jen vratil.
Bude na to pozdé&ji upozornén.

Predpoklddejme, Ze je dina neprizdnd mnoZina M.
Sestrojme kartézsky soudin M x M a zvolme si mnoZinu
2, ktera je podmnozinou v M x M. MnoZinu #Z budeme
nazyvat relact na mnoziné M. Pro kazdou uspofddanou
dvojici prvka [z, y]eM x M muZe nastat privé jedna
z téchto mozZnosti:

L [»yle%,
2. [z, y]¢ 2.

V prvém pi{padé budeme ifkat, Ze prvek = je v relaci #
s prvkem y a budeme psit x Zy. V druhém piipadé
budeme fikat, Ze prvek z nen{ v relaci # s prvkem y

a budeme psit z £ y.



Z predchazejicich ivah tedy vyplyva, Ze relace #£ na
mnoziné M je pravidlo, které o kazdé uspoiadané dvojici
prvka z M rozhoduje, zda prvni prvek je & neni v relaci
sdruhym prvkem. S pojmem relace se setkdvdme i v prak-
tickém Zivots. Na mnoziné M viech Ziki jedné Skoly
miZeme zavést relaci # mnoha zpisoby, napf. takto:

PRIRKLAD 1. Dvojice 2aklt 4, B (v uvedeném pofadi)
ze 8koly M je v relaci £, jestlize Zak A4 je ze stejné Skolni
t¥idy jako zak B.

PRIELAD 1. Dvojice %4kda 4, B (v uvedeném potadi)
ze Bkoly M je v relaci £, jestlize Zak A je men3f nez zak B.
Uvedme jesté piklad z geometrie.

Obr. 2. Rozklad mnoziny M.

PRIRLAD m. Na obr. 2 je znizornéna v dané roviné
mnozina M, ktera je kruhem; v téze roviné lezi pfimka p.
Dohodneme se, Ze o uspofddané dvojici [a, b] bodu
z kruhu M prohlasime, Ze je v relaci £, jestlize body a a b
lezi na pfimce rovnobéiné s piimkou p. MuzZeme tedy
psat a Za a dile pak (obr. 2): aZ%Zc, b%c, bRd atd.

Relace # na mnoziné M z piikladu III ma tyto vlast-
nosti:
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Jsou-li z, y, z libovolné prvky mnoziny M, pak plati:
l.x Zx (reflexivnost),

2.2 Ry =>yRx (symetrie), (1.2).
. 2y N (WRz)=>x Rz (tranzitivnost).

Mnozina M z naSeho piikladu IIT se skladd z tsedek
rovnob&znych s piimkou p. Rikejme t&mto tvsedkim
tFidy. Maji-li dv& néjaké mnoziny tu vlastnost, Ze jejich
prunik je roven prazdné mnoziné 9, nazyvime takové
mnoziny disjunkini. V tomto smyslu muZeme tedy
o nadich tsetkach mluvit jako o tfidach navzijem dis-
junktnich. Kazdé dva prvky téze tiidy jsou zde v relaci
2, kazdé dva prvky z riznych tiid nejsou v relaci #.
Kazda tiida je tedy vlastné mnoZinou prvki, které jsou
v relaci £#. Systém vsech uvedenych tfid (je to opdt
mnozina) nazyvame faktorovou mnofinow mnoziny M
vzhledem k relaci #£. UZiva se pro ni oznadeni M/Z.

Pokusme se nyni o trochu obecnéjsi pohled na véc.
V uvedeném piikladé jsme rozdélili mnoZinu M na
disjunktni t¥idy a pomoci daného rozdéleni jsme defino-
vali na M relaci £#. Vznika zcela zakonité otazka: Kdyz
je dana na M relace %, je moZno pomoci této relace %
rozdélit mnozinu M na disjunktni t¥idy tak, Ze kazda
jednotliva t¥ida T, obsahuje privé vsechny prvky y,
pro které plati x # y? Takovou t¥idu T, bychom pak
mohli zapsat ve tvaru T, = {y|z Z y}. Odpovéd na da-
nou otdzku obsahuje véta 1.1; dfive v8ak musime zavést
pojem ekvivalence na mnoZiné. .

Definice 1.1. Na mnozZiné M je dana relace Z%. Je-li
tato relace reflexivni, symetricka a tranzitivnf, nazyva
se ekvivalenct na mnoziné M.

K definici 1.1 dodejme jen to, Ze pozadované vlast-
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nosti jsou dany vztahy (1.2). Jako ilustrace ndm poslouii
piiklady I—I1I; relace v ptikladech I a ITI je ekvivalenci
na M, relace z pifkladu II nenf ekvivalenci na M (pokud
m4 Skola aspon jednoho Zaka).

Véta 1.1. Na mnofiné M- je ddna relace % ; pro kakdy
prvek €M sestrojme téidu T, = {y|x Zy}. Relace Z je
ekvivalenct na M prdvé tehdy, kdyé systém vech T, tvoFt
disjunkini rozklad mnofiny M.

Disjunktn{ rozklad mnoziny M znamené, Ze pro libo-
volné dvé téidy T,, T, plati

T,=T, nebo T, T,=96. (1.3)

Diikaz véty vynechdme, i kdyZ neni obtizny. Stadf totiz
ukdzat, Ze podminky (1.2) a (1.3) jsou vzidjemnd& ekvi-
valentni.

Je zfejmé, Ze kaida tiida T, disjunktivniho rozkladu
je jednoznaéné uréena libovolnym svym prvkem (tzv.
reprezentantemn). Pozdé&ji se na to odvolime.

1.4. Problém zavedeni euklidovského prostoru E,

PievaZnéd &ist nalich dvah bude provad&ne v troj-
rozmérném prostoru, ktery nazyvame euklidovskym
prostorem a oznadujeme E,. Definovat euklidovsky
.prostor E; neni oviem véc tak jednoduchi, jak by se
mohlo na prvni pohled zdat. Zdiraznéme ptedem, Ze by
bylo pfinejmensfm pochybné fici, Ze E; je prostor, ve
kterém Zijeme. Takova definice by totiz nemohla byt
podkladem Zddné matematické Gvahy, s takovou defi-
nic{ se prosté feleno nedd pracovat.

Nejlastéji byva prostor E; chiapin jako mnoZina
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prvki zvanych body, kterda mé jisté pevn& stanovené
vlastnosti. Rikdme také, Ze E, je mnoZina bodi vybavens
jistou strukturou. Budovat oviem prostor E, axiomatie-
ky je price nesmirné obtizni. Poprvé se timto problé-
mem zabyval slavny fecky geometr Euklides (365% az
300? pf. n. 1) ve své knize Zdklady. Modernd celou
problematiku vyderpavajicim zpisobem zpracoval ne-
méné slavny némecky matematik D. Hilbert (1862 az
1943) v proslulé knize Grundlagen der Geometrie ( Zdklady
geometrie).

Jisté tekate, jak se s timto problémem vypofidame
v na8i kniice. Cilem této publikace neni konstrukce
euklidovského prostoru Eg a z hlediska naSich potfeb
bude stadit, sezndmfme-li se jen s t&émi vlastnostmi E,,
které jsou pro daldf ddely nutné; to nebude nijak obtizné,
nebot vétdinu téchto vlastnost{ zna étenat ze stiedni
8koly. Skuteénost je oviem takova, Ze geometrie neni
ve stiedoSkolskych udebnicich budovana zcela disledné
a nelze to mit ani za zlé. O hlubsi pohled se pokusime
proto ve 4. kapitole, kde bude naznadena konstrukce
prostoru afinntho a euklidovského pomoci vektorovych
prostort.

1.5. Euklidovsk4 pFimka

Na dané pfimce o zvolime visedku OJ délky 1 (obr. 3).
Bod O déli ptimku o na dvé polopfimky. Poloptimku OJ
nazveme kladnou poloosou o, , poloptimku k ni opaénou
nazveme zdpornou poloosou o_. Kazdému bodu X pfi-
fadime na ose o &fslo z a nazveme je soufadnict bodu X.
Prifazeni provedeme takto:

a) Jeli X €o,, pak 2 = OX.
b) je-li X €o_, pak z = —O0X.
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B 0 J A
Obr. 3. Soufadny systém na p¥imce.

VSechny vnitini body kladné poloosy o, maji proto
kladné soufadnice, viechny vnitini body zaporné polo-
osy o_ maji soufadnice zéporné; bod O ma soufadnici 0
a Hkime mu poldtek soustavy soufadnie. Jelikoz kazdé-
mu bodu X odpovidé jediné realné é&islo a kazdému
realnému ¢&islu jediny bod, mluvime o vzijemnd jedno-
znaéném zobrazeni. Nemiize proto dojit k nedorozumén,
jestlize bod X o soufadnici  napifeme ve tvaru X =
= [z]. Podle této dohody plati pro body v obr. 3

Vzdalenost d libovolnych dvou bodd X =[z], Y =
= [y] je uréena velikosti tisecky X Y. Plati: d = |x — y|.
Neni problémem ovéfit uvedeny vztah, at je poloha
boda X, Y jakikoliv. Pfi zvolené jednotkové tisetce OJ
je &islo d nezavislé na volbé bodu O, budeme proto
Fkat, Ze vzdalenost dvou bodl je nezdvisld na volbd
soustavy soufadnic.

Pro kaidou dvojici bodu X =[z], Y = [y], kde
z <y, a stfed § = [s] tsetky XY plati:

|z —y| T
2

s=x+

_ y—=z x4y
—e+ 1= =252 1y
Je-li # >y, dospéjeme k témuz zdvéru. Piimku o,
o niz jsme dosud jednali, nazyvame euklidovskou piim-
kou E,. Na E, zavedeme dalsi dileZity pojem.

Definice 1.2, Na piimce E; jsou dany tii body
A = [a], B =[b], C = [¢], pFiemz b # c. Cislo (c — a) :
: (¢ — b) nazyvame délicim pomérem uspofadané trojice
bodua A4, B, C a oznadujeme (4ABC); piieme pak
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c—a
(4B0) = pymy o (1.5)
Z (1.5) je vid&t, ze (ABC) je vlastné, snad aZ na zna-
ménko, pomér vzdalenosti AC :BC. Necht a < b;
jestlize (A.BC) < 0, bod C oddéluje body A, B. Kdyz
0 < (ABC) < 1, oddéluje bod 4 body C, B. Pokud
(ABC) = 0, je A = C; a kone¢né piipad (ABC) > 1
znamena, ze bod B oddéluje body 4, C (obr. 4).

(ABC)<0 . 0<(ABCI<1
s —%
(4800 (ABC)>1

A=C - B A 5 ¢

Obr. 4. Délici pomér (ABC).

Vratme se nyni trochu k- planimetrii (obr. 5). M&jme
dvé riznobéziné primky p, p’, které se protinaji v bodé V.
Libovolnymi body 4, B, C (B # C) piimky p vedme
rovnobézky g, || 4. || ¢; tak, Ze tyto rovnobézky protnou
ptimku p’ v bodech A’, B’, C" (B’ # C’). Potadi bodi
A, B, C na p je stejné jako pofadi boda 4’, B, C' na p’;
lezi-li bod C na p mezi body A4, B, pak C' lezi na p’
mezi body 4’, B’ atd. Rovnobézky s ptimkou p’ vedené
body A, C protnou piimky ¢,, ¢, po ¥adé v bodech
C", B’. Z planimetrie pak vime, ze A AC"C ~ A CB'B,
proto AC : BC = A'C’ : B'C". Rekli jsme si jiz, Ze
poméry AC :BC a A'C' : B'C" uréuji po Ffadé — az
snad na znaménko — délici poméry (4BC) a (A'B'C’).
Dokézali jsme tim velmi dilezité tvrzeni:
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Obr. 5. Délici pomdr v rovnobdiném promitdni.

Véta 1.2. Rovnobéinym promitinim se délict pomér
neméni.

Piiklad 1.1. Je-li S stied tsetky AB, pak zfejmé&
(4BS) = —1.

Priklad 1.2. Lezi-li bod M na tseéce AB a plati

AM :BM = 2 :5, pak (ABM) = — =

Piiklad 1.3. Uréete soufadnici bodu C, vite-li, Ze
(ABC) = A, kde 4 # 1.

Redeni: Podle (1.7) mame

cC—a

c—b =45

odtud plyne:
a—Ab
TT1—1
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1.6. Euklidovsky prostor E,

Zvolme v prostoru tfi riznobézky, z nichZ kazdé dvé
jsou vzijemnd kolmsé; jejich spoleény bod oznaéme O.
Na jedné z nich zvolme tsetku OJ, délky 1 a na dvou
zbyvajicich sestrojme body J,, J; tak, aby usetky
0J,, OJ,, OJ, byly shodné. Na piimkich OJ,, OJ,,
0J, miiZeme pak zavést soufadnice bodi naprosto stej-
né, jako jsme t> udé&lali s pfimkou OJ v odstavei 1.5
(obr. 6).

Uspotéddanou &tvefici boda {0, J,, J,, J3} nazveme
kartézskou soustavou soufadnic v E4. Pro ptimky OJ,,
OJ,, 0J,, kterym Fikdme soufadnicové osy, zavedme
tradiéni oznadeni OJ, = z,;, OJ, = z,, OJ3 = z;. Dvo-
jice soufadnicovych os uréuji tii roviny, kterym ¥{kdme
soutadnicové roviny.

——
o
e
——
-

A=la,] ™~
Obr. 6. Kartézskd soustava soufadnic v E;.

Zvolme v E, libovolny bod 4 a vedme timto bodem

roviny, které jsou rovnob&Zné s rovinami soufadnico-

vymi. Pomocné roviny protinaji osy z,, z,, z; v jistych
bodech, které oznadime A,, 4,, A, (obr. 6). Kaidy

2 vektory v geometrli 17



z bodi 4, (¢ =1, 2, 3) ma na své ose z; jednoznaénd
uréenou soufadnici a;. Bodu A jsou jednoznaéné pfifa-
zeny body A4; a tim také t¥i pevna éisla a;. Zvolme obra-
cené na kazdé soufadnicové ose z; bod A; o soufadnici
a;; bodim A; je pak jednoznaéné piifazen bod 4 jako
vrchol jistého kvadru s télesovou dhloptitkou OA4.
Mizeme tedy Fici: V dané kartézské soustavé soufadnic
{0, J,, J,, Jg} je kaZdému bodu A €E, pfifazena jedno-
znacné uspofddand trojice &isel a kaidou wuspofddanou
trojict Cisel je stanoven jeding bod A eE,. Uspofadanou
trojici ¢fsel a,, a,, a; nazyvame kartézskymi soufadni-
cems bodu A4 a pieme A = [a,, a,, a;]. Vobr.6.je A =
= [3; 2; 2]. Dodejme jesté&, Ze bodiim soufadnicovych os
piifadime také tfi soufadnice; dv& z nich jsou vidy
nulové, tfeti je uréena soufadnief bodu na pifisludné ose.
V obr. 6. je 4, = [3, 0, 0), 4, =10, 2, 0], 45 = [0, 0, 2].

Obr. 7. Vzdélenost boda A4, B.
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Zvolme v E, dva rtzné body 4 = [a,, a,, a,], B =
= [b,, b;, b,]. Stfed S tselky AB sestrojime tak, Ze
piimku 4B povaZzujeme na chvili za E, a zdddme, aby
bylo AS = BS. Z odstavce 1.5 vime, Ze poloha bodu §
je uréena jednoznadné. Oznaéime kolmé praméty bodi
A, B, § do soufadnicovych os opét 4;, B, §; (¢ =
=1, 2, 3). Uzitim znamych vét o podobnosti trojihel-
nika zjistime, Ze body S; jsou stfedy tsedek A,B;;
odtud okamzité mame pro soufadnice stiedu § =
= [8, 8a, 85] Usetky AB:

a;+ b;
2

G=1,23). (1.8)

;=

Vzdalenost d libovolnych dvou boda 4, B je pak dina

vzorcem
d = V(bl — ;)% + (b — a5)? + (by — ). (1.9)
K diakazu (1.9) staéi pouzit Pythagorovy véty na
trojihelnik ABA (obr. 7).

1.7. Afinni geometrie pFimky

Dfive, nez se pokusime o presn&jii vymezeni n&kterych
pojmu, vratme se k euklidovské piimce E,, na niz je
zvolena soustava soufadnic {0, J}; fikejme ji kartézska.
Zvolme na E, dvojici riznych bodd O*, J* (obr. 8)
a domluvme se na t&chto pozadaveich:

1. necht kaZdému bodu X = [x] odpovid4a jisté &islo Z,
které vyhovuje rovnici Z = ax 4 f; kde «, § jsou
dana ¢isla, a« £ 0;

2. bodu O* = [0*] at je danou rovnici pfifazeno &fslo
nula, bodu J* = [j*] at odpovida &fslo 1.
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Obr. 8. Afinn{ soufadny systém na pfimece.

Tim jsou jednoznaéné uréeny konstanty «, f. Dosadi-
me-li totiZz za x do rovnice £ = ax + f nejprve o* a pak
1*, ziskdme soustavu rovnic

dj*+ﬂ=1,
z niZ plyne:
1 o*
=g P

Riznost bodd O*, J* ma za nasledek rozdilnost ¢&isel
o*, j*, popsanym zpisobem odpovidd tedy kazdému
bodu X = [x] jediné &fslo

1 o*

z = i* —o* z + o* —j* °

(1.9)

Cisla (1.9) povaZzujeme za jakési nové tzv. afinnt soufad-
nice bodi X. Poditejme pomocf nich délici pomér bodii

A, B, C, ktery oznadime dotasné (4BC). Mame:
cC—a

t—b
1 o* 1 o*
[7'*__0* Ct+ 0_*_?'*] o (7'*_0* e+ o*—j*]

- 1 o* 1 o*
(j*—o*s+ 0*_7'*] - (7'*__0* b+ o*—j*]

cC—a
~ —— = (4B0).

(ABC) =
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Uréeme dale pomoci soufadnic (1.9) vzdélenost d libo-
volnych dvou bodu X, Y:

d=zg—gl =
1 o* 1 o*
- “7’*—0* i 0*—7'*]_[7'*—0* y+ 0*—7'*] -
_ |z —y|
7* —o*|

Zjistili jsme, #e (ABC) = (ABC); délici pomér se ne-
méni a nezavisi proto na vybéru bodia O*, J*. Vzdaile-
nost dvou bodt se viak nezméni pouze v tom piipadé,
kdyz dsetka O*J* je shodnd s jednotkovou tsedkou OJ.

Reknéme, %e méme k dispozici pouze &sla (1.9)
a nezname kartézské soufadnice bodi. Celou vée si
muZeme pledstavit tfeba tak, e ,,absolutni jednotka‘
je ndm utajena. Jakmile zvolime na pfimce E, dva rizné
body O*, J* a ptfifadime jim po fadé &isla 0, 1, mame
v tom okamzZiku na E, definovdnu soustavu soufadnic
{O*, J*}, které budeme ¥ikat afinni soustava soufadnic.
Kartézskd soustava se tedy jevi jako zvla&tni piipad
afinni soustavy soufadnic.

Jestlize nezndme vztah k pivodni kartézské soustaveé
{0, J}, vznik4 piirozené& otdzka, kterym geometrickym
otdzkdm mulzZeme vénovat svou pozornost bez nebez-
pedf, Ze naSe zdvéry budou chybné. Je-li dina afinn{
soustava soufadnic {0*, J*}, ztrici vyznam pojem
vzdélenosti; z naSich uvah viak plyne, Ze se zachovavé
délic{ pomér (ABC). MiZeme tedy porovnavat tisedky
bez znalosti ,,absolutni jednotky‘‘ a vSe je v nejlepsim_
pofidku. Geometrii, kterou muZeme na E, provadét
pomocf afinnich soufadnic, nazveme afinn{ geomelrit

pilmky.
21



1.8. Afinni geometrie prostoru E,

V odstavei 1.7 jsme si dost podrobné ujasnili, co
rozumime afinni geometrii pfimky. Také jsme se jiz
zabyvali euklidovskym prostorem E, a zavedli jsme tam
kartézskou soustavu soufadnic {0, J,, J,, J,}. Pfitom,
zhruba fedeno, je pro nis euklidovskd geometrie v E,
souhrnem definic a vét, které ziskame pii studiu prostoru
E;. V nalich daldich avahdch budeme vidy p¥edpokla-
dat, Ze je dana néjakd pevnd soustava soufadnic
(afinnf & kartézskd). Transformaci soustavy soufadnic
se zabyvat nebudeme, zabralo by to p#ili§ mnoho éasu.
Abychom si v8ak ujasnili, co rozumime afinni geometrii
prostoru E;, musime se na tomto misté transformaci
soustavy soufadnic v jistém sméru zabyvat. Pidu k to-
mu méme v8ak jiZz pfipravenu.

X, -
J A=la]
AJ=[GJJ r/i[\:’ J
s/ P . ‘\\.‘,\
//// K: JJ* ///// 7
// Il S - ///// /
RIS D I’l 7 A ll '
! *
--'JJ ! J* 0 / / -
foYl Ar,=la,]
0 ' I 4 T ! 2 2
—7 / X.
Jp A //' /Nz
=lal]~~< AT A =[5
/ 1= ~~- V/ A=l@] ™~
Xy A,=la,]
- Obr. 9. Afinni soustava soufadnic v E;.

Predpoklidejme, Ze v E; je ddna kartézskd soustava
soufadnic {0, J,, J,, J3} a zvolme &tyfi body O*, J¥,
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$, J3 tak, Ze nelezi v jedné roviné; stejné jako jsme to
udélali v pfedchozim odstavei s pfimkou, prifadme
bodu O¥* ¢islo nula a kazdému bodu J¥ (¢ =1, 2, 3)
gislo 1. Pak lze kazdému bodu X e€E, pfifadit rovnici
2 =ax+ 8 (¢=1,2,3) jednoznaéné uspofadanou
diselnou trojici [Z,, Z,, T3] a &isla Z; nazvat afinnimi sou-
fadnicemi bodu X. Ryze geometricky vypada celd véc
tak, Ze nové soufadnicové osy nejsou obecné vzijemné
kolmé a tisedky O*J} (¢ = 1, 2, 3) nejsou obecné shodné
(obr. 9). Soufadnice libovolného bodu A ziskdime —
stejné jako v piipadé kartézskych soufadnic — pomoci

priméta 4,, A,, A, do soufadnicovych os (srov. odst.
1.6).

Jak jsme ukizali v odstavei 1.5, rovnob&zné promiténi
zachovava délici pomér bodd (ABC). Bez ohledu na
vychozi kartézskou soustavu (tedy bez znalosti ,,abso-
lutni jednotky*) mizeme v E, studovat ty otazky, které
se tykaji vzajemnné polohy geometrickych objekti,
a také viechny vztahy, které lze odvodit pomoci déliciho
poméru. NemuZeme v3ak vénovat pozornost tém problé-
mum, v nichZ vystupuje vzdalenost dvou bodu (tj. veli-
kost tGsedky) a velikost ihlu, nebot tyto dva pojmy spolu
velmi tizce souvisi.

enal si mize piedstavit, Ze se nachazi v této situaci:
Chce studovat vlastnosti prostoru E,, ale ,,zapomné&l*
vzit 8 sebou méfitko a ihlomér. M4 viak jisty ,,pFistroj,
ktery mu dovoluje

a) rozhodnout o vzdjemné poloze dvou pfimek,

b) na ka?dé dané piimce porovnavat usedky pomoci
déliciho poméru,

¢) rozhodnout o vzidjemné poloze piimky a roviny,
dvou rovin atd.

Tyto a jim podobné otazky tvoii afinni geometrii
prostoru E,.
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POZNAMEA 1.1. V matematice se snaZime, aby naSe
tvahy mély co nejsirsi dosah, proto sahame éasto k co
nejabstraktnéjsimu pojeti. V naSem pitipadé jsme zvolili
trochu nazornéj8f ptistup. Bylo by daslednéjsf zavést
jisty afinnf prostor A;, v némz by nebyla definovana tzv.
euklidovskd metrika. Prostor A, by byl obecnéjiim prosto-
rem nez E; a studiem A; bychom automaticky délali
afinni zavéry pro E;, ale také pro jiné prostory, jako je
tzv. Minkowského pfostor apod.

Rekli jsme si oviem jiz na jiném mist?, Ze se v Gvodni
kapitole omezime jen na nutné minimum novych pojmu
z hlediska potieb 2. a 3. kapitoly. Pii definici prostoru
A, se totiz setkavame s obdobnymi potizemi, jako pfi
definici E;. Hloubavéjsimu &tenafi je urdena 4. kapitola,
v niZz je polozen solidnéjdi zaklad pro studium obou
uvedenych prostord.
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