Mnohostény

2. kapitola. Specialni Ctytstény

In: Stanislav Hordk (author): Mnohostény. (Czech). Praha: Mlada
fronta, 1970. pp. 40-63.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/403725

Terms of use:

© Stanislav Horak, 1970

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of
any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for

electronic delivery and stamped with digital signature
V within the project DML-CZ: The Czech Digital

Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/403725
http://dml.cz

2. kapitola

SPECIALNIf CTYRSTENY

1. Ortocentricky ctyrstén

V prvni Cisti této kapitoly si vSimneme ortocentrického
Ctyrsténu. NeZ vSak k nému dojdeme, odvodime nékolik
daleZitych vét.

Véta 1. Cryrstén bud a) nemd Zddny pdr protéjSich hran
k sobé kolmych, nebo b) md prdvé ]eden par protéjsich hran
k sobé kolmych, nebo c) md vSechny t¥i pdry proté_‘]szch hran
k sobé kolmych.

Dikaz (obr. 23). Danému ¢tyrsténu ABCD opiSme
zndmym jiz zpusobem rovnobéZnostén AEBFHCGD
a viimnéme si jedné jeho stény, napi. AEBF. Jeji uhlo-
pfi¢ka 4B je hrana Ctyrsténu A BCD a druhd dhlopficka EF
je rovnobéZnd s hranou CD, tj. s hranou, kterd je k hrané
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AB protilehld. Obdobné tvrzeni plati o uhlopfi¢kich viech
stén sestrojeného rovnob&Znosténu. JestliZe tedy dvé mi-
mobéZné hrany Ctyrsténu jsou k sobé kolmé, projevi se
to tim, Ze i pfisluSné sténové dhlopficky rovnobéZnosténu
jsou k sobé& kolmé, coZ znamen4, Ze dvé stény rovnobé&ino-
sténu jsou rovnostranné rovnobéZniky. Ziejmé to plati
i obracené.

Viimnéme si nyni téchto tfi pfipadu.

a) Dany &tyrstén ABCD nemd 24dné dvé prot&j§i hrany
k sobé kolmé a pak povrch rovnobéZnosténu je sloZen
vesmés z riznostrannych rovnobéZnikd. Obracené, jestlize
povrch rovnob&Znosténu AEBFHCGD je sloZen vesmés
z riznostrannych rovnobé&Zniki, nemd dctyrstén ABCD
?adnou dyojici protéjsich hran k sobé kolmych

b) Necht dany Ctyrstén md prévé jeden pdr proté&jsich
hran k sob& kolmych. Potom opsany rovnob&znostén m4
dve a jen dvé (protéjsi) stény rovnostranné rovnob&zniky.
Bez 1jmy na obecnosti miiZzeme fici, Ze to jsou hrany AB,
CD. Potom vsak povrch rovnobéZnosténu AEBFHCGD
obsahuje pravé dva rovnostranné rovmobéZniky; jsou to
AEBF a HCGD.

Obricené. Necht povrch rovnobéznosténu A EBFHCGD
obsahuje pravé dva rovnostranné rovnob&Zniky. Bez ujmy
na obecnosti feknéme, %e to jsou stény AEBF, HCGD.
To znamena, Ze jejich Ghlopficky 4B, EF jsou k sob& kolmé
a také HG, CD jsou k sob¢ kolmé. Tedy i hrany AB, CD
étyrsténu jsou k sobé kolmé.

¢) Necht v daném Ctyrsténu ABCD plati

AB | CD, BC | AD.

Potom povrch opsaného rovnob&Znosténu AEBFHCGD
obsahuje tyto rovnostranné rovnobéZniky: AEBF, HCGD
a EBGC, AFDH. Plati tudiZ

AE = HC = CG = CE.
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Odtud vidime, Ze i zbyvajici dvé stény naseho rovnob&z-
nosténu jsou rovnostranné rovmnobé&Zniky. (Nemusi byt
nutné shodné s pfedeslymi.) Z toho a z obricené véty odst.
b) plyne, Ze i

AC | BD.

Dany &tyrstén mda kazdé dvé protéjsi hrany navzijem
kolmé.

Ctyrstén, ktery jsme takto dostali, se nazyvé ortocentricky.
A hned si fekneme jednu jeho zajimavou vlastnost; vSechny
hrany rovnobéZnosténu, ktery je opsdn ortocentrickému
Ctyrsténu, jsou shodné, _

Z ptedeslého je patrno, %e podle vzijemné polohy proté&j-
Sich hran ¢&tyrsténu rozdélujeme Ctyrstény do tfi skupin:

a) Ctyrstény, u nich# #ddné dvé prot&jsi hrany nejsou
k sobé& kolmé.

b) Cryrstény, u nichg prdvé dvé protési hrany jsou vzd-
jemné kolmé.
) Ctyrstény, jejich# kazdy pdr prot&jSich hran lesi na
primkdch k sobé kolmych.

Nez pfistoupime k FeSeni pfikladl, pfipomenme si tfi
dileZité véty, tykajici se kolmosti pfimky k roviné a kol-
mosti dvou rovin.

I. Definice kolmosti. Pfimka je kolmd k roviné,
Je-li kobmd ke viem primkdm této roviny.
II. Kritérium kolmeosti. Pfimka je kolmd k roviné,
je-li kolmd ke dvéma riznobéZkdm této roviny.
L. Dvé roviny jsou navzdjem kolmé, jestlige v jedné
2 nich legi primka kolmd k druhé.

P¥iklad 1. JestliZe hrany AB, CD daného cCtyrsténu
ABCD jsou k sob& kolmé, potom té&lesové vysky, jdouci
vrcholy A, B, se protinaji. Podobné se protinaji (ne nutné
v tomtéZ bodg&) i t&€lesové vysky jdouci vrcholy C, D.
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Obricens. Jestlize t&lesové vysky daného {tyrsténu
ABCD, jdouci vrcholy A, B, se protinaji, jsou hrany 4B,
CD navzijem kolmé,

Dukaz (obr. 24). a) Podle pfedpokladu jsou hrany 4B,

Obr. 24

CD k sobé kolmé a proto muZeme hranou AB proloZit
rovinu ¢ kolmou k CD. Ta protne piimku CD v bodé G.
V roviné p musi leZet t&lesovd vysSka Ctyrsténu jdouci
vrcholem A i vrcholem B a ponévadZ obé vy$ky nemohou
byt spolu rovnobézné (proc ?), jsou ruznobé&Zné.

Stejné se dokaZe, Zze i télesové vySky z vrchola C, D
jsou rdznobéZné.

b) Piedpokladejme, Ze t&lesové vySky daného Ctyrsté-
nu ABCD, které prochazeji vrcholy A, B, se protinaji
v bodé V. O vyice AV tedy plati

AV | BCD,
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coZ podle véty I znamen4, Ze
AV | CD.

Stejné& o vysce z vrcholu B plati
BV | ACD = BV | CD.
Dokazali jsme tedy, Ze
CD | AV,
CD | BV.

Pouzijeme-li nyni véty II, znameni to, Ze hrana CD je
kolma k roviné ABV, tj.

CD | ABV.
PouZijeme-li znovu véty I, mdme
CD ]| AB,

jak jsme méli dokazat.

Pfi dikazu jsme milcky pfesli moZnost, Ze by body A4,
B, V neuréovaly rovinu. To vSak by nastalo jediné tehdy,
kdyZ by nékteré stény &tyrsténu byly k sobé kolmé. To
jsme vSak hned na zadtku prvni kapitoly vyloucili.

P¥iklad 2. V ortocentrickém Ctyrsténu prochazeji vie-
chny jeho t&lesové vysky tymZ bodem.

Dukaz. Dany ¢&tyrstén oznmaéme ABCD. Ponévadz
hrany AB, CD jsou vzdjemné kolmé, protinaji se télesové
vysky prochazejici vrcholy A4, B. PonévadZ jsou k sobé
kolmé hrany AC, BD, protinaji se t€lesové vysky z vrchola
A, C. A ponévadz jsou kolmé i hrany AD, BC, protinaji
ve i télesové vysky z vrcholi 4, D. Vysky z vrchola C, D
s B, D a B, C se také protinaji. Tedy kazdé dvé télesové
vySky daného Ctyrsténu se protinaji, a to je moZné jen
v téchto dvou pfipadech:
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a) viechny télesové vysky leZi v téZe roviné;

b) télesové vysky neleZi v té%e roving, ale prochizeji
tymZ bodem. (Ortocentrum Etyrsténu.)

Prvni pfipad nastat nemuZe, nebot by potom vSechny
vrcholy Ctyrsténu leZely v téZe rovin€. Nastane tudiZ druhy
pfipad a tim je naSe tvrzeni dokdzino.

P¥iklad 3. Je dén ortocentricky &tyrstén ABCD. Ukaz-
te, Ze télesovd vyska, jdouci vrcholem A4 (B, C, D) pro-
chazi ortocentrem stény BCD (ACD, ABD, ABC).

Reseni (obr. 24). Hranou 4B proloZme rovinug | CD.
To Ize, nebot hrany AB, CD jsou navzijem kolmé. Rovina o
nutné obsahuje télesovou vysku AA4,, nebot v roviné p
leZi viechny kolmice k roviné BCD, které protinaji hranu
AB. Ptitom (véta I)

BA4, | CD.

To znamen4, Ze pfimka BA4, je vySka stény BCD.

Stejné bychom ukazali, Ze CA, (DA,) je vySka troj-
thelnika BCD, jdouci vrcholem C (D) a odtud vyplyvi,
Ze bod A, je ortocentrem stény BCD.

To, co jsme fekli o vrcholu A, plad i o vrcholech B, C,
D a tak vyslovena véta je dokizana.

P¥iklad 4. Budiz din ortocentricky &tyrstén ABCD.
Je-li V jeho ortocentrum, pak prostorovy pétithelnik
ABCDYV ma tyto vlastnosti:

a) Piimka, spojujici kterékoli dva jeho vrcholy, je kolmi
k roviné uréené zbyvajicimi tfemi.

b) Kazdy vrchol tohoto pétithelnika je ortocentrem
étyrsténu, jehoZ vrcholy jsou zbyvajici Etyfi vrcholy péti-
uhelnika. — DokaZte.

Dukaz. a) Pfimka AV (BV; CV; DV) je kolmi na
sténu BCD (ACD, ABD, ABC), nebot to je vyska daného
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Ctyrsténu, Pfimka 4B je kolma k roviné CDV, nebot je
kolmi ke dvéma riiznobézkim této roviny (véta II). Sku-
tecné tu plati

AB | CD
(je to ortocentricky &tyrstén) a také
, CV | ABD = CV | AB
(véta I). Plati tedy skutené
AB | CDV.

Podobné se d4 dokazat, 2¢ AC | BDV, AD | BCV
a tim je dukaz dokoncen.

b) Bod V je skutetné ortocentrem Ctyrsténu ABCD.
Zde véta plati. Stadi proto dokdzat, Ze A je ortocentrem
Ctyrsténu BCDV.

Télesova vyska Ctyrsténu BCDV z vrcholu B je pfimka
BA, jak jsme si v pfedchozim odstavci dokazali, a k tomu
dodejme, Ze bodem Ize vést k roviné jedinou kolmici.

Podobn¢ vyska z vrcholu C (D) na sténu BDV (BCV)
je pfimka CA (DA) a vySka z vrcholu V na sténu BCD
je pfimka VA. Bod A je tudiZ ortocentrem c¢tyrsténu
BCDV. Tim je vlastné dikaz proveden, nebot to, co plati
o bodu A a &yrstému BCDV, plati i o bodu B (C; D)
a Ctyrsténu ACDV (ABDV; ABCV).

Kazdy trojihelnik, jehoZ opsand kruZnice je &2 = (S; r),
m4 svou kruZnici deviti bodu, kterd prochdzi stfedy stran
trojihelnika a patami vy$ek trojihelnika. Obé kruZnice, tj.
kruZnice % a kruZnice deviti bod maji své stfedy stejno-
lehlosti v prisediku vySek a v t€Zisti daného trojuihelnika.
Koeficient stejnolehlosti je % (Viz Kruznice, Skola mla-

dych matematikd, sv. 16, str. 78, pf. 12.) To, co jsme si tu
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fekli o kruZnici deviti bodd, sta¢i k tomu, abychom v orto-
centrickém ¢tyrsténu urcili kulovou plochu dvandcti bodi.

P¥iklad 5. V ortocentrickém ¢tyrsténu existuje kulovd
plocha, ktera obsahuje stfedy vSech hran a paty sténovych
vysek. (Tzv. prvni kulovi plocha dvanicti bodu.) Jeji stfed
splyva s t€Zistém daného Ctyrsténu a jeji polomér je roven
poloviné poloméru kulové plochy, kteri je opsina danému
Ctyrsténu.

Dukaz (obr. 25). a) Mé&me dén ortocentricky étyrstén

D
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ABCD a v jedné jeho sténé, napf. v ABC, sestrojme kruZ-
nici &, deviti bodi. Vime, Ze prochizi stfedy A’, B’, C’
hran BC, AC, AB a patami V;, V,, V, vysek, sestrojenych
po fadé vrcholy 4, B, C ve sténé ABC. Stfedem O, hrany
AD a kruZnici %, je urcena jedind kulové plocha %' (bod
O, neleZi s kruZnici &, v téZe roving), ktera je rovinou A BD
protata v kruZnici k,. Tato kruZnice obsahuje stfed C’
hrany AB, stfed O, hrany AD a patu V, sténové vysky
z vrcholu D na hranu AB. Témito tfemi body je viak
urcena kruZnice deviti bodd v trojihelniku ABD a poné-
vad? tfemi body, které neleZi v pfimce, je uréena jedind
kruZnice, je kruznice k, kruZnici deviti boda v trojuhelniku
ABD.

Podobné ukiZeme, Zze plocha y' protina sténu ACD
(BCD) v kruZnici deviti boda &, (k,) leZici v této sténé.
PonévadZ tyto kruZnice prochizeji stfedy hran AC, AD,
CD, BC, BD a patami sténovych vySek, prochazi témito
body i kulové plocha y'. Tim je vyslovena véta dokizdna,

b) V obr. 25 je V, ortocentrum stény ABC a splyva
s pravouhlym primétem D, vrcholu D do roviny ABC.
Body T, a S, jsou po fadé téZisté a stfed opsané kruZnice
trojuhelnika ABC. Vime, Ze T, lezi mezi S, a V, a Ze plati

V,T, = 2.T,S.

Oznaéme S’ stfed kruZmice &, deviti bodd. Bod T, leZi
mezi body S’ a S, a plati o ném

T4S4 == 2 . S, T4
a proto S’ je stfed usecky V', S,. Politejme dale
1
2
Stied S prvni kulové plochy dvandcti bodi leZi na kolmi-

7L L 1
ST4=7 T,S5,= N .V4T4=T VT (a)
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ci, sestrojené v bodé S’ k roviné ABC. Podle vysledku (a)
prochazi tato kolmice t¢Zi§tém T daného Ctyrsténu.

Stejnou Gvahu miZeme provést i pro dalsi stény daného
Ctyrsténu a z toho pak plyne, Ze stfed S kulové plochy '
splyva s t€ZiStém T Ctyrsténu.

¢) Polomér plochy x’ je roven poloviné poloméru kulové
plochy opsané danému ¢tyrsténu, coz plyne z pied-
chazejicich tivah.

Piiklad 6. V ortocentrickém Ctyrsténu existuje kulovd
plocha, kterd obsahuje téchto dvanict bodii: ortocentra
viech Ctyf stén; t€ZiSte¢ vSech Ctyf stén; body, které déli
v poméru 2 : 1 useCku, omezenou ortocentrem Ctyrsténu
a vrcholem cryrsténu, pfi ¢emZ vétsi dil je pfi vrcholu.
Polomér této kulové plochy je roven jedné tfeting polo-
méru kulové plochy, opsané¢ danému Ctyrsténu. (Tato
plocha se nazyva druha kulovd plocha dvanicti bodi.)
DokaZte vyslovena tvrzeni.

Obr. 26a

49



Dukaz (obr. 26abc). Nejprve ukdZeme, Ze na kulové
plose y, ktera je opsana danému Ctyrsténu ABCD, lezi
osm vyznanych bodi (kromé vrchold) a teprve potom
dokdZeme vyslovenou vétu.

Tézisté stén ABC, ABD, ACD, BCD oznalime po
fad¢ T,, T,, T,, T,. Paty vysek, sestrojenych vrcholy A4,
B, C, D na prot¢jsi stény, oznalime po fadé V,, V,, V,, V,.
Tyto ¢tyti body jsou zdroven ortocentry jednotlivych stén.
Ortocentrum daného Ctyrsténu oznacime V.

a) Prasetik oteviené polopfimky AV, s plochou g
ozna¢me V’,. Oteviend polopfimka DV, urCend sténovou
vyskou DV, protne hranu BC v bodé P a kulovou plochu x
v bodé K. (Obr. 26 a.) Bod K; — ponévadz leZi v roviné
BCD — je nutné bodem kruZnice k,, kterd je opsdna troj-
thelniku BCD a je fezem plochy y rovinou BCD. Tu
plati

P Vl == P Kl'

(Viz Krugnice, Skola mladych matematiki, sv. 16, str. 17,
pi. 8.) Oteviend polopfimka AV, protne hranu BC v bodé
P a plochu x v bodé€ K, o némz plati (podobné jako o bodu

Ky)
PV4 == PK4.

Rovina ADP protind nasi kulovou plochu v kruZnici (obr.
26 b), kterd prochazi body A4, D, V’,, K,, K,. Pravothlé
trojihelniky V K,V’,, VPV jsou podobné, nebot

a) < ADK, = < AV'|K,,
b) % VPV, = 90° — s ADK|,
S ViKWV, = 90° — & AV’ K.
Z poslednich dvou rovnic plyne
X VPV, = x VK, V',
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Obr. 26b

a zminéné dva trojuhelniky jsou podle toho skuteéné po-
dobné. Jejich strany, které si v podobnosti odpovidaji, jsou
pak umeérné:

VVI :PVI - VlV’l . VIK]_.
MiiZzeme tudiZ fici, Ze podobnost mezi obéma trojuhelniky
ma koeficient podobnosti rovny 2. Jinak: Bod V), je obra-
zem bodu V', ve stejnolehlosti se stfedem v bod¢ V

a koeficientem % .

Stejnym zpisobem se provede dikkaz pro body V, V,,
Vg VyVay Vg V, Vo V7, :

b) Na polopfimce VT, na prodlouZeni za bod T;, se-
strojme bod T, tak, aby (obr. 26 a)

TlTll = 2. VTI.
Diéle ozna¢me S, stfed kruZnice k, opsané trojtihelniku
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BCD. Kolmice o v ném sestrojend k roviné BCD (je rovno-
béznd s pfimkou V'V,) prochdzi sttedem S kulové plochy
1. Body V, T}, S, lezi na Eulerov¢ pfimce e, trojihelnika
BCD. (Viz Krugnice, str. 84, cvi¢. 6, obr. 46.) TudiZ bod
T, lezi mezi S; a V, a plati

VlT]_ = 2.SIT1. (a)
S 1,
AN K
~
~
o 0
\\\
\\
~
\\q a
"~
~
~
~ 4
2] AN Y
) | ™
C, ~
\\#
Obr. 26¢

Na obr. 26c mame znizornény detail v roviné oV/,. Tato
rovina obsahuje ortocentrum V a body Ty, T',. (T, lezi
na pfimce V'T,.) PriaseCik ptimky o s pfimkou V'T’; ozna¢-
me Q. Potom je

VT’I == 3. VTI. (b)

Z podobnosti trojuhelniki QT.S,, VTV, a ze vztahi
(a), (b) plyne

VQ=VT, + T,Q0 = VI, — o VT, = —Z VT, =
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3 1 , 1 ,
=5 -3 VT, = 3 VT,
Vidime odtud, Ze pfimka o prochdzi stfedem usecky VT,
a ponévadZ pfimky o, VV’; jsou vzdjemné rovmobé&Zné,
prochazi i sttedem tsecky T',V’,. Body T",, V', jsou tudiZ
soumérné sdruZené podle pfimky o, coZ znamen4, Ze bod
T’, leZi na kulové ploSe y, nebot tato plocha je soumérni
podle kazdého svého priméru.

Obdobné miZeme dokizat, Ze na kulové ploSe y leZf
ibody T', T',, T',.

Shrneme dosavadni vysledky. Na kulové plose y leZi
kromé& vrchola A4, B. C, D téchto dalsich osm bodu:
Vi Ve Ve Vi Ty Ty T, T,

Ortocentrum V daného &tyrsténu povaZujme nyni za
stfed stejnolehlosti s koeficientem 3 Tim zminénych osm

bodu pfejde v body V,, V,, V;, V, (ortocentra jednotli-

vych stén); T,, Ty, T,, T, (t&%ist¢ jednotlivych stén).

Vrcholy ¢tyrsténu prejdou po fadé do bodd 4, B,, C,,

D,, které leZi na télesovych vySkach Ctyrsténu, a to tak, Ze
VAlzéVA, VB, = %VB, o

Pfi tom bod A4, leZi mezi body A4, V, bod B, leZi mezi body

B, V atd.

V dané stejnolehlosti kulové plose y odpovidd kulova
plocha y,, jejiz stfed S; je v nasi stejnolehlosti obrazem
stfedu S plochy x. Opét plat

1

VSI = ? VS,

kde S, lezi mezi body V, S. Polomér plochy yx, je roven
tfeting poloméru plochy .
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2. Ctyrst&n, jehoZ protéj$f hrany jsou shodné

Tento Ctyrstén ma nékolik péknych, jednoduchych a snad-
no dokazatelnych vlastnosti, z nichZ si nékteré uvedeme.
Zalpeme prikladem, ktery zdanlivé s naSim Ctyrsténem
nesouvisi.

P¥iklad 7. Je din kvidr ABCDEFGH. Trojuhelnik,
sestrojeny z jeho tfi riiznych sténovych uhlopfi¢ek (napf.
trojihelnik BEG), je ostrouhly. DokaZte.

Dikaz (obr. 27) provedeme pro trojithelnik BEG, nebot

ostatni trojihelniky (sestrojené ze tfi riiznych sténovych
thlopfitek) jsou s nim shodné.
Délky hran kvadru stru¢né oznaime

AB=1x, AD=1y, AE = z.

54



Potom
BG=a= |3+ 2,
BE=b=]|x+ 22,
EG=c=]x+3.
Ozna¢me jesté
a = < EBG,
pfi¢emZ
0° < a < 180°.
V trojahelniku BEG plati kosinova véta:
EG? = BE? + BG* — 2.BE.BG.cos a.

Po dosazeni z dfive&jsich rovnic a po kratsi apravé dojdeme
k vysledku

22
2ab
Odtud jiZ plyne sprivnost vyslovené véty, nebot
22> 0, ab> 0,

Cos a =

a tudiZ i cos a > 0 a ihel a je ostry.

Stejnym zpisobem by se provadél dikaz pro zbyvajici
dva uhly trojuhelnika BEG. Tim je také dikaz véty pro-
veden.

Véta 2. Rovnobésnostén, ktery je opsdan Etyrsténu, jeho#
prot&jsi hramy jsou shodné, je kvddr. Obrdcené. Cryrstén,
vepsany kvddru, md tu vlastnost, Ze jeho protéisi hrany jsou
shodné.

Dikaz (obr. 27). Mé&me dany Ctyrstén BDEG, jehoZ
protéjsi hrany jsou shodné, tj. plati
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BD = EG, BG = DE, BE = DG

a opiSte mu znimym zpusobem rovnobéZnostén
ABCDEFGH. Vime (str. 19), Ze hrany Ctyrsténu jsou
sténovymi uhlopfickami opsaného rovnobéZnosténu. Po-
névadz

EG = BD = FH,

plyne z toho, Ze st¢tny ABCD a EFGH jsou pravouhlé
rovnobéZniky. Obdobné se d4 ukdzat, Ze pravouhlé rovno-
bé&Zniky jsou i stény BCGF, ADHE a ABFE, DCGH.

Méjme obricené kvidr ABCDEFGH a jemu vepiime
étyrstén BDEG. Je snadné dokdzat, Ze pro tento Ctyrstén
plati

BD = EG, BG = DE, BE = DG.
To ptenechavim pili Ctenara.
V&ta 3. Cryrstén, jehoZ prot&j§i hrany jsou shodné, je
omezen ostrothlymi trojihelniky navzdjem shodnymi.

Dikaz obou &asti véty je tak jednoduchy, Ze jej kazdy
Ctendf bez obtizi provede.

Pi#iklad 8. DokaZte, Ze pfimky, spojujici stfedy protéj-
Sich hran C&tyrst®nu, jehoZ protéjsi hrany jsou shodné,
jsou kolmé k tém hranim, které puli. (Pfimky, spojujict
stfedy prot&jSich hran, se nazyvaji stfedni pficky.)

Reseni (obr. 28). Ctyrstén, jeho? protéjsi hrany jsou
shodné, oznatime ABCD. Stedy hran AB, BC, CD, DA
ozna¢ime postupné K, L, M, N. Z véty sss o shodnosti
trojihelniki plyne, Ze

AN ABC ~ A BAD

a potom i sobé odpovidajici téZnice jsou shodné. Tak napf.
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Obr. 28

KC = KD,
a tudi? trojihelnik CDK je rovnoramenny. Pfimka KM
je v tomto trojuhelniku osa soumérnosti a je tedy

KM | CD.

Podobné v trojihelniku ABM plat
KM | AB.

PonévadZ u ostatmich dvou stfednich pfi¢ek se dikaz
provadi stejng, je dikaz vyslovené véty proveden.

Pt#iklad 9. DokaZte. T&Zist¢ Ctyrsténu, jehoZ protéjsi
hrany jsou navzijem shodné, splyva s prisefikem stfed-
nich pfi¢ek. VSechny télesové téZnice jsou navzijem
shodné.

Dikaz (obr. 29). a) Oznaceni ponechime z pfikladu 8.
— Te&Zznice DL trojihelnika BCD a téZnice AL trojihelnika
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Obr. 29

ABC uréuji rovinu, kterd obsahuje jednak t&Zist¢ T da-
ného Ctyrsténu, jednak stiedni pficku LN a tudiZ i pri-
setik O viech tfi stfednich pfi¢ek. Avsak body T, O leZi
v kazdé roviné, uréené dvéma riznobéZnymi t&€Znicemi.
Diisledek toho je, Ze oba tyto body splyvaji. Popsané ro-
viny maji spoleny jediny bod.

b) Ze shodnosti trojihelnikd ABC, DCB plyne i shod-
nost st&novych téZnic

AL = DL,
Oznalime-li T,, T, t&Zi§té stén BCD, ABC, plad téZ
LTI = LT4.

Dile je
AN ALT, ~ A DLT,
podle véty sus, nebot
a) AL = DL,
b) LT, = LT,
c) X ALT, = < DLT,
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(je to uhel spoletny ob&éma trojuhelnikim). Odtud pak
méme

ATI = DT4.
Podobné se da ukdzat, Ze
AT, = BT, = CT,= DT,,

kde T,, T, jsou t&zisté stén ACD, ABD. Tim je viak vy-
slovené tvrzeni dokdzino.

P#iklad 10. Viechny télesové vysky Ctyrsténu, jehoZ
protéjsi hrany jsou vzdjemné shodné, jsou shodné.

Dikaz, Télesové vySky daného ¢étyrsténu ABCD, se-
strojené z vrcholi A, B, C, D oznaéme po fadé v,, v,,
T3, v4 Objem V &tyrsténu je pak

= (ABC)v, = (ABD)v, = (ACD)v, = (BCD)v,.
Ale obsahy stén si jsou rovny a tudiz
Uy =V3 =0, =17,

jak jsme méli dokdzat.

P¥iklad 11. DokaZte, Ze stfed kulové plochy opsané
Styrsténu ABCD, jeho% protéjsi hrany jsou shodné, splyvi
se stfedem kulové plochy vepsané danému C&tyrsténu a je to
pruselik stfednich pficek Ctyrsténu.

Dikaz. Vime, Ze t&€Zi§t¢ T daného Ctyrst€nu splyva
s pruseCikem O stfednich pfiek Ctyrsténu. Tento bod,
s ohledem na vétu o t#Zisti a na vysledek pfikladu 8, md
ode viech stén Ctyrsténu tutéZ vzdalenost rovnou % v, kde
v je télesova vyska Ctyrsténu. Je to tedy zdroved stfed
kulové plochy vepsané ctyrsténu ABCD.

VSechny télesové téZnice Ctyrsténu jsou shodné. Té-
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2i$té& T mad tedy od vSech vrcholl étyrsténu tutéZ vzdélenost

rovnou % téZnice ¢tyrsténu. To znamend, 2e bod O = T

je zdroved stfed kulové plochy opsané danému ¢&tyrsténu.

3. Zavéreéné poznamky

1. Tak jako trigonometrii rozumime vypodet prvki troj-
dhelnfku z prvki danych, tak tetraedrometrii rozumime
vypocet prvkﬁ Ctyrsténu z danych Sesti prvki. Uvadime
zde &islo Sest, nebot Ctyrstén je urCen Sesti (na sob& ne-
zdvislymi) prvky. Jen pro za]imavost si uvedeme, jak se
matematikové pokouseli odvodit rizné funkce pfimo ze
Ctyrsténu, nezavisle na goniometrickych funkcich. Uve-
deme zde definici tzv. stranové funkce sinus.

Méjme dany étyrstén ABCD a kolem jeho vrcholu D
opisme kulovou plochu poloméru r. Ta protne hrany DA,
DB, D( po fadé v bodech K, L, M (obr. 30). Potom stra-




novy sinus trojhranu*) D(ABC) = D(KLM) je definovian
jako pomér Sestinisobného objemu Ctyrsténu D(KLM)
a objemu krychle o hrané délky ». Tak napf. stranovy
sinus trojhranu pfi vrcholu pravidelného Ctyrsténu o hrané
délky a je

1 5 2
6.ﬁa31/2:a3=v7.,

2. Bylo by jist¢ zajimavé zjistit, kdy dva Ctyrstény jsou
shodné. Takovych vét o shodnmosti, které by vycerpaly
viechny moZnosti, by bylo jist¢ podstamé vic neZ vét
o shodnostd dvou trojahelniki. To dosud ¢ekd na svého
objevitele.

3. Jesté bychom se zde méli zminit o zborceném
¢tyfahelniku. Je to &tyFahelnik, jehoZ vSechny vrcholy ne-
leZi v téZe roviné. Oznacéme jej ABCD. Potom useCky AB,
BC, CD, AD jsou jeho strany, Gseéky AC, BD jsou jeho
uhlopfi€ky. M4 Fadu vlastnosti, které znime z rovinného
&tyfuahelnika, Uvedme aspon nékteré.

Oznatme délky stran, dhlopfiek a stfednich pEi¢ek
postupné a, b, ¢, d, e, f, r, s. Pak plati

e2 +f2 — 2(,.2 + 52),
a®+ b+ ¢+ d? = ¢ + f2 + 4.EF?,
kde E, F jsou stfedy uhlopficek.

Velikd pozornost byla vénovina zborcenym Ctyrahel-
niklim, jejichZ strany se dotykaji kulové plochy. O délkich
stran pak plati (podobné jako o délkich stran te¢nového
étyfahelnika)

at+c=b+d.

*) Definice trojhranu je na str. 65.
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Cviéeni

1. Je dén ¢&tyrstén ABCD, v némz ABD | ABC,
ABD | ACDataké ABC | ACD. (Struiné fikime, Ze to
je étyrstén trojnasob pravouhly.) UkaZte, Ze je ortocent-
ricky. — Je kazdy par protéjsich hran k sob& kolmy ? Kde
leZi jeho ortocentrum? Je tu obdoba s pravouhlym troj-
uhelnikem ?

2. V ortocentrickém ¢&tyrsténu ABCD, ktery neni troj-
nédsob pravouhly, plati AB = CD. Ukazte, Ze tu jde o pra-
videlny Cétyrstén.

3. Ctyrstén ABCD ma vysku DD,, jejiZ pata D, je pra-
seCikem vysek stény ABC.

a) DokaZte, Ze tento Ctyrstén je ortocentricky.

b) UkaZte, Ze existuji tfi rizné roviny, které dany &tyr-
stén protinaji ve &tvercich.

c) Sestrojte jeden z téchto &tvercd, je-li dano AB =
=6cm,BC=7cm, AC =8 cm, DD, = 10 cm.

4. Nutna podminka pro to, aby dany Ctyrstén byl pra-
videlny, je: Existuji tfi rdzné roviny, které dany Ctyrstén
protinaji ve &tvercich. Je to podminka postacujici?

5. Sit Ctyrsténu, jehoZ protéjsi hrany jsou navzdjem
shodné, je sloZema ze C&tyf shodnych ostrouhlych troj-
uhelnikl. DokaZte.

6. Dany ostrothly trojihelnik rozdélte stfednimi pfié-
kami na ¢tyfi shodné trojahelniky, které tvori sit Ctyr-
sténu, jehoZ protéjsi hrany jsou shodné. DokaZte. — Mu-
Zeme fici, Ze povrch Ctyrsténu, jehoZ protéjsi hrany jsou
shodné, se da do roviny rozvinout v ostrouhly trojuhelnik ?

7. DokaZte: Soucet vzdilenosti libovolného vnitfniho
bodu ¢tyrsténu, jehoZ proté)si hrany jsou shodné, je od stén
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Ctyrsténu konstantni a je roven délce télesové vysky
tohoto &tyrsténu.

8. Pravouhly pramét vrcholu D &tyrsténu ABCD, jehoz
protéjsi hrany jsou shodné, do roviny ABC je prusedik
vysek trojithelnika, ktery vznikne otoenim stén ABD,
ACD, BCD kolem hran (po fad€) 4B, AC, BC do roviny
ABC.

9. Jsou diny délky g, b, ¢ hran ¢tyrsténu, jehoZ protéjsi
hrany jsou vzijemné shodné. Vypoététe:

a) délky stfednich pfi¢ek étyrsténu;

b) velikost uhld protéjsich hran.

10. Ve cCtyrsténu, jehoZ protéjsi hrany jsou vzdjemné
shodné, maji stfedni pficky délky rovné nejvyse 1. UkaZte,
Je délky hran tohoto Ctyrsténu majf pak délky nejvyse
rovné /2. (Pokyn: Opiste danému &tyrsténu kvadr.)
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