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5. kapitola

POLYNOMY JEDNE NEURCITE

Vyjdeme z né&jakého okruhu M s jednotkovym prvkem
a vezmeme dal$i prvek x, o ném2 budeme p¥edpoklidat,
%e nepatfi do okruhu M. Budeme se snaZit sestrojit pokud
moZno nejméné obsainy okruh M [x], ktery obsahuje
viecky prvky okruhu M a mimo to jeSté prvek x. Slovy
»hejméné obsaZny okruh® rozumime takovy okruh M [x],
ktery md tu vlastnost, %e kaZdy jiny okruh, ktery spliiuje
vyslovené poZadavky, ho obsahuje. Existence takového
okruhu neni pfedem nikterak zfejmd a je vlastn€ hlavnim
vysledkem nésledujicich tvah.

PonévadZ M [x] md byt okruh, musi to byt komutativni
grupa vzhledem k sCitdni a kromé toho v ném musi byt
definovdno ndsobeni kterychkoli dvou jeho prvkia. Musi
v ném tedy byt obsaZeny kromé& prvku x i viechny souiny
vzniklé opakovanym ndsobenim prvku x, tj. souéiny

xx=x% xx.x=x% xx.x.x=xt
atd. K tomu muaZeme je$t& pFipojit
xl=x x0=1,

kde 1 je jednotkovy prvek okruhu M [x]. Pon&vadZ jde o na-
sobeni v okruhu M [x], které je komutativni a asociativni,
jsou prvky x" mocniny prvku x s pfirozenym exponentem
a plati pro n& vzorce uvedené ve vété 8 a v pHkladu 24.
Dile musi byt v okruhu M [x] obsaZeny v3ecky souliny
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prvki pavodniho okruhu M a kterékoli mocniny xi, tj.
prvky
kde a; e MaieN,.

Konefné musi byt v okruhu M [x] obsaZeny t viecky

soulty prvkd tvaru aixi, tj. prvky

ag + ayx + ax® + ax® + ... + aex’,
kde aq, ay, ay, ag, . . ., ar jsou prvky okruhu M; pfitom
piSeme agx® = a,.1 = ay, a\x! = a,x podle definice moc-
niny s exponentem 0 a 1. Cislo r je prvek mnoZiny N, viech
pfirozenych Cisel (véetné nuly); pro r = 0 md pfislu$ny
prvek okruhu M [x] tvar agx° = a,.

Tato uvaha ndm ukazala, které prvky musi mnoZina
M [x] nutné obsahovat; dosud v3ak nevime, nemusi-li
obsahovat jeSté né&jaké dalsi prvky, chceme-li, aby byla
okruhem. Nejprve vsak prostudujeme, které vlastnosti
maji prvky, o nichZ jiZ vime, Ze pat¥i do M [x].

Ptedeviim je tfeba si uvédomit, Ze jsme sice jiZ od po-
¢4tku této uvahy uZivali v naSich zdpisech znakl séitdni
a ndsobeni, ale viibec jsme nedefinovali, co midme rozumét
s¢itdnim a nasobenim v okruhu M [x]; naSe dosavadni
zipisy jsou prozatim jen prazdné formy bez konkrétniho
obsahu. To musime napravit.

Pfi svych tivahich jsme vySli z jakéhosi okruhu M,
ve kterém ovSem je definovdno séitini i ndsobeni; kromé
toho z véty 8 vime, jak se ndsobi mocniny prvku x s pfiro-
zenym mocnitelem. Tyto na¥e znalosti ndm umoZni defi-
novat sCitdni a ndsobeni mezi dosud znimymi prvky
okruhu M [x].

Ponévad? jde o okruh, musi v ném byt sCitdni a nisobeni
komutativni a asociativni a kromé& toho musi byt ndsobeni
distributivni vzhledem ke scitdni. Jsou-li tedy

ay +ax +ax®+ax*+ ... +ax" = A,
b0+b1x+b2x2+b3x3+ PR +b3x’=B

aixt,
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dva prvky mnoZiny M [x], musi pro jejich soudet za pfed-
pokladu, Ze s = r, platit

(ag + ayx + apx® + ... + arx”) + (by + byx + bx® +
+ oo+ bex") = (ag + by) + (a1x + byx) + (ax® +
+ 5x%) + ... + (arx” + &™) = (ap + bo) + (a1 +
4+ b)) x + (@ + b)) x2 + ... + (ar + br) x".

Pfedpoklad s = r neni na zdvadu obzcnosti; kdyby bylo
napfiklad s < r, mohli bychom v druhém prvku doplnit
dal$i s¢itance tvaru 0.xt = O pros <i < r.

Obdobné dostdvime pro soudin

(@0 + ayx + asx®+...+ arx") (bg+ byx + box® +. ..+ bex?) =
= aobg + a1box + azbgx® + . .. + arbpx” +
+ aghyx + aybix? +abx®+ . .. +arbxrti 4
+ aghex® + aybox® + asboxt + ... + athxtt2+

e +
+ ﬂobaxs + alnga+1 + azng‘.H_z + - + a,»b,x"’f" =
=cotoxt+ex2tex®+ ... ... + criaxTte,

kde
o = agby, €1 = arby + aobys ¢ = azhy + a,b; + aghy,
Cs = asbo + a2b1 + albz + aoba, ceoyCryg =— arbg.

Pfitom je prvek ¢; vyjaddfen jako soudet viech moZnych
soudinit ajbi, kde j + k= 1.

V&ta 9. Budi? ddn okruh M s jednotkovym prvkem
a prvek x, ktery do okruhu M nepatfi. Budi? dile M [x]
mnoZina viech prvki

g+ ayx + a, x>+ ... + arx’,
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kde ay, a,, ay, . . ., ar jsou prvky okruhu M. Je-li v mnoZiné
M [x] definovano séitdni vzorcem
(@p + ayx + apx®* + ... + arx™) + (by + byx + byx® +
et b = (ag + o) + (@ + b)) ¥ + (@ + b
+ P 4— (ar + br)xr
a ndsobeni vzorcem
(@g + ayx + apx® + ... + arx") (by + byx + bpx® +
oo bext) =co tox F cx? L.+ CrsxTS,
kde ¢y = aobos €1 = arby + aghy, €3 = asby + a1by + agbs,
...y Crys = arbs, je mnoZina M [x] okruh.

Dukaz. Nejprve je tfeba ovéfit, Ze to, co se ve vété 9
nazyva sCitdinim a ndsobesnim, je opravdu hodné téchto
ndzvi, tj. Ze tyto vykony spliiuji poZadavky vyslovené
v definici 7.

Z vyslovené definice je pfedevsim patrné, Ze ke kazdym
dvéma prvkim mnoZiny M [x] existuje v této mnoZing
jejich soucet i soudin.

Komutativnost séitini se ov&H okamZité: obratime-li
pofadi s¢itanca A, B, obriti se 1 pofadi s€itanct ve vyra-
zech a; + by, ale to nemd vliv na vysledny soudet, nebot
vokruhu Mje b; + a; = a; + bi. Jetedy A + B= B + A.

Obdobné tvrzeni plati i pro souin: zdménou pofadi
¢initeld 4, B se ve vyrazu pro ¢; zaméni pouze pofadi
s€itancd, z nichZ je prvek ¢; tvofen, nebot v okruhu M je
bra; = ajby. Proto je AB = BA.

Ani ovéfeni asociativnosti s¢itdini nepusobi potiZe. PFi-
bereme-li k danym prvkim A4, B je$té prvek

Co + 61X + cx2 + ... + cxt = C,

pak soulet (4 + B) + C m4 séitance tvaru [(a; + &) +-
+ ¢i]xi a soulet 4 + (B + C) séitance tvaru [a; + (b +
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+ ¢1)]xi, ale to je totéz vzhledem k tomu, Ze v okruhu M je
(a¢+bi)+ci—ai+(b, + ¢;). Protoje (4 + B) + C =

— A+ (B +C).

Ponékud slozit&j§i je ovéfeni asociativnosti ndsobeni.
PonévadZ v souCinu AB je mocnina x* doprovazena souc-
tem vSech moZnych sitancl tvaru asby, kde j + &2 =1,
je v soufinu (AB)C mocnina x* doprovizena soultem
viech moZnych séitanci (ajbr)ci, kdej + k=14,i + 1= h,
neboli j + &2 + / = h. Podobné v sou¢inu BC je mocnina
xm doprovazena souctem viech moZnych s¢itanci bxci, kde
k + I = m; musi tedy byt v soudinu 4 (BC) mocnina x*
doprovdzena souctem vSech moZnych séitanct aj (bxc:),
kde k+1l=m, j+m=nh, Cli zase j+k+1=h
Avsak v okruhu M je (asbr)e; = a; (biei); proto také souet
viech moZnych séitanch tvaru (a;bx)c;, kdej + &2 + I = h,
je roven sou¢tu viech moZnych s¢itanci tvaru a; (bgc;), kde
opetj+k+ 1= h takZe (AB)C = A(BC)
sCitdni. V soudinu (4 4+ B)C je mocnina x! doprovizena
soultem vSech moZnych séitancli tvaru (a; + bj)ck, kde
j+ k2 =1,avsouCtu AC + BC je u x! soulet viech moz-
nych vyrazl ajcx + bjcx, kde zase j 4 & = i. Ale v okruhu
M je (a; + by)ex = ajex + bick, a proto je (A 4+ B)C =
= AC + BC.

Tim jsme ukdzali, Ze jsou splnény vSecky poZadavky
z definice 7 a %e mnoZ%ina M [x] s uvedenyrm operacemi je
polookruh. Abychom ukazali, Ze to je okruh, musime podle
definice 8 ovéfit, Ze tvofi aditivm’ grupu, tj. podle definice
6, 2e v polookruhu M [x] existuje nulovy prvek a Ze ke
kaZdému jeho prvku existuje opaény prvek.

Nulovym prvkem polookruhu M [x] je prvek

0=0+4+0.x+0.x24+ ... 4+0.x,

nebot podle definice s¢itdni je
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A+0  (a, ~ 0) + (a — O)x + (a, -+ O)x*

+(ar +0x" =4
Tento nulovy prvek je ovSem totoZny s nulovym prvkem
okruhu M, nebot M < M[x] a nulovy prvek muZe byt
podle véty 1 nejvys jeden.

Opaény prvek k prvku A4 vidy existuje a je jim prvek
A= (—a) F(~a)x+(—a) @ +...+ (-a)¥,
nebot

A+ (—A)=1[a, + (— a)] + [a, + (- a)l x +

+las+(—a)lx®+ ... + [ar + (— a)] x" =
:0+0.x+0-x2+ —|—0xr::

Tim jsme ové&fili, Ze mnoZina M[x] s uvedenyrm opera-
cemi je skute¢n& okruh. Zaroven je vidét, Ze tento okruh
M[x] je nejméné& obsaZny ze vSech okruhi, které obsahuji
viecky prvky okruhu M a mimo to jesté& prvek x. Kazdy
takovy okruh totiZ musi podle toho, co jsme fekli na pocitku
tohoto &ldnku, obsahovat viecky prvky

ay+ ax + ax® 4+ ... 4+ amx’,
a ty okruh M[x] skute¢né obsahuje. Mé-li byt co nejméné
obsaZny, nesmi uZ obsahovat Zidné dal$i. Je tedy okruh
M[x] skutecné ten, jehoZ nalezeni jsme si poloZili za cil
na pocatku tohoto ¢ldnku.

K nalezenym vysledkiim je$t¢ pfipojime n€kolik dodatk.

ProtoZe je M[x] okruh, existuje v ném podle véty 3
rozdil 4 — B kterychkoli dvou prvki 4, B a je
A—B=A+ (-~ B)=[a,+ (— b)] + [a, + (— b))}x +

+ [az + (— 6)]x* + ... + [ar + (— &)lx" =
= (@0 — bo) + (@, — bx + (@ — b)) + ... +
+ (ar — b)x".
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O okruhu M v celém tomto ¢lanku pfedpoklidame, Ze
m4 jednotkovy prvek. Proto i okruh M[x] m4 jednotkovy
prvek a je jim prvek

1=14+0.x+0.x>+4 ... 4 0.x".
Pro B=1totiZje by, =1,b, =b,= ... = by = 0, takZe
v soulinu 4.1 se souet viech s¢itanch asby, kdej 4 b = 4,
ktery je u mocniny xi, redukuje na jediny prvek a;b, =
= a;.1 = ay, kdeZto viecky ostatni s¢itance tohoto souctu
jsou nulové. Je tedy
Al =ay+ ax + a,x> + ... - arx" = A.

Tento jednotkovy prvek je totoZny s jednotkovym prvkem
okruhu M, jehoZ existenci pfedpoklididme, vzhledem k to-
mu, ¢ M < M[x] a jednotkovy prvek muZe byt podle
véty 1 nejvys jeden.

JeSt& si musime vSimnout toho, co vlastné znameni
rovnost prvka okruhu M[x]. Je-li a; = b; pro kaZdé i,
pak zfejmé& pro pfislusné prvky A, B okruhu M[x] je
A = B, nebot jde o jeden a tyZz prvek. Je-li obricené
A = B, znameni to, 2e A — B = 0, tj.

(@ — by) + (a7 — b)x + (@, — b)x* + ... +
+ (ar — br)xr = 0.

Budeme pfedpokladat, Ze tuto rovnost lze splnit jen tak,
%e pro kazdé i je a; — by = 0 a Ze tedy a; = b.. Tento
pfedpoklad vS$ik z naSich pfedchdzejicich tvah nijak ne-
plyne; bylo by mozZné volit prvek x tak, aby existovalo
takové pfirozené Cislo r a takové prvky cg, ¢;5 €35 .. .5 Cr
okruhu M, které by nebyly vesmé&s nulové, a pfesto by bylo

Cotex+ex?+ ...+ ex"=0.
Pak by se oviem mohlo stit, Ze by pro prvky 4, B okruhu
M[x] bylo A = B pfesto, e pro né&které 7 by bylo a; #
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s by, Tuto moznost viak ve svych daldich avahich vy-
lou¢ime.

Abychom ukézali, Ze vylouceny pfipad muZe opravdu
nastat, uvedeme pfiklad.

P¥iklad 25. Za okruh M zvolime okruh C vsech celych

tisel a za prvek x vezmeme &islo x = |/2 + /3. Ztejme
x ¢ C, takZe pro okruh C a pro Cislo x plati vSecky dosa-
vadni vysledky tohoto ¢lanku, pokud se tykaji séitani a na-
sobeni prvki okruhu C[x]. Ponévadz
x2=5+2)6 #*=112+9]3, xt =49 + 20/,
je napiiklad
A=1+2x —5x2 + x* =
=14+2(2+V3)—56+2)6)+A1})249)3) =
= -244+13)2+11]3—10]6,
B=2x 45245 —xt =
=202+ V3 +56+ 2|6+ 11)2+9]3) -

- (49 +20)6)=—24+13)2+11)3—10]6.
Jetedy A = B presto, 2e gy = 1, a;, = 2,a, = — 5
a3 =1,a,=0,by=0,b, =2,b,=5,b; =1,b, = — 1,
takZe ay #~ by, as # by, ay # by Utvotime-li rozdil 4 — B,
shledime, Ze

A-B=1—-10x%2+ x* =0,
takze 4 — B = Oapfitom 1 #0, - 10 0,1 0. Toje
zpisobzno tim, Ze jsme za x volili islo V2 + ]/3, které
je kofenem rovnice
xt— 10x2 + 1 =0.

A nakonec j=5té jednu pozmim%u. Mohlo by se snad
zdér, Ze mdme v okruhu M[x] dvoji s¢itdni a dvoji ndsobzni:

b
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jednak to, které bylo zavedeno ve vété 9 mezi prvky okruhu
M[x], jednak to, které je ,uvniti jednotlivich prvki
okruhu M[x], tj. s¢itdni typu aiux! -+ a;x/ a ndsobeni prvku
a; € M mocninou x?. Ale neni tomu tak, nebot mtZeme
polozit
aixt = aixt + 0.x9, ax? = 0.x¢ + apx.

Ostatni s¢itance, které jsou nulové, nepi§eme. Pak je podle
definice séitini

(aixi + 0.x7) + (0.xt + axf) =

= (@i + 0)xi + (0 + ay)x/ = ax! + azx,
takZe znaménko + mezi jednotlivymi s¢itanci prvku z M[x]
mé tyZ vyznam jako znaménko + mezi prvky okruhu
M[x]. Podobné& je tomu ve druhém pfipadé. Prvek a; e M
muiZeme psit ve tvaru

aq=ay, +a'x+a'x*+ ... + a'x,
v némz je a,” = a; a pro vSecky ostatni indexy j je a;' = 0,
a prvek x! ve tvaru

xt = by + bx + bpx? + ... + bext,

v némz je b; = 1 a pro vSecky ostatni indexy £ je by = 0.
Pak podle definice ndsobeni je

apxt = ¢+ e x + x4+ ...+ CrexTte.

Tuje ¢ = ay’by = a;.1 = ai, nebot viecky ostatni s¢itance
souétu, kterym je vyjidfen prvek ¢;, jsou nulové. Mimoto
pro viecky ostatni indexy j je ¢; = 0. M tedy i (vynechané)
znaménko ndsobeni ve vyrazu aux! tyZ vyznam jako zna-
ménko ndsobeni mezi prvky okruhu M{x].

Dosud jsme jesté vubzsc nic nefekli o prvku x kromé
toho, Ze nepatfi do okruhu M a Ze spliuje rovnost

CFrox+cex2+ ... +ext=0
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jen tehdy, je-lico = ¢; = ¢, = ... = ¢r = 0. Prvou z téchto
podminek v§ik miZeme vynechat, nebof je obsaZena ve
druhé. Kdyby totiz bylo x € M, bylo by x = a, kdea e M,
a odtud by plynulo

a—1l.x=0,kde —1+#0.

To viik odporuje druhé nasi podmince. Kromé& toho by
pro x € M pattily do M i v§ecky mocniny x* a s nimi i vSecky
prvky okruhu M[x], takZe by bylo M{x] = M a nedostali
bychom nic nového.

Ani v dalSich uvahich nebudeme charakter prvku x
nijak bliZe specifikovat; tim se tento prvek stane do jisté
miry prazdnym schématem a pocitdni s nim nabude jisté
formadlnosti.

Definice 15. BudiZ ddn okruh M s jednotkovym prvkem.
Okruh M[x] viech prvka

ag+ ayx + ax> 4+ ... + amx”,

kde ay, ay, @y, ..., ar jsou prvky okruhu M, se nazyvd
okruh polynomii jedné neurcité x nad okruhem M, je-li v ném
definovano s€itani a nisobeni tak jako ve v&t& 9 a jestliZe
v ném z rovnosti

Cotex+cex?+ ... tex”=

vyplyva, Ze ¢ = ¢, = ¢, = ... = ¢r = 0. Prvek x m4d na-
zev neurcitd nad okruhem M a prvky okruhu M[x] se jme-
nuji polynomy (mnohoéleny) jedné neurcité x nad okruhem M.
Prvky aixt se nazyvaji ¢leny polynomu; prvek a; se nazyva
koeficient a Cislo 1 stupert élenu aixt. Prvky ag, ay; ag, - - ., ar
se jmenuji koeficienty polynomu

ay + a;x + a. x>+ ... + arx.
Nejvétsi ze stupiit téch ¢lend, které maji nenulové koefi-
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cienty, se nazyva stupen polynomu. Nulovy prvek okruhu
Mix] se jmenuje nulovy polymom a nepfisuzujeme mu
Zadny stuper.

Podle toho, co jsme fekli jiz dfive, je soudet, rozdil i sou-
¢in dvou polynomi z okruhu M[x] zase polynom z okruhu
M[x]. Je-li jeden z obou polynomi stupné r-tého a druhy
stupné s-tého, pak jejich soulet a rozdil je stupné nejvyse
rovného nejvét§imu z obou Cisel r, s a jejich souéin je
stupné nejvyse rovného souctu r + s. MiZe se totiZ stét,
Ze ve vysledku vyjde u jednoho nebo né&kolika €leni nej-
vyssiho stupné nulovy koeficient, a pak je stupefi vysled-
ného polynomu niZ$i, neZ uddva vzorec pro séitani, od-
Citdni nebo ndsobeni polynomi. PFi ndsobeni to vsak
muZe nastat jen tehdy, md-li okruh M délitele nuly. Pfitom
povaZzujem: nulovy polynom za polynom stupné niZ$iho
neZ kterykoli nenulovy polynom. Soudet a rozdil dvou poly-
nomi, z nich? jeden je nulovy, je oviem téhoZ stupné jako
druhy z obou polynomii; soufin dvou polynomd, z nichZ
jeden je nulovy, je zase polynom nulovy.

Pfiklad 26. Za okruh M vezmeme okruh C, zbytkovych
tfHid podle modulu 6 (viz pfiklad 16 na str. 41), jeho prvky
viak budeme oznacovat pouze znaky 0, 1, 2, 3, 4, 5, aby-
chom si zjednodusili zdpisy. V tomto okruhu se pofitd
podle tabulek uvedenych na str. 45. Okruh Cgy[x] poly-
nomi jedné neuréité x nad okruhem C4 obsahuje polynomy
neurdité x s koeficienty z okruhu Cg. V tomto okruhu na-
ptiklad je
(14 2x+3x2+ 45 + 5x4) + (5 + 4x + 322 + 2x° + x%) =

=0+55+QR+Dx+(B+3+ @+ 2>+

+64+Dxr*=0+0x+0.x24+0.x*+0.x2=0,
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nebot podle tabulkyjel +5=0,2+4=0,3+3=0,
44+2=0,5+1=0. Vokruhu Cgx] je dile
T+ 2x+ 322+ 43+ 5x1) — (5+4x+ 322+ 2x3 - x4) =
=(1-54+Q2—-x+B—-3Nx2+ (4 —2)x3+
+ (5 — Dxt =2 4 4x + 243 + 424,
nebot v okruhu Cgje 1 —-5=2,2—4=4,3—3 =0,
4 —2=2,5—1=4. Obdobné potitime
(3 + 2x + 4x) (1 + 3x + 3x2) =
=31+2.1x+ 4.1x2 +
+3.3x 4 2.3x2 + 4.3x% 4
+3.3x2 4 2.3x% + 4.3x% =
= 3 4 5x + «x2,
nebot podle tabulek je 3.1=3, 2.1 +3.3=2+
=541+23+4+33=44+0+3=1,4.3+2
=04+0=0,43=0.

Mai-li okruh M délitele nuly, ma je ovSem i okruh M[x]
polynomi jedné neurdité x nad okruhem M. Jsou-li totiz
a, b prvky okruhu M, pro n&Z plati @ # 0, b # 0, ale
ab =0, plati to i v okruhu M[x], nebot kazdy prvek
z okruhu M je polynomem z okruhu M[x] a prvky a, b
jsou tedy déliteli nuly i v okruhu M[x].

Pro praktické politini m4 nejvétsi vyznam ptipad, kdy
okruh M je oborem integrity. To nastane napfiklad vZdy,
je-li okruh M ¢&iselnym okruhem.

3
3

Véta 10. Okruh polynomt jedné neurcité nad oborem
integrity je také obor integrity.

Dukaz. Je-li okruh M oborem integrity, znamend to
podle definice 11, Ze v ném neexistuji délitelé nuly, tj. Ze

74



v ném pro kazdé ar # 0 a pro kazdé b; # 0 je asb, # 0.
Kazdy nenulovy polynom okruhu M[x] md aspoil jeden
nenulovy ¢len. Je-li nenulovy polynom A4 r-tého stupné,
ma nenulovy {len arx”, kde ar # 0. Je-li nenulovy polynom
B s-tého stupné&, ma nenulovy Clen b,x%, kde b; # 0. Soudin
AB obou polynomil pak ma také nenulovy ¢len cp,gx7+%,
nebot ¢r.; = asb; # 0, takie polynom AB je také ne-
nulovy.

Podle toho tedy soudin dvou polynomi jedné neurdité
nad oborem integrity, z nichZ jeden je stupné r-této a druhy
stupné s-tého, je stupné pravé (r + s)-tého.

Je-li okruh M téleso, je to podle véty 7 také obor integrity,
a proto podle pravé dokdzané véty 10 je oborem integrity
i okruh polygomi jedné neurtité nad télesem.

Vznika otazka, je-li moZné, aby okruh polynomi jedné
neurdité byl télesem.

Vé&ta |1. Okruh polynomi M[x] jedné neurlité x nad
okruhem M neni nikdy téleso.

Dukaz. Ma-li byt okruh polynoma M[x] jedné ne-
urdité x nad okruhem M té&leso, musi byt okruh M oborem
integrity ; kdyby totiz mél okruh M délitele nuly, mél by je
i okruh M[x] a nemohl by byt podle vty 7 télesem. Je-li
v8ik M obor integrity, neexistuje v oboru integrity M[x]
pfevraceny prvek 4-! = B k Zidnému polynomu A4, ktery
je stupné r = 1. Kdyby takovy prvek B existoval, muselo
by pro ngj platit

AB =1,
nebot prvek 1 je jednotkovy prvek oboru integrity M i oboru
integrity M[x]. Polynom B nemtZe byt nulovy; kdyby
tomu tak bylo, bylo by AB = 0. Musi tedy byt nenulovy
a pro jeho stupe s plati s = 0. Soudin 4B obou polynomu
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pak je podle poznamky za vétou 10 stupné r + s = 1,
ale to neni moZné, nebot musi byt roven jednotkovému
prvku 1, coZ je polynom stupné nultého z M[x].

Odtud podle véty 3 vyplyva, ze v Zddném okruhu poly-
nomi jedné neurdité neni moZno bez omezeni délit, tj. Ze
k libovolnym polynomiim A # 0, B tohoto okruhu nemusi
v tomto okruhu existovat takovy polynom X, aby bylo

AX = B.
Plati viak véta pon&kud obecnéjsi:

Vé&ta |12, V oboru integrity T{x] polynomi jedné ne-
urlité x nad télesem T existuje ke kazdym dv&ma poly-
nomim A4 # 0, B pravé jedna dvojice polynoma Q, R,
pro niZ plati

ptiCemZ polynom R je niZ§iho stupné neZ polynom A
(nebo je nulovy).

Dukaz této véty nebudeme providét obecné, ale uka-
Zeme ho na specidlnim pfikladu, z n&hoZ viak bude patrné,
Ze by probihal uplné stejné pro kterékoli polynomy A # 0,
B z oboru integrity T[x] polynomu jedné neurdité x nad
kterymkoli télesem T.

PFiklad 27. Za t€leso T zvolime téleso Q raciondlnich
Cisel a v oboru integrity Q[x] polynomi s racionilnimi
koeficienty zvolime

A=2+3x—5x* B=3 — 4x — 6x® + 10x4.
K nalezeni polynomi Q, R pouZijeme zpiisobu, ktery se
v literatufe b&Zné oznacuje ndzvem metoda neur&itych koefi-

ctentii nebo také metoda porovndvdni koeficientii. Polynom A4
je v nasem piikladu druhého stupné, polynom B &tvrtého
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stupné; hledany polynom Q tedy musi byt druhého stupné
a polynom R nejvySe prvniho stupné, tj.
Q=g+ qx+ ¢x% R=ry + rx
‘kcfi_e do> g1 go» o> 71 jsou (dosud neznimé) prvky té&lesa Q,
i
d (24 3x — 5x8) (g0 + q1x + g% + (ro + 11%) =
=3 — 4x — 6x® 4 10x4.

RozepiSeme-li napsané vykony podle definice nasobeni
a s¢itdni, dostaneme podminku

(290 +19) + (3¢5 + 2¢1 + r)x +
+ (— 5490 + 31 + 2¢o)x* + (— 5¢1 + 3gu)x® -
— 5¢,x* =3 — 4x — 6x® 4 10x%.

PonévadZ m4 byt polynom na levé strané& roven polynomu
na pravé strané, musi podle toho, co jsme fekli o rovnosti
polynomt, byt

2q0 + 7 =3,
3¢0 + 2q +n= -4
—5¢ + 301 + 2¢, =0,
- 5q1 + 342 = — 6,
- 5q2 = 10.
Z t&chto rovnic postupné vyjde (zdola nahoru)
__lo_ _6+3g,
9=~ 5 = 2, q=- 5 =0,
_3nt2e 4
qﬂ 5 53
8 23
"1=—4—3%_2‘]1='_?, "o=3‘2qo=—5—-
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Ma4-li dana uloha feSeni, mohou jim byt pouze polynomy

4 ., o, 2 8
0= < 2% R=% —¢x

Zkouskou se snadno presvédCime, Ze nalezené polynomy
tloze vyhovuji. Jiné feSeni uloha nemad.

Definice 16. Necht polynomy 4 # 0, B, O, R jedné

neurdité splfiuji rovnost
AQ + R = B,

pfi¢emZ polynom R je niZiiho stupné neZ polynom 4 (nebo
je nulovy). Pak se polynom Q nazyvi neuplny podil pfi dé-
leni polynomu B polynomem A (v tomto pofadi) a poly-
nom R zbyrek. Postup, kterym se urcuji prvky O, R na
zakladé danych prvka A4, B, se nazyvd déleni se zbytkem.

Véta 12 tedy hovofi o tom, Ze v oboru integrity T[x]
polynomu jedné neurcité x nad télesem T je vidy mozno
délit se zbytkem libovolny polynom nenulovym polyno-
mem. PoZadavek, Ze jde o obor integrity polynomii nad
télesem, je pfitom podstatny; kdybychom vzali misto
télesa T jen okruh nebo obor integrity, ktery neni télesem,
mohlo by se stit, ¢ by soustava rovnic, k niZ jsme dosli
v pfikladu 27, nemusela mit v tomto okruhu feeni. Pak by
oviem neexistoval ani nedplny podil, ani zbytek.

Takovy pfipad nastane napfiklad tehdy, jde-li o poly-
nomy s celoliselnymi koeficienty, tj. o polynomy nad
oborem integrity C celych &isel. V oboru integrity C[x]
polynomi s celodiselnymi koeficienty neni mozné déleni
se zbytkem (s vyjimkou né&kterych specidlnich pfipadu).

Ve viech pfedchézejicich dvahich o polynomech zna-
menalo pismeno x neurditou, tj. jakysi blize nespecifikovany
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prvek, o ném? vime, Ze nepatti do okruhu M, z n&ho? be-
reme koeficienty polynomi, a s nimz dovedeme poditat
podle jistych dohodnutych pravidel. Je vSak moZné do
rovnosti obsahujicich polynomy dosadit za neuritou x
libovoln& zvoleny prvek z libovolného okruhu M’, ktery
obsahuje viecky prvky okruhu M, jak fika nasledujici véta.

V&ta 13. (Dosazovaci pravidlo.) Budiz dana rovnost mezi
dvéma vyrazy sloZenymi z koneéného podtu soultii nebo
soucinl polynomil jedné neurlité nad okruhem M. Tato
rovnost zlistane zachovana, nahradime-li neuréitou kterym-
koli prvkem z libovolného okruhu M’'> M.

Dikaz této véty jsme vlastn€ jiZ provedli na str. 65,
kdyZ jsme uvaZovali o tom, jak mame definovat séitani
a nisobeni v okruhu M[x]. Vezmeme-li libovolny okruh
M’> M, pak viechny koeficienty a;, by polynomu 4, B
patfi také do M’. Znali-li také pismeno x né&jaky prvek
okruhu M’, pak oba vypoéty uvedené na str. 65 jsou vy-
pocty v okruhu M’. Tyto vypoéty fikaji, Ze vzorce definu-
)ici souet a soudin polynomi A4, B jsou sestaveny tak,
aby byly splnény pro kazdy prvek x € M. TotéZ tvrzeni
pak zfejmé plati i pro vSechny vyrazy sloZené z kone¢ného
poltu souéti nebo souind. Pfitom ovSem nevylucujeme
moZnost dosazovat za x i prvky okruhu M vzhledem k tomu,
ZeM o M,

PFiklad 28. V pfikladu 27 na str. 76 jsme zjistili, Ze
v oboru integrity Q[x} polynomi jedné neur¢ité x s racio-
nilnimi koeficienty plati

4 23 8
L3y 5x2) [ = 02 ,_
2+ 3x Sx)( 5 2x)+(5 5x)

=3 — 4x - 6x® 4+ 10x.
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Tato rovnost nebude podle véty 13 poruSena, dosadime-li
za x libovolné ¢islo z néjakého okruhu M’ > Q. Zvolime-li

napiklad x = 1 — |/2, co? je &slo z télesa R redlnych
Cisel, pro n& R > Q, dostaneme v2hledem k tomu, Ze
a—V2r=3-2y2,0-)2r=7-52
(1 — V2t =17 - 12},
na levé strané Cislo
2+3-3)2—15+10)3) (—% _

23 8 8 -
_____ /
+t5 -5 t35)2

6+4]/§)+

—(—10+7]2) (—%+4V§) +3+%V'2"'=

= 68 —2_25-’V21— 402 + 56 + 3 +%]/§= 127 — 86)/2

a na pravé stran¢ Cislo
3--444)2--424+30)24 170 — 120)2 =
= 127 — 86 /2,

coZ potvrzuje spravnost uvedené véty.

Dosazovaci pravidlo davd i jinou moZnost vypocitat ne-
znimé koeficienty polynomu, nez kterd byla uvedena
v pHkladu 27.

PFiklad 29. Hledime nezndmé koeficienty ¢o, ¢15 s> *os
r, tak, aby byla splnéna rovnost

(2 + 3x — 5x2) (qo + q1x + 4212) + (To + rlx) =
=3 — 4x — 6x* + 10x4,
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kterou jsme méli jiz v ptikladu 27. Dosadime-li za x libo-
volné &islo né&jakého okruhu M’ > Q, dostaneme rovnici
s péti neznamymi gy, ¢y, ¢2» 7o 1. Provedeme-li to celkem
pro 5 riznych &isel x, dostaneme soustavu péti rovnic,
z nichZ 1ze uvedené neznimé vypocitat. Za x budeme po-

stupné dosazovat Cisla: 1, — 2 0, — 1 a 2. Dovede n4s to

g;
k soustavé
ro + rl = 3,
. 2 131
0 g‘rl = 325>
29, + 7 =3,

— 6+ 691 — 6g;+71g— 1 =23
— 12¢q, — 249, — 48¢, + o + 2r, = 107.

Prvni dvé hodnoty pro x jsme volili tak, aby pro né bylo
2 4 3x — 5x2 = 0, aby tak vySly co nejjednodussi rov-
nice; tyZ zfetel nas vedl pfi volbé hodnoty x = 0. Dalgi
hodnoty pak byly voleny celkem libovolné. Z prvych dvou
rovnic vychazi

23 8
n=Fe =5
z tfeti dostavime
4
qo = — 5

a dosadime-li tyto hodnoty do poslednich dvou rovnic,
vyjde ql = 0’ qZ == — 2.

Tyto vysledky jsou v souhlasu s vysledky nalezenymi
v pfikladu 27.

Cvi&eni. 49. Udejte, kolik je viech polynomi a) nultého,
b) prviiho, c) druhého, d) r-tého stupné v okruhu C,[x]
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polynomi jedné neurdité x nad t&lesem C, zbytkovych
tfid podle modulu 2.

50. Opakujte pfedchazejici dlohu pro okruh C,[x] poly-
nomi jedné neurdité x nad télesem C, zbytkovych tfid
podle modulu 3.

51. Ové&fte, Ze v okruhu C,[x] polynomil jedné neuréité
x nad télesem C, zbytkovych tfid podle modulu 2 plati:
a) x+1P=x*+1b) x+1=x+2*+x+1,
c) (x + 1)* = x* 4 1. Ptitom znak 1 znadi zbytkovou tfidu

52 Ovéfte, Ze v okruhu C,[x] polynomi jedné neuréité
x nad télesem C, zbytkovych tfid podle modulu 3 plati:
a) (x+ 12 = x3 4+ 1L,b)(x + 2P = 4+ 2,c) (x 4
+ x4 1)(x®2+ 2x + 1) = x* + x% 4 1. Pfitom znak 1
znadi zbytkovou tfidu {1} a znak 2 zbytkovou tfidu
{2}.

53. Napi§te polynom a) x* + »® + %2 + x + 1, b)
x + 4x® + 6x2 + 4x + 1 jako polynom jedné neurdité
y = x + 1. Nad jakym okruhem je to moZné?

54. Najdéte nedplny podil a zbytek, délite-li v oboru
integrity polynomi s raciondlnimi koeficienty a) polynom
1 4 x2 4 x* polynomem 1 + x 4 x2, b) polynom 1 —
— 3x% — 2x* polynomem 1 — 2x 4 3x% c) polynom 1 —
— 2x + 3x? polynomem 1 — 3x2 — 2x%,

55. V oboru integrity C[x] polynomi jedné neuréité x
s celoCiselnymi koeficienty Ize délit se zbytkem libovolny
polynom B € C[x] ka’dym polynomem A e C[x] r-tého
stupné, v ném? je koeficient 2 = 4 1. Oduavodnéte.

56. Rozlozte v soufin dvou polynomi prvniho stupné
ndsledujici polynomy: a) x2 — 15x + 54,b) x* — 15x — 54,
c) 12x? — 25x 4- 12, d) x% -+ x 4 1. Nad kterym Ciselnym
okruhem je tento rozklad moZny?

57. Di se dokdzat, %e nad télesem R redlnych &isel 1ze
rozloZit kazdy polynom jedné neuréité x s redlnymi koefi-
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cienty, ktery je stupné vyS$iiho neZ druhého, v soudin
polynomu prvniho nebo druhého stupné. RozloZte v tomto
oboru na {initele pokud moZno nejniZ§iho stupné tyto
polynomy: a) x® + 6x% 4 1llx + 6,b) x® — x2 — x — 2,
xt+ x2+ 1,d)x* + 1.

58. Nad télesem K komplexnich &isel Ize rozloZit kazdy
polynom jedné neuréité s komplexnimi koeficienty, ktery
je stupné aspori druhého, na souin polynomi prvniho
stupné. RozloZte podle toho nad K[x] viechny polynomy
z pfedchdzejiciho cviCeni.

59.Je-li A = ay + ax + ax®* + ... + arx" polynom
s komplexnimi koeficienty a je-li 4 = @, + d;x + d;x® +
4+ ... + &x7, kde g; je komplexné sdruZené &islo k &islu
ai, pak A + A, AA jsou polynomy jedné neurlité s redl-
nymi koeficienty. DokaZte to. Polynomy A, A se nazyvaji
komplexné sdruzené polynomy.

60. Budi? 4 polynom s komplexnimi koeficienty a a
komplexni ¢islo. Dosadime-li do komplexné sdruZeného
polynomu A za neurlitou komplexné sdruZené &islo 4
dostaneme ¢islo komplexné sdruzené k &islu, které vznikne
dosazenim ¢isla a za neuréitou do polynomu A. DokaZte to.
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