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4. kapitola

VNEJSf OPERACE

Dosud jsme se zabyvali operacemi v mnoZiné M, tj. ope-
racemi, jichz se zufastnily pouze prvky mnoZiny M.
Oznacime-li takovou operaci napf. symbolem O, jde tu
o tfi prvky mnoZiny M: xeM, ye M, x 0y e M. Tyto
operace budeme nazyvat vnmiténi. Jsou viak mozné i operace
vnéj$i, tj. operace, jichZ se zalastni jednak prvky mnoZiny
M, jednak prvky jiné mnoZiny N, kterd nemusi mit s mno-
Zinou M viibec nic spoletného. Jde tu vlastné o operaci
v mno%in&€ M U N. Uvedeme ptiklad jedné takové operace.

Definice 14. BudiZ M mnoZina, v niZ je definovdna ope-
race O, kterd md neutrdlni prvek . BudiZ ddle N, mnozZina
viech pfirozenych ¢isel (véetné nuly). V mnoziné M u N,
definujeme operaci O takto:

Je-lix e M, r € Ny, pak x O r € M a plati

1. xO00=mn,

2.x0@+1D)=(x0orox
za pfedpokladu, Ze prvek (xOr)O x € M existuje pro
kazdé r € N,.

Pfitom nevylutujeme, Ze N, = M.

Operace O je v definici 14 definovina indukci: V bodu 1
je vysloveno, co mdme rozumét symbolem x 0 0, 2 bod 2
udévd rekurentnim vzorcem, jak se vypolitdi prvek x O
O (r + 1) na zdkladé (uZ zndmého) prvku x O r.
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RozepiSeme-li podle definice 14 prvky x (J » pro nékolik
malych &isel, 7, dostaneme:

x00=mn,
x01l=(x000x=nCx=1x,
x02=(x0lox=x0%,
x03=x02)0x=(x0x)0x,
xO04=(x0O3)ox=[x0ox)0x]Ox

atd. Je-li operace O asociativni, miZeme v konelnych
vysledcich zdvorky vynechat, nebot na jejich umisténi ne-
zaleZi. Pak je

xO00=mn x0l=x, x02=x0%x,
x03=x0x0x, x04=x0x0x0x

atd., takZe se prvek x O r pro r = 2 jevi jako vysledek
operace O aplikované postupné na r prvki vesmés rovnych
prvku x.

P¥iklad 21. Vné&jsi operaci [, ktera byla zavedena v de-
finici 14, dobfe zndme ze $koly i z praxe. Je-li M é&iselny
polookruh a vezmeme-li za operaci O ndsobeni v tomto
polookruhu, daji se podminky 1 a 2 z definice 14 pfepsat
Vv tvaru

1.x00=1,
2. x0@F+ 1) =(x0Cr).x

nebot neutrilnim prvkem nasobeni je &islo 1. Je v3ak
zfejmé, Ze Cislo x O r € M neni nic jiného neZz mocnina
xr € M, jejimZ exponentem je ptirozené &islo r € Ny, nebot
mocniny s pfirozenym exponentem se definuji rekurentné
takto:

1. x° =1,

2. xrtl = x7 . x,

ale to je totéZ jako ptedchazejici vzorce. Ponévad? je néso-

56



beni asociativni operace, miiZeme nékolik mocnin s nej-
mensimi pfirozenymi exponenty rozepsat takto:

=1 xt=x x2=x.x, ¥=xx.x rr=xx.x.x
atd., jak je dobfe znidmo ze Skoly. Uvedené vzorce plati pro
kazdé (komplexni) &islo x.

Pf¥iklad 22. Jiny neméné dobfe znamy ptiklad vnéjsi
operace [J je tvofeni tzv. prirozenych ndsobkiu, které vznik-
nou tak, Ze v Ciselném polookruhu M vezmeme za operaci
O sCitani a za prvek n neutrdlni prvek sCitani, tj. ¢islo 0.
Dostaneme vzorce

l.x00=0,
2.x0(F+D=(xar) + x
Je-li N, © M, mizeme poloZit x [ r = xr a méme dobfe
znamé vzorce
l. x.0=0,
2. x(r+ 1= xr+x,
z nichZ vyplyva, Ze
x.0=0, x.1=1x, x.2=x+4 x,
x3=x+x+x x4d=x+x+x+x
atd. Také tyto vzorce plati pro kazdé (komplexni) &islo x.

Priklad 23. Jako dalsi phklad vezmeme mnoZinu M viech
piemisténi roviny o, jimiZ se reprodukuje rovnostranny
trojihelnik ABC, s operaci «, jiZ je postupné sklddani
téchto pfemisténi (viz pfiklad 8 na str. 19). PonévadZ je
operace * asociativni a ma neutrdlni prvek 3, dostaneme
pro kazdé X € M postupné
XD0=3,¥01=%%02=X+X, X003 = XxX+X
atd. Speciilné& je

J00=3,301=3,302=8+3=3;

57



matematickou indukci se dd dokazat, Ze pro kazdé r € N, je
30 r= 3. Dile je

61D0=3,61D1=61,61D2=61*61=3

a odtud opét matematickou indukci plyne, Ze pro kazdé
sudé r e N; je &, 0r = a pro kazdé liché r e N, je
S, 0r = &,. Obdobnd tvrzeni plati i pro S, a G,.
Konelné

921!:'023, CRIEIl:'“Rl, 921.[:]2:921* 921—'—-%2,

921[]3:922[]921:8

a pro kazdé r = 3k, kde k e Ny, je R, O0r = 3, pro kazdé
r=3k+1je R, 0r=NR,; a pro kazdé r =3k 4+ 2 je
R, 0r = R,. Obdobné pro kazdé r = 3k je N, 0r =3,
pro kazdé r=3k+1 je R,0r=R, a pro kazdé
r=3k4+2jeR,0r =NR,.

V&ta 8. Je-li operace © v mnoZin& M asociativni,
spliuje operace O, kterd k ni pEislu§i podle definice 14,
tyto vzorce:

a) xOrno@xas)=xa((r+s),

b) (xOrOs=x0 (rs)
pro kaZzdé r € N, a pro kaZdé s € N,; je-li nadto operace O
také komutativni, pak

c)(xoryo(yar)=(xoy)ar
pro kaZdé r € N,,.

Dikaz. VSechny tf vzorce dokiZeme matematickou
indukci.

a) Zvolme libovolné ptirozené &islo » € N,.

I. Podle bodu 1 z definice 14 a podle vlastnosti neutral-
niho prvku # je

xonoxoO=xaron=x0r==x0( + 0).
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II. Jestlize pro n&jaké s € N, plati
xoro(xOs)=xa{ + ),
pak
xonoxo@+ D)=xornNo[(xas)ox] =
=[xorno(xos]ox=[xO0r+s)ox=
=x0@r+s+4 1)

Nejprve jsme pouZili bodu 2 z definice 14, potom asocio-
vanosti operace O, dile pfedpokladu uvedeného na po-
&atku bodu IT a nakonec opét bodu 2 z definice 14.

Z bodi I a II vyplyva na zdklad€ principu matematické
indukce, Ze vzorec a) plati pro kaZdé libovolné zvolené
r € N, a pro kaZdé s € N,

b) Zvolme opét libovolné pfirozené Cislo r € N,

1. Podle bodu 1 z definice 14 je

(x0rnNO0=n=x00=x0(r.0).

IL. JestliZe pro né&jaké s € N, plati
(xOr)Os=x0(rs),
pak
xonoG+ D=[(xonrnDsjloxor =
=[xO@)oxDr)=x0@s4r)=x0[r(s+ 1)

Nejprve jsme pouZili bodu 2 z definice 14, dile ptedpokladu
uvedeného na pocitku bodu II, potom vzorce a) a nakonec
toho, Ze rs + r =r(s + 1).

Z boda I a II vyplyva na zdkladé principu matema-
tické indukce, Ze vzorec b) plati pro kazdé libovoln€ zvo-
lené r e N, a pro kazdé s € N,.

c) L. Podle bodu 1 z definice 14 a podle vlastnosti ne-
utrdlniho prvku 7 je

(xa0)o(yp0)=non=n=(x0y)00.
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I1. Jestlize pro néjaké r € N, plati

xoro(oanrn=(xoy)ar,
pak
xo@+Dlolyor+Dl=[xanox]ol(ynr oyl=
={{xzonoxlowonNioy={xonolxo(yonl} ¢
oy={xonolyonoxlicy={lxono(yaono
oxjoy=[xono(yonloxoy =I[xoynric
o@xoy)=(xoy)a(+ 1.
Pfitom jsme pouZili nejprve bodu 2 z definice 14, potom
asociativnosti operace O, pak je$t€ jednou asociativnosti
operace O, dile komutativnosti operace C, naleZ opét
asociativnosti operace O a potom jest€ jednou asociativ-
nosti operace O, dale pfedpokladu uvedeného na podatku
bodu II a nakonec opét bodu 2 z definice 14.

Z bodii I a II vyplyvé na zéklad& principu matematické
indukce, Ze vzorec c) plati pro kazdé r € N,,.

Pfiklad 24. Pro mocniny s pfirozenym mocnitelem (viz

pfiklad 21 na str. 56) dava véta 8 znamé vzorce

a) x7.x% = xT3,

b) (xr)s = X%,

) x7.y" = (o),
které plati vzhledem k tomu, Ze nédsobeni je operace aso-
ciativni a komutativni. Z obdobného divodu plati pro pti-
rozené nasobky (viz pfiklad 22 na str. 57) vzorce

a) xr + xs = x (r + 5),

b) (xr)s = x(rs),

c) xr + yr = (x + y)r.
Naproti tomu pro operaci ] vznikajici opakovanym po-
uZitim operace * v mnoZin¢ M viech pfemisténi roviny o,
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ktera reprodukuji rovnostranny trojihelnik ABC (viz
piiklad 23 na str. 57), plati jen vzorce

a) (Xon+x (Xos)=Xo @+ ),

b) &Xor) as=%X0(s),
nebot operace * je asociativni. Tato operace viak neni
komutativni, a proto neplati vzorec c), jak je vidno na-
pfiklad z toho, Ze

(m1D2)*(61D2)=9‘{2* S:mg,

(ml*el)ﬂ2=62[]2=3.

Poznémka. V definici 14 jsme pfedpokladali, Ze operace
<> md neutrdlni prvek n. Kdyby tomu tak nebylo, nebylo by
moZné pouZit definice 14 k definovani prvku x J 0. Mohli
bychom to obejit napfiklad tak, Ze bychom poloZili
x00 =y, kde y je néaky vhodny prvek mnoZiny M.
Pro takto definovanou operaci O oviem neplati véta 8,
nebot pfi jejim dikazu bylo podstatné, Zze x 0 0 = n.

Druhd moZnost, jak Ize neexistenci neutrdlniho prvku
operace O obejit, je ta, Ze v definici 14 nahradime bod 1
podminkou x 0 1 = x. Pak vSak mdme definoviny prvky
x O r jen pro takovd r € N,, pro néz plati r = 1. V tomto
pfipadé véta 8 plati; v diukazu jejich vzorci je viak tfeba
zménit bod I takto:

a) xgr)o(xol)=anox=x0(+ 1),
b) xOorOl=xa0r=x0(.1),
o@xolho(ol)=xoy=(xoy) Ol

ale

CviZeni. Ve cvi¢. 41—48 znamena symbol [ vnéjsi ope-
raci podle definice 14, popt. podle pfedchizejici pozndmky.
41. Operace O v mnozin€ R,* viech nezépornych
(redlnych) Cisel, kterd je ddna vzorcem x O y = Vx2 + 32
(viz cvid. 2 b) na str. 12), md neutrlni prvek 0. UkaZte, Ze
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pro kazdé re N, je xOr = x]/r a ovéfte, 2e pro takto
definovanou operaci O plati vechny vzorce z véty 8.
42. Operace © v mnozin&€ Q+ viech kladnych racional-

nich ¢&isel, kterd je déna vzorcemx Oy = x—?_’—;— (viz cvil.
2a) na str. 12), nemi neutrdlni prvek. UkaZte, Ze tato ope-
race vede k vnéj§i operaci x O r = ;a vySetfete, splfiuje-h

tato vn&jsi operace vzorce z véty 8.

43, Prostudujte vné&j§i operaci O v Ciselném télese T,
kterd vznikne tak, e v definici 14 vezmete za operaci O
déleni a poloZite x 0 0 = 1.

44, Reste obdobnou tlohu s tim rozdilem, ¥e za operaci
O vezmete od¢itani a poloZite x 0 0 = 0.

45, V télese C; zbytkovych tfid podle modulu 5 vy-
Setfete vSechny pfirozené ndsobky a vSechny mocniny
s pfirozenym exponentem vSech prvki télesa C;.

46. Tutéz tilohu fefte v okruhu C, zbytkovych tfid podle
modulu 6.

47. Ukazte, Ze v okruhu C,, zbytkovych tfid podle mo-
dulu mje {m — 1}2¢ = {1} a {m — 1}*+' = {m — 1} pro
vSechna % € N,

48. VySetite vSecky prvky ¥ 0O r v mnoZin€ M viech
pfemisténi roviny p, jimiZ se reprodukuje a) obdélnik
ABC7D) b) &tverec ABCD s operaci + (viz cvié. 19 na
str. 27).

62



		webmaster@dml.cz
	2016-06-29T17:18:28+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




