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2. kapitola

NEUTRALNI{I A INVERZNIf PRVEK.
GRUPA

Je-li v mnoZiné definovina néjaki operace, miZe se stit,
Ze existuji v této mnoZin&¢ prvky, které maji vzhledem
k této operaci urcité specialni vlastnosti.

V&ta |. Budi? M mnoZina, v niZ je definovina operace ©.
Existuji-li v mnoZin& M prvky m, n, které maji tu vlastnost,
Ze prokazdé x e Mje

mox=x, xOn=x,

pak m = n, a takovy prvek existuje v mnoZiné M jen jeden.

Dikaz. PonévadZ obe napsané rovnosti jsou splnény pro
kazdé x € M, dosadme do prvni z nich x = n a do druhé
x = m. Dostaneme

mon=mn moOn=m

a odtud vyplyvd, Ze n = m. JestliZze n¢jaky dalsi prvek »" e M
mad tu vlastnost, Ze pro ka?dé x e Mje x O n’ = x, pak podle
toho, co jsme priavé dokdzali, je n° = m. Obdobn¢ z pfed-
pokladu existence dal$iho prvku m’ € M, ktery md tu
vlastnost, Ze pro kazdé x e M je m' O x = x, plynem’ = n.
Jetedym = n = m’ = n’; nejde tu o tyfi razné prvky, ale
o0 jediny.

Viimnéme si toho, Ze ve vété¢ 1 nepfedpoklidime Zidnou
specidlni vlastnost operace O kromé toho, Ze pro kazdé
x € M existuji oba prvky m © x i x O n; zejména tedy ne-
pfedpokliddme, Ze operace C je komutativni.



Definice 4. Je-li v mnoZin& M definovina operace O, pak
prvek n € M, ktery mé tu vlastnost, Ze pro kazdé x € M je

nox=x0n=zx,
nazyvame neutrdlni prvek operace O.

Véta 1 Fika, Ze v kazdé mnoZin& M, v niZ je definovina
operace O, existuje nejvySe jeden (tj. jeden nebo
#4dny) neutrdlni prvek této operace.

Priklad 6. V mnozin& N, viech pfirozenych &isel (véetn
nuly) existuje neutrilni prvek s¢itani a je jim ¢islo 0, nebot
pro kazdé x € N, je

O+x=x+0=x.

V téZe mnoZiné existuje také neutrilni prvek nisobeni,
jimZ je Cislo 1, nebot pro kazdé x € N, je

l.x=x.1=x.

T4z tvrzeni plati i pro mnoZinu C viech celych ¢&isel, pro
mnoZinu Q vSech raciondlnich ¢isel, pro mnoZinu R viech
redlnych &isel i pro mnoZinu K vSech komplexnich &isel.
Naproti tomu v Zidné Ciselné mnoZiné M neexistuje
neutrdlni prvek od¢itdni, nebot sice pro kazdé x € M je
x — 0 = x, ale neexistuje 2ddné n € M, aby pro kazdé
x € M bylo n — x = x. Na ptikladu od¢itani je vidét, Ze
z existence ,,neutrdlniho prvku zprava® (x — 0 = x) nikte-
rak nevyplyva existence ,,neutrdlniho prvku zleva®.

Vé&ta 2. BudiZ M mnoZina, v niZ je definovina operace o,
ktera je asociativni. Existuji-li k prvku @ € M v mnoZiné¢ M
prvky b, ¢, které maji tu vlastnost, Ze

a0b=mn cOa=mn,
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kde 7 je neutrdlni prvek operace O, pak b = ¢ a takovy
prvek existuje v mnoZiné M jen jeden.

Dikaz. Ponévad? a O b = n, c O a = n, je podle vlast-
nosti neutrdlniho prvku

b=n0b=(c0a)0b, c=con=co0(aob),

pfi¢emzZ oba prvky (c0a) 0 b, ¢O (a0 b) v mnoZiné¢ M
existuji, nebot existuji prvky nO b i ¢ O n. Vzhledem
k tomu, Ze operace je asociativni, je
(coa)ob=co(a0b)

a odtud vyplyvi, Ze b = c. JestliZe n&jaky dalsi prvek ' e M
m4 tu vlastnost, Ze a O b’ = n, pak podle toho, co uZ bylo
dokdzano, je & = c. Obdobné z ptedpokladu existence
dalsiho prvku ¢’ € M, pro ktery plati ¢’ O a = n, vyplyvi,
Zec’ =b. Jetedy b = ¢ = b’ = ¢’; nejde tu o Ctyfi razné
prvky, ale o jediny.

Tentokrit je v dikazu véty 2 podstatny pfedpoklad, Ze
operace O je asociativni; bez tohoto predpokladu véta
neplati.

Definice 5. Je-li v mnoZin& M definovina operace O, pak
prvky a, d, které maji tu vlastnost, Ze

a0da=4d0a=n,
kde 7 je neutrdlni prvek operace O, nazyvidme navzdjem
inverznf proky operace O. O prvku g tikdme, Ze je inverzni
k proku a a o prvku a fikime, Ze je inverznf k proku a@
v operaci O.

Véta 2 fikd, Ze v kaZzdé mnoZin& M, v niZ je definovina
asociativni operace O, existuje ke katdému prvku
a € M nejvyse jeden inverzni prvek d € M této operace.
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Inverzni prvek k prvku a budeme zisadn& oznaCovat d;
podle toho také oznadime inverzni prvek k prvku 4 sym-
bolem a.

Z véty 2 vyplyva, Ze v asociativni operaci O je inverznim
prvkem k inverznimu prvku & pivodni prvek a, tj. Ze

a=a.
Je-li totiZ 4 inverznim prvkem k prvku a, pak
a0d=d0a=n.
Je-li ddle g inverznim prvkem k prvku 4, pak
doa=a0d=n.
Oba posledni vzorce viak fikaji, Ze a i @ jsou inverzni prvky
k prvku 4, ale takovy prvek je podle véty 2 nejvySe jeden.
Musi tedy byt a = a.

P¥iklad 7. V mnoZin& N, viech pfirozenych &isel (véetné
nuly) existuje inverzni prvek s¢itdni pouze k ¢ishu 0 a je jim
zase Cislo 0, nebot 0 + 0 = 0 (neutrdlnim prvkem sé&itini
je tu ¢islo 0). K 2idnému jinému &islu a € N neexistuje
v této mnozing inverzni prvek séitini 4, nebot podminku
a + d = 0 Ize v této mnoZiné splnit jen pro a = @ = 0.
V té%e mnoZiné€ existuje inverzni prvek ndsobeni pouze
k &islu 1 a je jim zase &islo 1, nebot 1.1 = 1 (neutrdlnim
prvkem ndsobeni je &islo 1). K Zidnému jinému &islu
a € N, neexistuje v této mnoZin& inverzni prvek ndsobeni 4,
nebot podminku a.d =1 lze v této mnoZiné splnit jen
pro a = @ = 1. Naproti tomu v mnoZiné¢ C viech celych
Cisel existuje ke kazdému a € C inverzni prvek séitdni
4 a je jim opaéné islo — a, nebot

at+(—a)=(—a)+a=0.

V mnoZiné C existuje inverzni prvek ndsobeni pouze
k &islim 1 a —1, nebot rovnost a.d = 1 Ize v této mnoZin&
splnit jen tehdy, je-li 2 = @ = 1 nebo ¢ = d=—1. Rovné&z

18



v mnoZiné Q viech raciondlnich ¢isel, v mnoZiné R viech
redlnych Cisel i v mnoZin&€ K vSech komplexnich ¢isel
existuje ke kazdému prvku a inverzni prvek séitini 4, pro
ktery plati d = — a. Ve vSech téchto mnoZinich také
existuje ke kazdému prvku a # 0 inverzni prvek ndsobeni

d, jim% je pfevracené islo —‘l; » nebot pro kazdé a £ 0 je

a.—l— = l.a = 1.
a a
V %4dné Ciselné mnozin& viak neexistuje inverzni prvek
néasobeni k &islu 0, nebot v Zidné &iselné mnoZin& neexistuje
takové &islo x, aby 0.x = 1.

PFiklad 8. Budi? M mnoZina vSech pfemisténi roviny g,
jimiZ se reprodukuje rovnostranny trojihelnik ABC leZici
v této roving. V této mnoZiné, kterd m4 $est prvki: 3, R,,
Ry S, Sy Sy, definujeme operaci » jako postupné
sklddani téchto piemisténi — viz cvié. 4 na str. 13. Operaci
» vyjadfuje nisledujici tabulka.

¥«P=3[xF 3 || R| & || &
A EEIEAE e
R | R | Re| 3| & | & | &
Re | Re| S| R| G| & | S
G |6 |G| G| 3| R|R
S |G |G |& | R| S| R
G [ | & |G| R| Ru| B
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Z ni je vidét, Ze neutrdlnim prvkem této operace je prvek 3,
nebot pro kazdé X € M je

X+»3=[+X=9%,
a e ke kazdému prvku X € M existuje v této operaci
inverzni prvek X € M. Z tabulky totiZ vyéteme
IJ«x3J=3, R« R,=Ry* R, =3,
S*G =3, G*xS=3, G*xG=3
a to znamena, Ze
5253 ®=%2s §2=m1, Cgl=61, €2=62’ 6.'4:63-

Pfiklad 9. VSimn&me si jeSt& operace A v mnoZiné R
viech redlnych (isel, kterd je ddna vzorcem

xAy=x+3 1A+ x).

MnoZinou vzorl je tu mnoZina viech d&iselnych dvojic
[%, ¥] € R x R. Tato operace neni asociativni, nebot napt.

AIADA2=02.2A2=4A2=6.9=54,
1A1A2))=1A03.3)=1A9=10.10 = 100.
Jejim neutrilnim prvkem je &islo 0, nebot pro kazdé x € R je
xA0=0Ax=x+01+x.00=x.1=nx.

PonévadZ operace A neni asociativni, nemtzeme ocekdvat,
%e by pro ni platila v&ta 2 a Ze by ke kazdému ¢&islu x € R
existovalo nejvyse jedno takové éislo % € R, Ze

x ANE=xAx=0.

Pro kazdé &islo x € R, které je razné od Cisel 0, 1, —1,
existuji v mnozin& R takov4 {isla dvé a obé jsou navzijem

riznd: jsou to &isla — xa — —Jl?, pro né&Z je
xA(—x)=x—-x)1—x.x)=0



ca(-H=(-H(- e L=o

Prox=1laprox = — | jeoviem — x = ——x—aprox=0

[y

, 1 .
&islo — > neexistuje.

Definice 6. MnoZina M, v niZ je definovdna operace O,
se jmenuje grupa vzhledem k operaci O, ma-li tyto vlast-
nosti:

1. Ke kazdému prvku [x, y] € M x M existuje prvek
xO0yeM

2. Operace O je asociativni.

3. V mnoZin€ M existuje neutrdlni prvek n operace .

4. Ke kazdému prvku x € M existuje inverzni prvek
% € M vzhledem k operaci O.

Operace O se v tomto piipadé nazyva grupovd operace.

V definici grupy nepfedpokliddme, Ze je grupova ope-
race komutativni (ale nevyludujeme to). Je-li grupovi
operace O komutativni, nazyvéd se mnozina M komutationi
grupa vzhledem k operaci C.

Z definice 6 vyplyva, Ze prdzdnd mnoZina @ neni grupou
vzhledem k Z4dné operaci, nebot v kaZdé grupé musi podle
bodu 3 existovat asponi jeden prvek, totiZ neutrdlni prvek n
grupové operace O.

Pfiklad 10. MnozZina N, viech pfirozenych Cisel (véetné
nuly) neni grupa vzhledem ke s¢itini ani vzhledem k ndso-
beni, nebot tu neni splnén poZadavek 4 z definice 6. Mno-
%ina C v8ech celych Cisel je komutativni grupa vzhledem
ke s¢itini, nenf to viak grupa vzhledem k nisobeni, nebot
nésobeni v mnoZiné C opét nespliiuje poZadavek 4 z defi-
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nice 6. MnozZina Q vSech raciondlnich &isel, mnoZina R
viech redlnych isel 1 mnoZina K vSech komplexnich &isel
jsou komutativni grupy vzhledem ke séitdni; 24dn4 z nich
viak neni grupou vzhledem k ndsobeni, nebot k ¢&islu O
neexistuje v 2adné z téchto mnoZin inverzni prvek ndso-
beni. Naproti tomu mnoZina Q" viech kladnyjch racio-
ndlnich &isel, mnoZina R+ vech kladnych redlnych Cisel,
mnoZina Q’ viech nenulovych raciondlnich isel i mnoZina
R’ viech nenulovych reilnych &isel jsou komutativni grupy
vzhledem k ndsobeni, ale Zddna z nich neni grupou vzhle-
dem ke scitdni, nebot nespliuji poZadavek 3 a v dusledku
toho ani poZadavek 4 z definice 6. MnoZina M viech pfe-
misténi roviny ¢, jimiZ se reprodukuje rovnostranny troj-
tthelnik ABC v roviné p (viz pfiklad 8 na str. 19) je grupa
vzhledem k operaci + ; neni to viak komutativni grupa.

Véta 3. Je-li mnoZina M grupa vzhledem k operaci O
a jsou-li a, b libovolné prvky mnoZiny M, existuje pravé
jeden prvek x € M a prave jeden prvek y € M, pro n&Z plati

a0x="5byoa=2>b

Dikaz. a) Pfedpoklidejme, Ze hledany prvek x existuje;
aplikujeme-li na rovnost a O x = b operaci O s inverznim
prvkem & ,,zleva“, dostaneme

do(@aox)=a0b.
Levou stranu lze na zdklad¢ asociativnosti upravit takto:
d0@anx)=(@0a)0x =n0x=x,
takze
XxX=40b.
Spliiuje-li tedy n&jaky prvek x danou rovnost, muaZe to byt
jen pravé nalezeny prvek x, ktery je jediny, nebot k prvku a
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existuje jediny inverzni prvek 4 vzhledem k operaci ©
a vysledek operace O je rovn&Z jediny. Je tfeba jelt vy-
zkouset, zda tento prvek danou rovnost skute¢né spliuje.
To vSak je zfejmé, nebot
a0(@ob)=@oa)ob=nob=>a.

b) Obdobn¥ dokdZeme, Ze druhou roynost spliiuje jediny

prvek
y=boada;

pfi diikazu v§ak musime aplikovat operaci O s inverznim
prvkem 4 ,,zprava“.

Jde-li o grupu, kterd je komutativni, je oviem x = y;
neni-li grupa komutativni, miiZe se stat, Ze x #* y.

Pfiklad 11. Hleddme-li v grup& M vSech pfemisténi
roviny g, jimiZ se reprodukuje rovnostranny trojihelnik
ABC, vzhledem k operaci + (viz pfiklad 8 na str. 19) takové

prvky X, 9B, pro néZ je

%1*%=%2: CZ}* g21___922,
dostaneme

%=§1*9{2 Ry * R =Ry,
B=Ro+ Ry =R, » R, = Ry;
tu je ¥ = V. Hleddme-li viak v téZe grupé prvky 3, 4l tak,

aby
*3=0, UxR, =6,
vyjde .
3 9{1*61—9{2*6l=63,
u 61*%1 61*%2—62’
v tomto pfipadé je 3 # . Nalezené vysledky miZeme
oviem ové&fit i pfimo v tabulce operace * v pfikladu 8.

V definici 6 jsme mohli misto poZadavki 3 a 4 poZadovat
existenci takovych prvka x, y, aby bylo a0 x =25,
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y O a = b pro kazdé dva prvky a, b mnoZiny M. To vyply-
va z nésledujici véty.

Vé&ta 4. Necht je v mnoZin€ M definovdna operace O,
kterd ma tyto vlastnosti:

a) Ke ka?dému prvku [x, y] € M X M existuje prvek
xoyeM,

b) Operace O je asociativni.

c) Ke kazdému aeM a ke kazdému b e M existuje
(aspori jeden) prvek x € M a (asponi jeden) prvek y e M,
ktery spliiuje rovnost ¢ © x = b, popf. y O a = b.

Pak je mnoZina M grupa vzhledem k operaci O.

Dikaz. Musime ukézat, Ze operace O md viecky vlast-
nosti z definice 6. PoZadavky 1 a 2 z definice 6 jsou totoZné
s poZadavky a) a b) nasi véty. Splnéni poZadavku 3 doki-
Zeme takto: Vezméme né&ktery prvek z € M a ozname n
a m ty prvky mnoZiny M, pro néz je

zOon=2 mOz=a2z.

Takové prvky podle vlastnosti c¢) existuji. Je-li x zcela
libovolny prvek mnoZiny M, existuji podle téZe vlastnosti
takové prvky u e M, v e M, Ze

u0z=1x, 20v=nx.
Pak je
xon=mM02)0n=u0(z0n)=u0z=21x,
mox=mo(zov)=(mMO2)0v=20v=x.
Proto podle véty 1 je m = n, takZe pro kaZdé x e M je
xOn=no0x=x

a prvek »n je tedy neutrdlnim prvkem operace O. Zbyvi
dokdzat splnéni poZadavku 4. Je-li a € M, pak podle bodu
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c) existuji takové prvky b e M, c e M, Ze
aob=mn cOa=n,

kde 7 je neutrdlni prvek operace ©. Odtud podle véty 2
plyne, Ze b = ¢ a Ze tedy tento prvek je inverznim prvkem
a k prvku a v operaci O.

Poznimka. V definici grupy nebylo tfeba poZadovat
existenci neutrilniho prvku a existenci inverzniho prvku.
Misto pozadavkd 3 a 4 z definice 6 stadi tyto pon&kud
slab$i poZadavky:

3'. Existuje takovy prvek n' €M, %e xOn = x pro
kazdé x e M.

4'. Ke kaZdému a € M existuje prvek a’ € M, pro né&jZ
jeaCa =n'.

Tyto poZadavky se li$i od poZadavki 3 a 4 tim, Ze poZa-
duji ,,neutrdlnost™ a ,,inverznost* prvki »’ a a’ jen ,,z jedné
strany”. DokdZeme, Ze také n' O x = x pro kazdé x e M
a %e a’ Oa=n'; tim bude dokdzdno, Ze #n' je neutrdlni
prvek operace O a e a’ je inverzni prvek k prvku a
Vv operaci O.

Nejprve dokdZeme, Ze a’ O a = n'. Ozname a” ten
prvek mnoZiny M, pro ktery plati a’ © a’’ = n’. Takovy
prvek podle bodu 4’ existuje. Pak plati

adoa=do@on)=ad0o[ao(@oad))=
=ad' 0[l@aocd)oadl=adoMmoad)=
— (afonl)oall=aloall=nl.
Ptitom jsme nejprve pouZili toho, e @ = a O n’, pak toho,
Ze n' = a’ 0 a”, dile asociativnosti operace O, potom
toho, Ze a O a’ = n’,naleZ op&t asociativnosti operace O, pak
toho, Ze a' O n’ = a’, a konefné znovu toho, %e @' O @’ =

= n’. Tim je dokdzéno, %e a4’ je inverzni prvek k prvku a
v operaci O.
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Na zékladé toho uZ snadno vyjde, Ze také n' © x = x.
Oznalime-li x’ ten prvek mnoZiny M, pro ktery plati
x0x' =n', pak podle toho, co jsme pravé dokazali, je
také x" O x = n'. Proto

nox=(xcx)ox=x0(x O0x)=x0n ==x.
Pfitom jsme nejprve pouZili toho, %e n’ = x O x', pak
asociativnosti operace O, déile toho, Ze x' © x = n’, a ko-
nené toho, Ze x C 7’ = x. Je tedy skute¢né »’ neutrdlni
prvek operace O.

Cvi&eni. I1. VmnoZiné C vSech celych Cisel jsou dany
operace O, * vzorci xOy=x+y+1, x*xy=
= x + y — xy. VySetfte, maji-li tyto operace neutrdlni
prvky a ke kterym prvkim mnoZiny C existuji inverzni
prvky téchto operaci. Jak se zméni vysledek, vezmete-li
misto mnoZiny C mnoZinu R vSech redlnych Cisel?

12. VySetfte, mé-li operace stfed v mnoZin¢ M viech
bodi roviny ¢ (viz pfiklad 2 na str. 9) neutrdlni prvek.

13. V mnoziné M redlnych &isel (n&kterych nebo viech)
jsou ddny operace max, min tak jako ve cvi¢. 8 na str. 14.
Vy3etfte, za jakych podminek existuji neutrdlni prvky
t&chto operaci a zda k n&kterym prvkim mnoZiny M existuji
inverzni prvky vzhledem k témto operacim.

{4, BudiZ dina mnoZina Z a ozna¢me M systém vsech
jejich podmnoZin. V mnoZin€ M jsou didny operace U
a n (sjednoceni a prinik). VySetfte, maji-li tyto operace
neutrdlni prvek a ke kterym prvkum mnoZiny M existuji
v t&hto operacich inverzni prvky.

I5. V mnoZiné N vSech pfirozenych Eisel (bez nuly) jsou
dény operace D a n (nejvétsi spoledny délitel a nejmensi
spoleény nisobek). Vysetfte, maji-li tyto operace neutrélni
prvek a ke kterym prvkiim mnoZiny N existuji v t&chto
operacich inverzni prvky.
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16. DokaZte, 2e inverznim prvkem asociativni operace
o k prvku a0 b je prvek 50 4, kde &, b jsou inverzni
prvky k prvkim a, b vzhledem k operaci ©.

17. V mnozZing¢ M = {a, b, ¢} je dina operace * touto

tabulkou:
x*y N a b c

a a b ¢

b b c a

¢ ¢ a b

Vysetfte, je-li mnoZina M grupou vzhledem k této operaci,
najdéte neutrilni prvek této operace a ke kaZdému prvku
mnoZiny M udejte inverzni prvek vzhledem k této operaci
(pokud existuje).

18. Tutéz tlohu feSte pro mnoZinu M = {q, b, ¢, d},
v niZ je definovina operace + tabulkou

x*yNa b c d

a a a a a

b a b c d
c a c d b

d a dlb c

19. a) Doka¥te, ¢ mnoZina M vSech pfemisténi roviny
0, jimiZ se reprodukuje obdélnik ABCD, je grupa vzhledem
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k postupnému sklddini » téchto plemisténi. Najdéte
neutrdlni prvek operace + a ke kazdému prvku mnoZiny M
udejte inverzni prvek vzhledem k operaci *. b) Ulohu
opakujte pro mnoZinu M vSech pfemisténi roviny g, jimi%
se reprodukuje ¢tverec ABCD.

20. Je ddna mnoZina M = {q, b}. V mnoZin& M udejte
operaci O tak, aby M byla grupou vzhledem k této operaci.

ohu opakujte pro mnoZinu M = {a, b, ¢} a pro mnoZinu
M= {a,b,¢,d}.
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